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Znr  Theorie  des  ränmliclidn  Fachwerks. 

Von  Dr.  Ing.  Alexander  Hasch  in  Wien. 
*  Mit  3  Doppeltafeln  in  Lithographie. 

I.  Einleltong. 
Zweck  dieser  Arbeit  ist  es^  die  theoretische  Berechnung  des  wich- 


en räumlichen  Fachwerks  —  des  Kuppel&chwerks  —  weiter  aus- 
zufahren als  dies  bis  jetzt  geschehen  ist,  namentlich  in  Bezug  auf  ein- 
seitige ungünstigste  Bekstungen,  die  immer  nur  eine  sehr  spärliche 
Behandlung  erfahren  haben. 

Vor  allem  aber  ist  es  nötig,  diejenigen  wichtigsten  Methoden  der 
Theorie  des  raumlichen  Fachwerks  zusammen  zu  fassen,  welche  ent- 
weder im  folgenden  Anwendung  finden  oder  aber  den  AnstoB  zu  yor- 
liegender  Arbeit  gaben  und  so  die  Ansätze  und  teilweisen  Ausfährungen 
derselben  erkennen  lassen. 

Schwedler  sagt  (die  Konstruktion  der  Kuppeldächer,  Zeitschrift 
f&r  Bauwesen  1866):  „. . .  bei  den  bisherigen  Betrachtungen  ist  die 
ongleichiormige  Belastung  nicht  berücksichtigt  worden,  da  durch  diese 
die  Berechnung  sehr  kompliziert  wird,  indem  die  elastischen  Verschiebungen 
der  eineeinen  Punkte  in  dieselbe  eintreten  müssen. 

Für  die  Praxis  kann  man  indessen  die  Kenntnis  der  Grenzen  der 
Änderungen  der  Spannungen  nicht  entbehren  und  sind  dieselben  des- 
halb durch  die  nachstehenden  einfachen  Anschauungen,  wenn  auch 
yielleicht  etwas  zu  weit,  bestimmt  worden.  . . .  (Für  die  Grenzen  der 
Spannungen  der  einzelnen  Sparren-,  Bing-  und  Diagonalstäbe  sind  nun 
die  bekannten  Schwedlerschen  Annahmen  gemacht).  .  .  .  Bei  Be- 
rechnung der  Diagonale  ist  zu  erwägen,  daB  neben  dem  Durchmesser, 
welcher  die  Belastung  begrenzt,  ein  belasteter  und  ein  unbelasteter 
Sparren  liegt,  und  daß  die  Spannung  beider,  wenn  sie  in  zwei  yer- 
ichiedenen  gleichförmig  belasteten  Kuppeln  gelegen  wären,  sich  wie 
die  Belastungen  p  imd  q  pro  Flächeneinheit  verhalten  würden.  Ninmit 
man  an,  daß  durch  die  Diagonalen  die  ganze  Spannungsdifferenz  über- 
tragen wird,  so  ist  diese  Annahme  jedenfalls  zu  groß,  wenn  aber  die 
Diagonalen  derselben  widerstehen  können,  so  sind  sie  als  ausreichend 
stark  zu  erachten^. 

ZaÜMhilft  f.  MAtbematik  lt.  Phyiik.  49.  Band.  1909.  l.Helt.  1 
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Also  analytisch  ausgedrückt:  (siehe  Figur  1): 

Dcosd  +  S^O,     B -^  • 

'  '  cos  o 

über  den  Winddruck  als  diejenige  Ursache^  welche  die  größten 
Spannungen  hervorruft^  spricht  Schwedler  gar  nicht. 

Die  Schwierigkeit;  eine  möglichst  zutreffende  Annahme  über  die 
ungünstigste  Belastung  zu  treffen,  tritt  namentlich  deutlich  bei  den  Diago- 
nalen hervor. 

Zusammenfassung:  einseitige  Belastungen  sind  ganz  vermieden;  die 
einzige  Belastungsart  (Winddruck  überhaupt  ausgenommen)  in  Bezug 
auf    ungünstigste    Spannungen    der    einzelnen    Stabgattungen    ist    die 

der  gleichförmigen,  totalen  Bing- 
^«'-  belastung. 

Der  nächste  Schritt  in  der 
Entwicklung  der  Berechnung  von 
Fachwerkkuppeln  war  die  Span- 
nungsbestimmung mittelst  von 
Knotenpunkt  zu  Knotenpunkt 
fortschreitender  Kraftezerlegung. 
Gewissermaßen  als  Normal- 
kuppelfachwerk halten  wir  uns 
im  folgenden  eine  statisch  be- 
stimmte^) Schwedlerkuppel  vor 
Augen,  deren  Knotenpunkte  auf  einer  Drehungsfläche  liegen  und  deren 
Sparrenausteilung  eine  regelmäßige  ist.  Die  Berechnung  eines  der- 
artigen Schwedlergeflechtes  erfolgt  immer  durch  wiederholte  Lösung 
der  Aufgabe:  Drei  in  einem  Punkt  m  angreifende  Kräfte  S^S^S^, 
deren  Richtungeii  bekannt  sind,  so  zu  bestimmen,  daß  sie  einer  eben- 
faUs  in  m  angreifenden  Kraft  P  das  Oleichgewicht  halten.  Die  Lösung 
geschieht  graphisch,  bei  erforderlicher  großer  Genauigkeit  analytisch. 
Die  allgemeine  Berechnung  eines  Schwedlergeflechtes  kann  nun  nach 
den  zwei  Methoden  erfolgen: 

1.  nach  Föppl.^)  (Ähnlich  der  Gulmannschen  Methode  in  der  Ebene). 

1)  Unter  einem  statisch  bestimmten  Fachwerke  soll  immer  ein  solches  ver- 
standen werden,  bei  welchem  1.  die  notwendige  Stabzahl  vorhanden  ist,  2.  die 
dem  Fachwerk  eigentümliche  Funktionaldeterminante  ^  0  ist.  (Dieser  letztere 
Punkt  entscheidet  bekanntlich,  ob  die  Anordnung  der  vorhandenen  notwendigen 
Stäbe  ein  steifes  Gebilde  erzeugt  oder  nicht.  Ist  die  Funktionaldeterminante  =  0, 
so  ist  Labilität  des  Fachwerks  vorhanden,  und  zwar  entweder  „endliche  Beweg- 
lichkeit^' oder  „unendlich  kleine  Beweglichkeit'^   {Momentmechanismus}). 

2)  FOppl,  Das  Fachwerk  im  Räume. 
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2.  nach  Müller-Breslau^)  mittelst  Anwendung  des  Satzes  aus 
der  projektiven  Geometrie:^  drehen  sich  die  Seiten  eines  veränderlichen 
n-Eckes  mn  feste  Punkte,  die  auf  einer  Geraden  liegen,  und  verschieben 
sich  hierbei  (n  —  1)  Ecken  längs  beliebiger  gegebenener  Geraden,  so 
beschreibt  auch  die  letzte  Ecke  eine  Gerade.  (Dabei  ist  natürlich  das 
fi-Eck  veränderlich  in  Bezug  auf  Seitenlängen  und  Winkel). 

Bei  Belastung  eines  Knotenpunktes  durch  eine  irgendwie  ge- 
richtete Einzellast  kommt  immer  nur  eine  bestimmte  Stabgruppe  bei 
der  Lastübertragung  auf  die  Widerlagerknotenpunkte  in  Betracht. 

Die  Netetaerkkuppd  kann  auf  dieselbe  Weise  aus  einem  Kugel- 
flechtwerk  (Foppl)  abgeleitet  werden,  wie  eine  Schwedlerkuppel,  nur 
muß  das  dabei  zugrunde  gelegte  Kugelflechtwerk  eine  andere  Stab- 
anordnung besitzen.  Bei  den  Schwedlergeflechten  fallen  je  zwei  Drei- 
ecke der  Mantelfläche  in  eine  Ebene;  bei  den  Netzwerken  ist  jedes 
Dreieck  der  Mantelfläche  unabhängig  von  den  beiden  Nachbardreiecken 
desselben  Geschosses.  (Um  zu  erklären,  warum  im  folgenden  immer 
Netzwerkkuppeln  mit  ungerader  Seitenzahl  angewandt  wurden,  sei  er- 
wähnt, daß  symmetrische  Netzwerkgeflechte  mit  gerader  Seitenzahl 
Fachwerke  mit  „endlicher  Beweglichkeit'^,  daher  praktisch  unbrauchbar 
sind;  das  ganze  labile  Fachwerk  bildet  einen  geschlossenen  Mechanismus 
entstanden  aus  einer  zwangläufigen  kinematischen  Kette,  so  daß  sich 
der  überschüssige  Zwang  in  der  Kette  mit  dem  Kettenschluß  vertri^). 

Die  Berechnung  der  Stabspannungen  kann  geschehen: 

1.  nach  der  Methode  von  PöppL*)  Dieselbe  ftthrt  wieder  die 
Berechnung  der  Stabspannungen  eines  Netzwerkgeschosses  selbst  bei 
unregelmäßigem  Grundriß  und  allgemeinster  Li^e  und  Richtung  der 
angreifenden  Kraft  schließlich  auf  die  Aufgabe  der  Zerlegung  einer 
Kraft  in  drei  Komponenten  zurück.  Eine  in  einem  Knotenpunkt  an- 
greifende Kraft  versetzt  sämtliche  Stäbe  in  Spannung  (in  Zonen  unter- 
halb dieses  Knotenpunktes). 

2.  mittelst  Anwendung  des  Verfahrens  von  Henneberg  auf  die 
Netzwerkgeflechte. 

Dieses  ist  hier  von  Wichtigkeit,  weU  das  von  Müller-Breslau 
g^ebene  Verfahren  zur  Beurteilung  ungünstigster  (einseitiger)  Be- 
lastungen auf  den  Begriff  der  zwangläufigen  kinematischen  Kette  in 
Verbindung  mit  Berechnung  elastischer  Knotenpunktsverschiebungen 
nach  einer  Methode  gegründet  ist^  welche  der  Hennebergschen  Span- 
nungsbestimmung  nachgebildet  ist. 

1)  Mfliler-Breslan,  Beitrag  zurTheorie  des  räumlichen  Fachwerks.  Central- 
blatt  der  Baaverwaltang  1891—1892. 

8)  FOppl,  Das  Fachwerk  im  Baume. 

1* 
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Dasselbe  gibt  bekanntlich  eine  Stabspannong  in  der  Form: 

fif=  ©0  +  ®a^«  +  ®hZö  +  QtZc  +  .  .  .  +  ©n-Z«. 

Dabei  sind  ©a,  ...,©„  unabhängig  von  den  Lasten;  die  Spannungen  ©^ 
müssen  f&r  jeden  Belastungsfall  ermittelt  werden.  Z^,  Zf,y  Z^,  . . .,  Z^ 
bedeuten  die  Spannungen  der  beseitigten  Siäbe.  Setzt  man  die  Span- 
nungen in  den  ^rsatzstaben^  gleich  Null,  so  erhält  man  ebensoviele 
Gleichungen  ersten  Grades  als  Kräfte  Z  Torhanden  sind,  ist  also  im- 
stande die  letzteren  zu  berechnen.  Bedingung  ist  jedoch,  daß  die 
Nennerdeterminante  jener  Gleichungen  einen  Ton  Null  verschiedenen 
Wert  annimmt.  (Sonst  wäre  nämlich  das  Fachwerk  entweder  eines  von 
,,endlicher  Beweglichkeit^',  oder  aber  von  ,,unendlich  kleiner  Beweglich- 
keit^'  oder  ein  sog.  „Momentmechanismus''). 

Die  elastiaohen  Vemohiebungen  der  Knotenpunkte. 
(ElastiBohe  Formftnderungen). 

Die  allgemeine  Untersuchung  der  Formänderung  eines  statisch  be- 
stimmten räumlichen  Fachwerks  kann  man  nach  einem  Verfahren  aus- 
fuhren (Müller-Breslau)^),  welches  sich  dem  oben  gezeigten  für  die 
Ermittlung  der  Spannkräfte  anschließt. 

Die  Längen  der  beseitigten  Stäbe  seien  ^^^6^0  -  -  -9  ^^^  Längen  der 
Ersatzstäbe  y',  y'\  y"\  . . .  Schreibt  man  den  letzteren  zunächst  die 
wirklichen  Änderungen  z/y ,  /iy\  ^y"\  ...  zu,  so  erhalt  man  für  die 
Verschiebung  ^^,  welche  irgend  ein  Knotenpunkt  m  nach  einer  be- 
stimmten Richtung  erfährt,  den  Ausdruck: 

worin  8^  den  Wert  von  8^  für   den  Fall  bedeutet,   daß   die  Längen- 
änderungen  von  jdy  sämtlicher  Ersatzstäbe  gleich  Null   angenommen 
werden,  während  8^,  d^;  . . .  beziehungsweise  die  den  Zuständen  jd^  »  1, 
^jf"  =»1,  ...  entsprechenden  Werte  von  8^  vorstellen. 
Femer  hat  man  fOr  die  Änderungen  von  0^,  0fa  -  -  -, 


Mittelst  dieser  Gleichungen  kann  man  die  z/y  berechnen;  dadurch  sind 
auch  die  8^  bekannt. 

1)  Müller-Breslau,  Beitrag  zur  Theorie  des  läumlichen  Fachwerks.  Central- 
blatt  der  Bauverwaltung  1891—1892. 
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KineniAliflohe   BrmittlaxLg   der  Stabkritfte.     SinfluABahlen.     Binfluß- 
lüden  der  Senkimgen  (Müller-Breslau).^) 

Es  soll  die  Spannimg  S^^  irgend  eines  Stabes  ik  (Länge  »  s^j^  in 
der  Form: 

dargestellt  werden^  wo  x^,  x,,  x,,  . . .  die  Einflußzahlen  sind.  Zur 
LöBong  dieser  fOr  die  Beurteilung  des  gefahrlichsten  Belastungszustandes 
wichtigen  Aufgabe  erhält  man  die  Gleichung 

S,,z/s,,-Pidi  +  P,d,  +  . . .  +  PJ^+.    ., 

in  welcher  d^  ^^  ...  die  Projektionen  der  Verschiebungen  der  Punkte 
1;  2;  3^  . . .  auf  die  Richtungen   von  P^,  P,,  . . .  bedeuten,   und   man 

findet  die  Mnflußzdhlm  mittelst  der  Beziehung:  x^  =  —^  •  Die  Auf- 
gabe der  Berechnung  der  Einflufizahlen  ist  nur  ein  einfacher  spezieller 
Fall  der  früher  behandelten  Darstellung  der  elastischen  Verschiebungen. 
Dort  handelte  es  sich  um  die  Ortarveriuiderungen  der  Knotenpunkte  in- 
folge von  Längeimnderungen  sämtlicher  Siäbe;  hier  wird  nach  dem 
Einfluß  einer  einzigen  willkürlichen  Längenänderung  gefragt.  Setzt 
man  diese  letztere  gleich  1,  so  erhalt  man:  x^  ==  d^.  Hat  man  nun 
f&r  einen  bestimmten  Stab  die  der  Längenänderung  z/^^j^  =->  1  ent- 
sprechenden Verrückui^en  der  übrigen  Knotenpunkte  mittelst  eines 
Verschiebungsplanes  (nach  Willi ots  für  den  Raum  erweiterter  Methode) 
bestimmt;  und  diese  erhaltenen  Verrückungen  der  Einfachheit  halber 
in  je  drei  Komponenten  |;  i^,  ^  zerlegt,  so  ist  man  imstande,  dies  im 
wesentlichen  so  auszunützen: 

a)  der  Einfluß  lotrechter  Lasten  P^,  P^,  ...  auf  die  gesuchte 
Spannung  ist  dann  S^^  »  ^PS- 

b)  der  Einfluß  einer  lotrechten  Last  P=^l,  welche  sich  längs 
eines  Sparrens  und  hierauf  längs  des  obersten  Ringes  bewegt,  kann 
durch  eine  Einflußinie  der  Senkungen  g  dargestellt  werden. 

c)  kann  man  den  Einfluß  S,^  =  ZP^d^  einer  Gruppe  von  in 
Meridian-Ebenen  liegenden  Lasten  P^  (z.  B.  der  Windkräfte  nach 
Loessl)  berechnen. 

Damit  ist  aber  nur  der  eine  Stab  S^j^  erledigt,  für  welchen  eben 
der  ganze  Verschiebungsplan  gezeichnet  wurde. 


1)  Müller-Breslau,  Beitrag  zur  Thorie  des  ri&nmlichen  Fachwerks,  Central- 
blatt  der  fiaaverwaltang  1891^1892. 
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Anmerkung.  Man  kann  hierbei  die  EinfQhrang  der  zwangl&nfigen 
kinematischen  Kette  auch  zur  Anwendung  des  Verfahrens  ^^der  um  90^ 
gedrehten  Verschiebungen^  benützen. 

n.  ElnflnBr&ome;  EinflnBflachen  nnd  -Linien. 

Netzwerkknppel;  Schwedlerknppel.    VerallgememerieB  System  der  Berliner 

Beichstagskuppel. 

Die  wichtigste  Methode  der  allgemeinen  Berechnung  ebener  (sowohl 
Fachwerk-  als  auch  Vollwand-)Baukon8truktionen  bildet  die  der  „Ein- 
fluß-  oder  Influenzlinien'*  irgend  einer  „Wirkung  Zf^.  Wir  fassen  hier 
Z  vorläufig  nur  als  Stabspannung  auf. 

Rebhann  war  der  erste,  der  analytisch  bewies,  daß  es  fOr  Diagonal- 
stabe eines  ebenen  Fachwerks  im  allgemeinen  einen  neutralen  oder 
,^ullpunkt^  geben  müsse.  Die  einfache  graphische  Konstruktion  und 
den  Beweis  dazu  gab  dann  G.  Culmann.  Müller-Breslau  erweiterte 
dies  durch  die  Benützimg  der  sog.  „Zustände  J.  =  1  und  B  =  1%  um 
so  direkt  die  Einflußlinie  der  Stabspannung^  für  einen  bestimmten 
Stab  zu  konstruieren. 

Es  soll  nun  in  den  folgenden  Zeilen  in  der  Berechnung  des  Euppel- 
ffMshwerkS;  deren  Entwicklung  oben  in  gedrängtester  Form  mit  be- 
sonderer Betonung  des  für  diesen  Aufsatz  Wesentlichsten,  bis  zur  teil- 
weisen Bestimmung  der  ungünstigsten  Lasten  hinauf,  gegeben  wurde,  der 
Schritt  zum  Allgemeinsten  getan  werde. 

Es  sei  ein  beliebiges  Euppelgeflecht  gegeben.  Die  Lastüber- 
tragung findet  nur  an  den  Knotenpunkten  statt;  wir  denken  uns  dieselbe 

etwa  durch  Stander  vermittelt.  Oben  sei 
auf  dieselben  eine  materielle  Ebene  gelegt, 
die  entsprechend  den  Lastübertragungs- 
punkten  zerschnitten  gedacht  wird  (so  wie 
die  Längstniger,  welche  auf  den  Quer- 
trägem ruhen,  in  der  ebenen  Theorie). 

Über  dieselben  wandere  nun  eine 
Einzellast  =  1.  Bei  einer  allgemeinen 
aber  ganz  bestimmten  Lage  dieser  wandern- 
den Last  =  1  besteht  im  Kuppelfachwerk 
ein  ganz  bestimmter  Spannungszustand. 
Trägt  man  nun  für  einen  bestimmten  Stab  £>  die  ihm  entsprechende 
Spannung  auf  der  Lastlotrechten  auf  (s.  Figur  2),  und  tut  'dies  für 
jede  Lage  der  Last  1,  so  entsteht  für  den  Stab  eine  „Einfluß-  oder 
Influenzfläche^^     Die  „Wirkung'^  ist  gleich  der  Stabspannung. 
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Betnchten  wir  zunächst  eine  solche  allgemeine  Einflußfläche.  Die 
entstehenden  Ranme  A,  B  (s.  Fig.  3)  nennen  wir  ^^influß-  oder  In- 
flnenzraome^^y  die  Linien  a  b  „neutrale  oder  Nolllinien'^  (eine  Yer- 
wechslnng  mit  den  Nulllinien  eines  Möbiusschen  Nullsystems  ist 
wohl  nicht  möglich);  auch 

gibt  es  neutrale  oder  Null-  ^^  '" 

flächend 

Es  ist  nun: 

dZ  ^  p  -  dx  '  dy  '  r^j 
also 

Z  -^JJ  p'dx'dyji 

9 

p  =»  Belastung      für      die 
Flacheneinheit. 

Ist  die  Belastung 
gleichförmig  yerteilt,  also 
p^const.,  so  ist 

Z-=-pjy*fl'dX'dy, 

9 

d.h. 

Z^p.K, 

wobei  £:=  Einflußraum  über 
dem  Gebiete  G. 

Anmerkung:  K  ist  nur  in  der  Darstellung  und  nicht  in  der 
Dimension  ein  Körper.  Daß  diese  Gleichung  nur  eine  Zahlengleichung 
isty  sieht  man  auch  daraus,  dafs  die  Dimensionen  links  und  rechts  nicht 
übereinstimmen. 

Allgemein  ist  f&r  ein  senkrechtes  Lastsystem 

Die  Ermittlung  Ton  max  Z  und  min  Z  bei  gegebenem  Einfluß- 
räume  ist  dieselbe  wie  in  der  Ebene. 

Als  Belastung  ziehen  wir  von  jetzt  an  nur  die  gleichförmig  ver- 
teilte (natürlich  auch  partiell)  in  Betracht. 

Beyor  wir  in  der  allgemeinen  Betrachtung  weitergehen,  sei  erwähnt, 
daß  man  den  oben  aufgestellten  Begriff  auch  „Einflußfläche  über 
Ebenen''  nennen  kann;  daß  diese  Form  für  flechtwerkträger^)  (bei  all- 


1)  Wir  sagen  bei  den  theoretischen  Untersnchmigen  gewöhnlich  ,,Fachwerk*' 
oder  ^echtwerk''  ohne  zwischen  „Fachwerk**  und  „Fachwerkträger*'  immer  streng 
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gemeinster  Form  und  Lage  derselben)  nicht  brauchbar  ist;  sieht  man 
sofort  ein.  Wohl  kann  man  bei  einem  Flechtwerktrager  aUgemeinster 
Form  sich  ^^EinfloSflächen  um  Punkte'^  denken  (dadm-ch  entstanden,  daß 
man  die  in  einem  Flechtwerkknotenpunkt  angreifende  ^^Eraft  1^  sich  be- 
liebig gedreht  denkt  und  immer  auf  der  Richtung  derselben  den  je- 
weiligen Spannungsbetrag  S  auftragt);  doch  auch  diese  sind  der  Natur 
der  Sache  nach  ohne  Bedeutung  für  die  wirkliche  Berechnung  der 
ungünstigsten  Stabspannungen.  ^) 


a)  Das  Netswerkgefleoht. 

Denken  wir  uns  nun  die  Stabspannung  in  einem  bestimmten 
Stabe  S  für  die  Laststellungen  a,  h,  c  ermittelt  und  über  a,  hj  c  auf- 
getragen. Es  läßt  sich  dann  leicht  zeigen:  Die  Einflußlinie  zwischen 
zwei  Nachbarknotenpunkten  ist  eine  Gerade. 

Femer:     Die    Einflußfläche 
J'*«*-  zwischen     drei    Nachbarknoten- 

punkten ist  eine  Ebene. 

Man  hat  nämlich  im  ersten 
Fall  (s.  Fig.  4): 

B       a'      (j        ä       a       ^' 

also  eine  Gerade. 

Da   die  Einflußlinien  ah,  bc,  ca  (s.  Fig.  5)   Gerade   sind;  so    ist 

auch  die  Einflußfläche  zwischen  drei  Knotenpunkten  eine  Ebene.  Denn 

durch  den  beliebigen  Ort  cd  der  EinzeUast  ^  1  kann  man  einen  Strahl 

durch  einen  der  Nachbarknotenpunkte;  etwa  durch  b  ziehen;  zerlegt 
man  nun  1  in  zwei  Eomponanten  bei  b  und  ß,  so  hat  man  in  Bezug 
auf  y  dieselben  Verhältnisse;  wie  früher  bei  g. 
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zu  unterscheiden;  es  ist  dies  erlaubt,  weil  man  ja  die  Auflagerbedingungen  in 
jedem  Auflagerknotenpunkte  durch  ,,Auflager8töbe"  ersetzen  kann,  wodurch  sofort 
der  zuerst  wesentlich  erscheinende  Unterschied  so  gut  wie  verschwindet. 

1)  Demnächst  sollen  einmal  die  interessanten  Beziehungen  besprochen  werden, 
welche  bei  Inangriffiiahme  eines  Flechtwerks  (beziehungsweise  eines  Flechtwerk- 
trägers) durch  ein  „gebwidenes  Kräftesystem^  zwischen  diesen  äußeren  Kräften, 
den  durch  dasselbe  im  Flechtwerk  hervorgerufenen  Stabspannungen  und  gewissen, 
mit  dem  Fleohtwerk  zusammenhängenden  charakteristischen  Flächen  bestehen. 
(Anwendung  der  Astatik  auf  die  Flechtwerktheorie). 


Von  Albxahder  Hasch. 
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Dadurch  ist  also  für  den  Mantel  des  Netzwerkgeflechtes  als  Einfluß- 
fläche eine  Polyederfläche  bestimmt,  die  aus  lauter  Dreiecken  besteht 

Wir  haben  voraasgesetzt,  daß  die  Knotenpunkte  der  Kuppel  auf 
einer  Drehungsfläche  liegen.  Wegen  der  Symmetrie  des  ganzen  Kuppel- 
&chwerk8  genügt  es  bei  der  Bestimmung  der  Einflußflächen  der 
Spammngen  f&r  sämtliche  Kuppelstöbe  nur  die  Belastungsfölle:  1'  in 
Knotenpunkt  Äy  in  By  u.  s.  w.  (s.  Fig.  6)  d.  h.   also   nur  in  je   einem 


Fig.  5. 


Fig.  6. 


Knotenpunkt  eines  Ringes  zu  betrachten.  Diese  zur  Bestimmung  ^  der 
Einflußflächen  sämtlicher  Stabgattungen  ausreichenden  nBelastungsfalle 
(n  »  Gteschofszahl  der  Kuppel)  sollen  heißen; 

Zustand  A^l,    Zustand  B^lf  Zustand  C^l  u.  s.  w. 

Für  jeden  solchen  ^^Zustand'^  müssen  die  Stabspannungen  bestimmt  werden 
(nadi  den  früher  angegebenen  Methoden).  Beim  Netzwerkgeflecht  sind 
stets  sämtliche  Stöbe  (unterhalb  des  hetasteUn  Knotenpunktes)  in  Spannung. 

b)  Das  Sohwedlergefleeht. 

Zur  wirklichen  Ausführung   der  Methode  der  ,^influß-  oder  In- 
fluenzräume'' dienen  hier  wieder  die  Belastungsfälle,  welche  wir  als  die 

Fig.  7. 


^ 


Fig.  8. 


1, 


bezeichnet  haben,   im   ganzen 


Zustände  Ä^l,   5=1,    C 
n  (»  Geschoßzahl)  Zustände. 

Hier  tritt  nun  ein  Umstand  ein,   den  wir   schon   in  a)  (in  Bezug 
auf  den  Raum  des  Latemenringes)   stillschweigend  übergangen   haben. 
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Zur  Theorie  des  räumlichen  Fachwerks. 


Steht  nämlicii  in  o  über  einem  Trapezfelde  die  Einzellast  «1^  so 
liegen  um  dieselbe  vier  benachbarte  Lastübertragongspunkte.  Im  ersten 
Augenblick  erscheint  es,  als  ob  es  drei  wären  und  man  infolgedessen 
1  sofort  in  drei  Komponenten  zerlegen  könnte,  und  ähnlich  so  die 
Einflußflächen  der  Stabspannungen  zu  konstruieren,  wie  es  beim  Netz- 
werkgeflechtmantel der  Fall  war.  Man  muß  diesen  Gedanken  aber 
sofort  aufgeben.  Es  ist  nämlich  auf  der  früher  erwähnten,  der  leichteren 
Vorstellung  w^en  eingeführten  Ebene  ee,  welche  die  Lastübertragung 
vermittelt,  Schnitt  ad  von  derselben  Berechtigung  wie  (der  durch  die 
vorhandene  Diagonale  bestimmte)  bc.  Man  erkennt  dies  aber  auch 
daraus,  daß  eine  zugelassene  zweifache  Zerlegung  von  1  (Lasteinheit) 
einmal  nach  bcd  (s.  Fig.  8),  ein  anderes  Mal  nach  ahd  (bei  der  an- 
genommenen Lage  von  cai)  nicht  ein  und  denselben  Wert  des 
Einflusses  auf  die  Stabspannungen  gibt,  also  falsch  ist.  Überdies 
spielt  die  in  das  Feld  eingespannte  Diagonale  schon  deswegen 
nicht  die  ihr  oben  zugedachte  RoUe,  weil  sie  ja  auch  ganz  fehlen 
kann.  (Um  beim  statisch  bestimmten  Geflecht  zu  bleiben,  stelle 
man  sich  etwa  vor,  daß  die  Diagonalen  eines  Geschosses,  höchstens 
bis  auf  drei,  entfernt  und  im  Latemenring  zur  Bildung  eines 
sogenannten  „  Scheibenringes '^  oder  in  sonstiger  Anordnui^;  ver- 
wendet wurden.^)) 

Wären    die    vier    Knotenpunkte    des    Trapezfeldes    absolut    feste 
Punkte,  so  wäre  die  Zerlegung  der  Last  1  (im  Punkte  cai)  nach  diesen 

vier  vertikalen  Komponenten  oo^fach  mög- 
lich. Diese  Erörterung  läßt  sich  auch 
ganz  analog  auf  den  noch  allgemeineren 
Fall  des  Latempolygons  des  Kuppel£Eu^h- 
werks  (das  System  des  Geflechtes  ist  hie- 
bei  ganz  gleichgültig)  anwenden.  Es 
haben  nun  infolge  der  Elastiziföt  des 
ganzen  Stabgebildes  die  Punkte  1,  2,  . . .,  8 
(s.  Fig.  9)  gewisse  Senkungsfähigkeiten 
(+  oder  —).  Das  Fachwerk  ist  ein  sta- 
tisch bestimmtes  und  setzt  sich  den 
auf  dasselbe  einwirkenden  Lasten  gegen- 
über in  einer  und  nur  in  einer  ganz  bestimmten  Weise  ins  Gleich- 
gewicht. Es  ist  diejenige  Zerlegung  der  im  Punkt  o  wirkenden 
Last  =  1  die  wirklich  eintretende,  welche   die   wahre  Formänderungs- 


Flg.  9. 


1)  Die  Prüfung,  ob  bei  diesem  Austausch  von  Stöben  das  Fachwerk  auch 
wirklich  ein  stabiks  hleitt,  ist  eine  Sache  für  sich. 


Von  Alexander  Hasch. 
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Pig.  10. 


^X 


arbeit  des  Fachwerks  za  einem  Minimum  macht  ^)  Dabei  ist  aber 
Yoraosgesetzt^  (was  wir  auch  immer  tnn  werden ,  wenn  nicht 
dgQDs  anderes  hervorgehoben): 

1.  ein  spannnngsloser  An- 
fangaznstand; 

2.  die    Temperaturande- 
nmg  ^<  =  0; 

3.  nnyerBchiebbare  Wider- 
lagerknotenknnkte  de  =  0. 
(Die     beweglichen     Anflager 
seien  reibungslos). 

Es    sei    nun    irgend    ein 
Euppelgeflecht  gegeben;  seine 

Lateraringknotenpunkte 
heiBen  A^j  Ä^y  Ä^  Ä^  . . .,  Ä^. 
(hs  Anzahl  der  Sparren). 

Die    fOr    eine  bestimmte 
Stellung   der  Last  1  auf  der  Latemenfläche  im  Punkte  cd  (Xj  y)  sich 
eigebenden   Komponenten   seien   entsprechend:   X^,  X^,  X^^  . . .,  X„. 
Die  Last  wandere  über 
die     ganze     Laternen- 
flache.       Welches     ist 
die    Einflußfläche     der 
wahren  inneren  Defor- 
mationsarbeit des  Kup- 
pelfachwerks? 

Die   wahre  Defor- 
mationsarbeit ist 


Flg.  11. 


«  ^-2i 


8^ 
2     Ef' 


Dabei  sind:  S  die 
Stabspannungen  fBr  den 
ins  Auge  gefisiBten  be- 
stimmten Belastungs- 
&li,  $  die  Stablange, 
f  der  Stabquerschnitt, 
E    der    Ehistizitatsmodul    (der    fOr    sämtliche    Siabe    konstant    sei). 

1)  Daß  hier  bei  der  Benützung  des  Minimumsatzes  von  Alberto  Castigliano 
eine  neue  allgemeine  Form  der  „Deformationsarbeit**  angewendet  werden  muß, 
wird  och  sp&ter  zeigen. 


12 


Zur  Theorie  des  räumlichen  Fachwerks. 


Für  eine  bestimmte  Laststellung  o  erhält  man  die  Komponenten 
X^,  X^,  . .  .;  X^  immer  aus  der  Bedingung,  daß  die  Formänderungs- 
arbeit ein  Minimum  wird.  Die  Komponenten  X^,  . . ,,  X^  die  das  Min  A 
erzeugen,  lassen  sich  aus  dem  Oleichungssystem : 

berechnen. 

Es  ist  nämlich: 


(2) 


0 


(3) 


S^8^X,  +  S,X,  +  ...  +  S^X^. 


Fig.  12. 


wobei  Si  die  Stabspannung  entsprechend  der  Last  =  1  im  Knoten- 
punkte A^  u.  s.  w.  ist.  Führt  man  (3)  in  das  System  (2)  ein,  so  er- 
halt man  ein  System  homogener,  linearer  Grleichungen  in  den  X^,  X,, . . .,  X,. 

Dasselbe  gibt  in  diesem  Falle  (außer 
Xi  =  0,  X,  =  0,  .  .  .,  was  hier 
der  Natur  der  Sache  nach  keine 
Rolle  spielt)  ein  ganz  bestimmtes 
Verhältnis  Xj  :  X, :  X,  :  .  .  .  :  X^  der 
unbekannten,  unabhängig  von  der 
Größe  der  wandernden  Last;  d.  h. 
geometrisch,  es  ist  dadurch  ein  ganz 
bestimmter  Ort  der  Latemenfläche 
hervorgehoben,  in  welchem  eben 
die  wandernde  Last  stehen  muß, 
damit  das  Min  A  eintritt.  Ln  all- 
gemeinen ist  dieses  analytische  Minimum  der  Formänderungsarbeit 
über  der  Latemenfläche  vorluinden,  und  föUt  dessen  Ort  mit  der  Kuppel- 
achse zusammen.  Die  Fläche  der  Deformationsarbeiten  ist  eine  in  Be- 
zug auf  die  Kuppelachse  symmetrische. 

Wir  gehen  nun  zur  allgemeinen  Berechnung  der  Größen  X^,  X,, 
Xu^,  .  . .,  X^  selbst  über.*)     Mit  einem  Trapezfelde  (s.  Fig.  10)  sei  der 

1)  Als  ein  spezieller  Fall  der  obigen  Aufgabe,  der  auch  nicht  ohne  prak- 
tisches Interesse  ist,  sei  folgender  erwähnt:  eine  ideelle  gewichtslose  Ebene  ruht 
auf  n  Yertikalst&ben  von  verschiedener  Länge  und  verschiedenem  Querschnitt; 
E^^  Ef,  .  .  .^  E^  seien  die  Elastizitätsmoduln  der  einzelnen  Stabmaterialien.  In 
einem  beliebigen  Punkte  at  der  Ebene  wirkt  auf  dieselbe  die  Last  =»  1^  wie  groß 
sind  die  n  Komponenten,  welche  auf  die  Yertikalstäbe  übertragen  werden? 

Nennt  man  die  Spannung  in  einem  Auflagerstab  allgemein  S,  so  kann  diese  durch 

8^S,  +  S,X,  +  S,X^  +  5,X,  +  .  .  . 
dargestellt  werden. 

Verwandelt  man  nämlich  die  statisch  unbestimmte  Stützung  in  eine  statisch 
bestimmte,   d.  h.  entfernt  man  alle  übrigen  Stützen  bis  auf  drei,   und   nennt   die 
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üinfachheit  halber  begonnen.  Die  Einflußlinien  längs  der  Sparrenstab- 
ond  Ringstabzüge  seien  schon  bestimmt.  Fig.  12  zeigt  ein  Trapezfeld 
mit  denselben. 

Wir  schlagen  znr  Bestimmung  der  Gleichung  der  EinflußfläcJie 
folgenden  Weg  ein: 

Es  muß  die  wahre  innere  Deformationsarbeit  ein  Minimum  sein. 
Dabei  ist  aber  fest  zu  halten: 

Bei  Yollkommen  willkürlicher  Bewegung  des  Punktes  o  über  das 
ganze  Feld  ist  die  mögliche  Komponentenmannigfaltigkeit  oo';  bei 
einem  bestimmten  Punkte  m  ist  diese  nur  mehr  <x>\  Die  Festigung 
des  Punktes  o  hat  aber  auch  im  Ausdrucke  der  Formänderungsarbeit 
Berücksichtigung  zu  finden.    Mit  anderen  Worten  es  muß 

ein  Minimum  werden  unter  den  Bedingungen: 

H  n 

(4)  ^X,x^~Px,miA  da  P^l,    ^Xx  =  x, 

(5)  ^X,.y,  =  P.y,    „     „   P=l,    ^X-y^y, 

1  1 

oder  aber,  wenn  wir 

II 

^  X'  X  —  X  =  g?  =  0 
1 

Bo  erhaltenen  Spannungen  iS^,  behält  man  weiter  die  statisch  bestimmte  Stützung 
bei  und  setzt  Xj  «=  1,  so  erhält  man  die  Spannnngen  8^  u.  s.  w. ;  es  ergeben  sich 
80  (n  —  S)  „Zost&nde  X  =  V\  weil  es  (n  —  8)  statisch  unbestimmbare  Größe  X 
giebt  Um  nun  die  X^,  X,,  .  .  .,  X^_^  za  bestimmen,  wendet  man  auf  alle  Zu- 
stände Xj  an  1,  X,  s  1,  .  ,  .,  X^_3  =  1  das  Ctesetz  der  virtneUen  Verschiebungen 
an,  indem  man  als  „ virtuelle ^'  Verschiebungen  die  dem  statisch  bestimmten  Zu- 
itand  entsprechenden  Verschiebungen  annimmt;  dadurch  erhält  man  so  viele 
Arbeitsgleichungen  ab  unbekannte  Größen  X  vorhanden  sind  und  kann  letztere 
leicht  berechnen.  Hat  man  die  X,  so  sind  auch  die  Qbrigen  Stabspannungen 
(Anflagerkomponenten)  leicht  bestimmt.  Man  sieht,  daß  sich  auf  diesen  Fall 
eine  ganz  analoge  Methode  anwenden  l&ßt,  wie  bei  der  Berechnung  statisch  un- 
bestimmter Fachwerke.  Als  wesentlich  fOr  diesen  speziellen  Fall  ist  die  ünab- 
hSngigkeit  der  Verschiebungen  der  Stützpunkte  zu  betrachten.  (Man  h&tte  auch 
dsron  ausgehen  können,  daß  die  Ghrößen  X  so  zu  w&hlen  sind,  daß  die  Form- 
&ndennigsarbeit  des  ganzen  Syztems  ein  Minimum  wird).  Bei  dem  Hinweis  auf 
du  Riesenflechtwerk  der  Weltausstellung  zu  Saint^Lauia  werden  wir  noch  einmal 
ftnf  diese  Methode  zurückkommen. 
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und 

1 

setzen  und  die  Methode  der  unbestimmten  Multiplikatoren  anwenden, 
folgt,  dafi 

(6)  Ä^Ä  +  k'g>  +  (i't 

ein  Minimum  werden  muß,  wobei  X  und  ^  unbestimmte  Multiplikatoren 
sind.     Damit  dies  eintritt,  muß  das  Öleichungssystem  bestehen: 

Die  Gleichung  (4),  (5),  (7)  ermöglichen  die  Berechnung  der  Oroßen 
X^,  X^y  X^,  X^  k,  (ly  von  welchen  uns  nur  die  vier  ersten  interessieren. 

Anmerkung.  Die  Funktion  Ä  soll  „ideelle  FarmänderungsarbeUf^ 
heißen.     Man  hat  schon  früher  f&r  den  Ausdruck 

A  +  Z^  +  Z^, 

(wobei  Ä  die  gewöhnliche  Formänderungsarbeit,  ohne  Rücksicht  auf 
Temperaturanderungen  und  Verschiebungen  der  unbeweglich  kon- 
struierten Auflager,  ist,  und  Z^,  Z^  zwei  Zusatzglieder  sind,  welche 
beziehungsweise  die  Temperaturänderungen  und  die  Längeimnderuiigen 
der  ideellen  Auflagerstäbe  berücksichtigen)  den  Namen  „ideelle  Form- 
änderungsarbeif '  gebraucht,  und  es  ist  auf  diesen  wesentlichen  Unter- 
schied wohl  zu  achten. 

Entwickelt  man  die  erste  der  Gleichungen  (7),  so  hat  man: 

"^  88      dS    ,    ,  ,  ^ 

oder 

^•2'^'+x..2'^'+j,.2'^-+x..2^+,.».+,.,.-o. 

Ebenso  findet  man  die  drei  übrigen  Gleichungen: 

^■2'^^+-!f.-2'^'+x.-2'^+3,._2'^+»...+,.,.-o, 

wobei  die  27  (Summe)  über  das  ganze  Fachwerk  zu  erstrecken  ist. 


Von  Alxxasdsr  Hasch. 
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Wir 


Zf     Ef 


wobei 


{ 


«1,  =  a^  u.  s.  w. 


ist  (die  Koeffizienten  a  sind  in  gewissem  Sinne  Fachwerkkonstante), 
so  erhalten  wir  f&r  die  Berechnung  von  X^  X^^  X^,  X^  l,  (i  zusammen- 
gestellt, folgende  6  Gleichungen: 


{T) 


(4') 
(5') 


a^iX^  +  «ijX,  +  «13X5  +  «14X4  +  a?!  •  A  +  y^  •  fi  =-  0 
0,1  X,  +  «„X,  +  OjjX,  +  0^X4  +  :r,  •  A  +  y,  •  f*  =  0 
OjjXi  +  «jjXj  +  OjjXj  +  «34X4  +  a?8  •  A  +  yj  •  fi  =  0 
«41X1  +  a4,X,  +  a4,X,  +  «44X4  +  x^'  X  +  y^'ii'^0 

a:,  Xj  +  a:j  X,  +  aj,  Xj  +  0:4  X4  =»  a: 

yi  Xj  +  y,  Xj  +  y,  X,  +  y4  X4  =  y. 


Man  kann  durch  Elimination  von  l  und  fi  sich  4  weitere  Glei- 
chungen abgeleitet  denken ,  die  nur  X^  X^  X,  X4  linear  enthalten,  von 
denen  2  homogen  und  2  nichthomogen  sind: 

ajXj  +  OjXg  +  OjjXj  +  O4X4  -  0 
6,  Xj  -f  6,X,  +  6,X,  +  64X4  =  0 
x^X^  +  ojjX,  +  a^X,  +  0:4X4  =  a; 
y^Xj  +  y,  X,  +  yjX,  +  y4X4  =-  y. 

Diese  Gleichungen  kann  man  sich  sofort  nach  den  X^,  X,,  X3,  X4 
aufgelost  denken.  (Die  Großen  a^,  a^  , . ,  h^,  h^j  h^  . . .  sind  Zahlen- 
koeffizienten^  entstanden  aus  denen  der  Gleichungen  (7').) 

Es  folgt  aus  dieser  Auf  losung  (etwa  durch  allmähliche  Elimination), 
daß  die  Größen  X  lineare  Funktionen  der  Punktkoordinctten  x,  y  sind. 
Aus  Gleichung  (3)  folgt,  daß  auch  die  Spannung  S  eine  lineare  Funktion 
der  Koordinaten  x,  y  des  Punktes  m  ist;  mit  anderen  Worten,  es  ist 
bewiesen,  daß  die  Einflußfläche  einer  beliebigen  Stabspannung  innerhalb 
eines  Trapczfddes  eine  Ebene  ist 

Der  Vollständigkeit  halber  betrachten  wir  noch  kurz  die  Einflufi- 
Terfaaltnisse  in  der  Latemenfläche  (Text  Fig.  2).    Es  muß  auch  hier 
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bei  Fesüegnng  eines  bestimmten  Punktes  cd  die  Funktion  (6)  zu  einem 
Minimum  werden.    Man  hat  die  Gleichungen: 


(7*) 


(4*)  (x^  X^+x^  X^+x^  Xj+rc,  X,+ +x^  X,  ^x 

(5*)  lyi  Xi+y,  X,+y,  X,+y^  X^+ +y,  X,  =y. 

Diese  (n  +  2)  linearen  Gleichungen  bestimmen  die  (n  +  2)  unbekannten 
X^  . .  .  X,,  X,  fi.  Man  sieht  wieder  sofort^  daß  aus  diesem  Oleichungs- 
sjstem  sich  die  X^^  X,  ...  X,  als  lineare  Funktionen  der  Punktkoor- 
dinaten X,  y  bestimmen  lassen.  Es  sind  also  auch  die  Einflußflächen 
der  Stdbspannungen  8  über  der  Latemenfläche  (unabhängig  vom  Kuppd- 
System)  Ebenen. 

An  die  wirkliche  Auf  losung  der  Gleichungen  (7*)  (4*)  (5*)  ist, 
weil  sie  viel  zu  zeitraubend  wäre,  wohl  nicht  zu  denken;  sie  sollten 
uns  nur  dazu  dienen  das  Gesetz  der  Einflußflächen  zu  finden.  Spricht 
man  also  von  Einflußflächen  der  Stabspannungen  eines  EuppelÜEU^hwerks^ 
so  hat  man  immer  zweierlei  im  Auge  zu  behalten: 

1.  Die  Einflußlinien  der  Stabspannungen  längs  der  Sparrenstab- 
und Ringstabzüge  (diese  sind  in  den  Zeichnungen  der  Tafeln  dargestellt), 

2.  Die  Einflußflächen  über  den  Trapezflächen  und  der  Laternen- 
flache,  die  nach  dem  Vorhergehenden  Ebenen  sind. 

Anmerkung.  Von  den  vertikalen  Lasten  ist  tatsächlich  nur 
die  gleichförmig  rerteilte  im  Auge  behalten  worden.  Man  konnte  nun 
noch  zu  schief  stehenden  Lasten  übergehen  und  deren  Einfluß  all- 
gemein durch  Einflußflächen  darzustellen  yersuchen.  Dieser  Fall  ist 
aber  praktisch  nicht  von  Bedeutung;  denn  wirken  Einzellasten  Ton 
schiefer  Richtung  auf  die  Knotenpunkte ,  so  ist  dies  bei  bestimmter 
Windrichtung  ein  Belastungsfall,  f&r  den  man  einen  Eräfteplan  zeichnet 
Läßt  man  dann  alle  Windrichtungen  als  gleich  möglich  zu  (wie  man 
es  bei  Kuppeln  gewöhnlich  tut);  so  gilt  der  am  ungünstigsten  in 
Anspruch  genommene  Stab  einer  Stabgattung  als  Norm.^) 

1)  Wir  haben  oben  immer  als  mobile  yertikale  Belastuig  ^e  Stkneehst  im 
Auge  gehabt.  In  einem  yereinzelten  aber  Yom  theoretiBchen  Standpmikte  sehr 
inteiessanten  Fall  werden  auch  Menschengedi&nge  xmd  andere  mobile  Lasten 
überhaupt  auf  das  Geflecht  wirken.  Es  ist  dies  so  bei  dem  für  die  WeUams8Uüu$ig 
in  Saint'Lows  als  „don**  geplantem  Engelflechtwerk   mit  sehr  großem  Dnicb- 
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Es  wnrde  oben  gezeigt;  daB  innerlialb  des  Latemenraomes  die 
Einfloßflache  einer  Stabspannnng  eine  Ebene  ist.  Sei  nnn  nn  die 
Nulllinie  (Schnittlinie  der  EinfloBebene  mit  der  Ghnndebene^  7on  welcher 
ans  die  Einflnlsstrecken  aufgetragen  werden)  innerhalb  der  Laternen- 
flache  f&r  einen  bestimmten  Stab  eines  Geschosses;  n'n\  n"n"  ...  seien 
die  Nolllinien  (innerhalb  der  Laterne)  für  die  cyklisch  nächstfolgenden 
Stabe  derselben  Gattung  und  desselben  Geschosses,  so  sieht  man,  daß 
sich  infolge  der  Achsensymmetrie  der  Kuppel  innerhalb  des  Latemen- 
polygons  1,  2,  3,  . . .,  n,  ein  Kempolygon  1%  2',  . . .,  n'  für  diese  Stabe 
zeichnen  laßt.  Wie  der  Name  sagt,  ist  seine  Bedeutung  folgende: 
Innerhalb  von  1',  2',  . . .,  n'  (des  Kernes)  stehende  Lasten  rufen  in 
samÜichen  Stäben,   auf  welche 

sich  .derselbe    bezieht,    gleich-  wg.  u- 

artige  Spannungen  hervor;  steht 
die  Last  (=  1)  außerhalb  des 
Eempolygons  (jedoch  noch  inner- 
halb des  Latemenpolygons),  so 
sind  diese  Spannungen  un- 
gleichartig. 

Eine  andere  Frage  ist  die 
nach  etwaiger  Vereinfachung 
der  Konstruktion  der  Einfluß- 
linien. Man  weiß,  eine  Einfluß- 
linie eines  Fachwerkstabes  in 
der  Ebene  geht  geradlinig  un- 
ter mehreren  Lastübertragungs- 

ponkten  hindurch.  Dort  ist  es  leicht,  dies  zu  zeigen,  da  die  analytischen 
Gesetze  für  die  Spannungsgroßen  relativ  einfEtch  sind.  Man  kann  hier 
eine  YereinfEM^hung  mittelst  projektiver  Geometrie  versuchen.  Wir  wollen, 
am  diese  vereinfEtchende  Behandlung  zu  zeigen,  ein  Kuppelfachwerk  all- 
gemeinster Form  betrachten  und  seine  Berechnung  auf  die  oben  vor- 
geführte Einflußmethode  zurückführen. 

Es  sei  ein  Kuppelgeflecht  mit  elliptischem  Grundriß  gegeben.  (Bisher 
hatten  wir  immer  als  Knotenpunktfläche  eine  Drehungsfläche  voraus- 
gesetzt).    Man  kann  sich  immer  denken,  daß  dieses  Kuppelfachwerk 


measer,  dessen  Äqnatorknotenponkte  durch  eine  große  Anzahl  von  Fachwerk- 
pfeilem  gestfitzt  werden.  In  das  Flechtwerk  selbst  werden  horizontale  Böden 
eingebaut,  woraus  sich  die  oben  erwähnte  Belastung  ergiebt.  Leider  ist  es  dem 
Verfasser  bis  jetzt  nicht  gelungen,  die  für  dieses  Bauwerk  in  Saint- Louis  an- 
gestellten theoretischen  Berechnungen  oder  schematische  Skizzen  der  Konstruktion 
desselben  zu  erhalten. 

ZcitMhrift  f. M*tbem*tik  Q.  Pliyaik.  49. Band.  1903.  I.Heft.  2 
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aus  einem  Drehongsfachwerke  entstanden  ist  (s.  Fig.  14).  Das  kugel- 
förmige und  das  ellipsoidische  Fach  werk  sind  bekanntlich  zwei  raumlich 
affine  Gebilde  und  zwar  ist  hier  die  Papierebene  die  y^ffinitatsebene^' 
und  die  darauf  senkrechte  Strahlenrichtung  die  „Richtung  der  Affinitats- 
strahlen^. 

Das  die  Affinitat  kennzeichnende  Verhältnis  ist  —  •    Jede  Strecke 

a 

des  Ellipsoidgebildes  hat  mit  der  entsprechenden  im  Eugelgebilde  eine 

X'  und  jEf-Eomponente  von  gleicher  Große, 
*^**"*  die  y-Eomponente  dag^en  ist  im  Ver- 

hältnis —  verkürzt. 
a 

Leicht  läßt  sich  nun  beweisen: 
Affinen     Belastungen     der     beiden 

affinen     FachtverJckuppeln     entsprechen 

affine  Kräftqpiäne. 

(Affine    Belastungen     sind    solche^ 

welche  affine  Eraftstrecken  zur  Dar- 
stellung haben.)  um  dies  zu  beweisen,  denken  wir  uns  etwa  bei 
beiden  Euppeln  einen  Fachwerkknoten  herausgeschnitten,  an  welchem 
man  die  Spannungsbestimmung  (Zeichnung  des  räumlichen  Erafbe- 
polygons)  beginnen  kann,  an  dem  also  eine  „äußere  Eraft^'  und  drei 
Fachwerkstäbe  angreifen.  Um  in  beiden  Euppelgeflechten  diese  drei 
Stabspannungen  zu  bestimmen,  wenden  wir  die  Föpplsche  Methode 
an.  Das  jedem  der  zwei  Enotenpunkte  entsprechende  Ejraftepolygon 
ist  ein  räumliches  Viereck.  Dasselbe  zerfällt  durch  die  Strecke  der 
„Hilfskraft'^  in  zwei  Dreiecke.  Wir  fassen  nun  diejenigen  zwei  Drei- 
ecke ins  Auge,  welche  je  einer  Euppel  entsprechen  und  je  die  äußere 
Eraft  als  Seite  enthalten.  In  denselben  sind  die  äußeren  Eraftstrecken 
als  affin  vorausgesetzt,  ebenso  je  die  Richtungen  der  beiden  anderen 
Seiten.  Da  einander  affin  entsprechende  Geradenpaare  affine  Schnitt- 
punkte besitzen,  so  sind  auch  die  dritten  Punkte  der  oben  betrachteten 
Kwei  Eräfbedreiecke  entsprechende  Punkte.  Da  sich  aber  der  ganze 
rllumliche  Eiüfbeplan,  der  dem  jeweiligen  Spannungszustande  ent- 
spricht, aus  solchen  Dreiecken  zusammengesetzt  denken  läßt,  so  kommt 
timn  durch  schrittweise  Anwendung  des  soeben  Gefundenen  zu  dem 
o))oii  behaupteten  Satz. 

Damit  ist  die  allgemeinste  Berechnung  dieser  Euppeln,  nämlich 
luittolat  ungünstigster  einseitiger  Belastungen,  wesentlich  vereinfacht. 
\H  tiilnilioh  das  ellipsoidische  Euppelfachwerk  einer  Symmetrie  um 
tk\>\\\^  Achse  entbehrt,  so  wäre  die  Bestimmung  der  Einflußflächen 
luittt^Ut   direkter   Spannungsberechnung   im    ellipsoidischen  Fachwerke 
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durch  Zeidmimg  yon  nur  solchen  Erafteplänen^  welche  den  Belastungen 
?on  1'  längs  der  Knotenpunkte  eines  Sparrens  entsprechen,  unmöglich. 
Mittelst  der  oben  aufgestellten  Beziehung  aber  zwischen  den  Spannungs- 
großen  beider  Euppelfachwerke  bei  affinen  Belastungen  kann  man  die 
Einflußflächen  der  Stabspannungen  ffir  das  ellipsoidische  Fachwerk  in 
folgender  einfacher  Weise  bestimmen.  Man  berechnet  zuerst  das  Hil&- 
kugeliachwerk  wie  früher  gezeigt  wurde.  Faßt  man  eine  beliebige 
Spannung  im  Eugelfachwerk  heraus,  so  findet  man  die  Größe  der  ent- 
spredienden  Spannung  im  ellipsoidischen,  wenn  man  die  y- Kom- 
ponente der  ersteren  im  Verhältnis  von  —  yerkürzt.    Weiter  laßt  sich 

zeigen:  Die  ron  den  irgend  einer  Stabspannung  entsprechenden  neutralen 
Linien  beim  Kreiskuppelfiächwerk  in  der  a;y-Ebene  gebildeten  Figuren 
sind  (rffin  zu  denjenigen,  welche  dem  entsprechenden  Stabe  beim  ellip- 
soidischen  angehören.  Denkt  man  sich  nämlich  die  einander  ent- 
sprechenden Spannungen  eines  Stabes  (ftir  einander  entsprechende  Be- 
lastungen Yon  je  1')  in  Komponenten  nach  den  Achsen  x,  y,  z  zerlegt, 
so  folgt  aus  der  Affinitätsbeziehung,  daß  die  x-  und  jer- Komponenten 

immer  gleich,  die  y-Komponenten  im  Verhältnis  yon    -  yerkürzt,  also 

auch  immer  gleichzeitig  Null  sind. 

Eine  ähnliche  geometrische  Beziehung  zwischen  den  Einflußflächen 
der  Spannungen  zweier  einander  entsprechender  Stäbe  besteht  nicht. 
Wohl  aber  besteht  sie,  wenn  man  die  einander  entsprechenden  Stab- 
spannungen in  die  drei  Komponenten  fi^  S^  S,  zerlegt;  dann  sind  die 
den  Komponenten  5,  und  S,  entsprechenden  Einflußflächen  a£Bn,  bei 
den  8^  geht  wegen  der  zweiten  Verkürzung  in  der  y-Bichtung  die 
Affinität  yerloren. 

Dadurch  ist  es  also  möglich,  selbst  bei  elliptischem  Grundriß  im 
Vergleich  zur  Verwickeltheit  der  allgemeinen  Berechnung  räumlicher 
Fachwerke  in  relatiy  einfeu^her  Weise  bei  großen  Kuppelfachwerken 
(sind  doch  Gaswerkkuppeln  mit  25 — 30  m  Halbmesser  nichts  Außer- 
gewöhnliches) einseitige  ungünstigste  (Schnee -)Lasten  in  Betracht  zu 
ziehen. 

Es  sei  endlich  hier  darauf  hingewiesen,  daß  man  ähnliche  Be- 
ziehungen zwischen  den  Spannungsbildem  yon  Kuppelfachwerken  ab- 
leiten kann,  welche  sich  im  kreisförmigen  Grundriß  yollständig  decken, 
jedoch  g^eneinander  abgeflacht  oder  überhöht  sind. 

Es  wären  nun  weiter  aus  den  oben  analytisch  abgeleiteten  Ghrand- 
begrifPen  zu  bestimmen: 

1)  Die  Beziehungen  der  Einflußlinien  untereinander. 
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2)  der  Einflaßflachen   der   einzeliien  Felder   f&r  eine   bestimmte 
Stabgattang  zn  einander,  sowie  anch 

3)  diejenigen    zwischen  Einflußlinien    nnd   Einfloßebenen    nnter- 
einander. 

Ob  dazu  der  analytische  oder  der  projektiv-geometrische   Weg  der 
gangbarere  ist,  wird  die  Zukunft  lehren. 


0)  Verallgemeinertes  System  der  Berliner  BeichstagskuppeL 

In  letzterer  Zeit  ist  das  System  der  Berliner  Reichstagskuppel 
seiner  Vorteile  wegen  in  den  Vordergrund  des  Interesses  gerückt^ 
namentlich    wegen    besonders    zweckmäßiger   Art    der    Lagerung    mit 

horizontal     freien      und 
^^^'  ^^'  Tangentiallagem  und  re- 

lativ großer  elastischer 
Steifheit  im  Vergleich 
zu  anderen  Geflechten. 
(Vgl.  Zschetzsche,  Die 
Kuppel  des  Berliner 
Reichstagshauaes ,  Zeit- 
schrift der  österr.  Ing.- 
und  Arch.- Vereins  1901; 
Zimmermann^  Über 
Raumfachwerke^  Berlin 
1901  u.  a.)  Fig.  15  stellt 
schematisch  ein  yeraU- 
gemeinertes  System  die- 
ser Art  dar.  (Man  kann 
es  ein  y^gemischtes^ 
Kuppelgeflecht  nennen, 
nlli^nliuitH  in  andoror  Bmleutung  als  dies  Zimmermann  tut)  1,2,... 
Ml  Miiul  horixontal  iVoio  Lagor,  <!,  6>  r,  . . .  A  Tangentiallager.  In  dem- 
MtOliou  bi^ütah^n  KiuHußtluohen  übor  Dreiecksfachen  und  solche  über 
TvH|H»«IUol\(^u  uoUM\(^inaudt^r«     Alles  oben  Gesagte  gilt  auch  hier. 


5^~j» 


IIL  Beispiele. 

\\\  ^Ki\\  bt^ili^uult^u  IViVlu  »lud  eine  Sehwedler-  und  eine  Netz- 
vvw^Vksq^l^^l  uiit  Aim^uluu^t  der  im  rorigeu  al^leiteten  Begriffe  be- 
UHvK^\»^  hio  Ki^t«>)4mi^^  t'rfimU'rii«  n«eh  den  in  der  Einleitung  — 
•^il^^ivlu^M«!   \\\\\   itt  ku^n^iH^r  bVnu         erwähnten  Methoden   ihrer  Her- 
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Stellung  keinerlei  weitere  Erklänmg.  Die  Zeichnungen  zeigen  weiter 
die  SpannungBzustande  der  Geflechte  für  Belastungen  in  den  einzelneil 
Knotenpunkten  derselben.  Das  Ziel  jeder  derartigen  Berechnung  eines 
Geflechtes  ist  die  Gewinnung  der  ^^influßzahlen'^  der  Stahspannungen 
für  die  einzelnen  Knotenpunkte  desselben. 

SMußbemerkung.  Im  obigen  theoretischen  Teil  ist  gefunden  worden, 
dafi  man  zu  unterscheiden  hat  zwischen  1)  den  leicht  bestimmbaren 
Einflußlinien  längs  der  Sparren-  und  Ringstabzüge,  und  2)  den  Ein- 
fiuBebenen  der  einzelnen  Fache  (den  Latemraum  mit  eingeschlossen), 
welche  relativ  schwer  bestimmbar  sind. 

Mit  Rücksicht  hierauf  kann  man  für  die  praktische  Anwendung 
die  Regel  aufstellen: 

Es  ist  am  besten  jeden  Teil  der  aus  Eigengewichty  Schneelast  tmd 
Winddruck  bestehenden  Belastung  gesondert  zu  betrachten. 

1)  Der  Einfluß  des  Eigengewichts  wird  am  schnellsten  durch  die 
schon  von  Schwedler  gegebene  graphische  Methode  bestimmt. 

2)  Die  Schneelast  (80—100  kg/w*  Grundriß).  Bisher  wurde  im 
allgemeinen  die  Schwedlerkuppel  mit  Schnee  gänzlich  belastet  ge- 
dacht, und  diese  Belastung  zum  Eigengewicht  derselben  zugeschlagen. 
Zeichnet,  man  sich  den  Euppelgrundriß  mit  den  entsprechenden 
Spannungszahlen,  so  kann  man  auf  strenger  Ghrundlage  einseitige  un- 
günstigste Belastungen  berücksichtigen  (streifenartig).  Dabei  umgeht 
man  die  (bis  jetzt)  schwierige  Bestimmung  der  Einflußflächen  im  Fach; 
man  hat  nur  die  Spannungszahlen  zu  bestimmen  und  die  Belastung 
der  Kuppel  entsprechend  auf  die  einzelnen  Knotenpunkte  zu  yerteilen. 

3)  Der  Winddruck.  Von  der  in  hori- 
zontaler Richtung  angenommenen  Wind-  *'** 
starke  wirkt  (nach  Loessl)  nur  die  Normal- 
komponente N.  Dies  ergibt  als  Knotenlasten 
(auf  der  rom  Wind  bestrichenen  Kuppelseite) 
nur  Kräfte  senkrecht  zur  Sparrenkurve,  die 
in  der  Ebene  derselben  liegen.  Für  diesen 
Belastungszustand  berechnet  man  das  Ge- 
flecht Maßgebend  ist  —  allseitig  mög- 
lichen Winddruck  vorausgesetzt  —  die  für 

eine  Stabgattung  sich  ergebende  größte  Spannung.  (Der  Einfach- 
heit halber  wurden  schon  oben  schiefstehende  äußere  Klüfte  ron  der 
Untersuchung  der  Einflußflächen  ausgenommen.) 

Die  algebraische  Addition  dieser  drei  Einflüsse  auf  die  Stabspan- 
zmng  gibt  bekanntlich  die  zwei  Grenzspannungen,  für  welche  der  Stab 
zu  dimensionieren  ist 
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IV.  EinflnMaolieii  (-B&nme)  far  die  statisoli  niolit  bestünrnbaren 

aröBen  X. 

Die  Einflußflächen  f&r  die  Worte  S  und  C  (Stabspannongen  und 
Aoflagerkiufte)  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen 

S=  So  +  Si  x^  +  s,z,  +  s,x,  + . . . 

C «  Co  +  CjXi  +  QX,  +  QX,  +  . . . 

leicht  finden,  sobald  die  Einflußflächen  für  die  Größen  X^,  X,, 
^91  *  *  *  V^fS^^^'^  sind.  Im  folgenden  sollen  diese  X-Flachen  ermittelt 
werden. 

Des  Qbersichtlichen  Zusammenhanges  wegen  seien  analoge  Ghroßen- 
beseichnungen  gewühlt,  wie  sie  in  der  Ebene  durchwegs  üblich  sind. 

Die  statisch  nicht  bestimmbaren  Ghroßen  X^,  X^,  . . .  mfissen  be- 
kanntlich den  Gleichungen  genfigen 


^n 


Dabei  sind  £|,  £^  . . .  die  Tirtuellen  Arbeiten  der  Auflagerkiafte  för 
die  Zustande  X|  »  1 ,  X^  «  1 ,  ...  und  p  »  - '^  * 

Die  Größen  X  erhilt  man  durch  Auflosung  der  Gleichungen  (1) 
bei  lunacbst  unbelastet  gedachtem  KuppeUiM^hwerk  in  der  Form; 


i?^ 


X,  -  «,^L,  -  ZttS^s)  +  ft(L,  -  i«/5i«)  + 


Dab«i  sind  «|.  /{|,  }>|,  .. .  «,,  /),.  ft-  ■■-  («röfieii,  wekhe  nur  einmal 
Wrechnet  lo  wejrd«n  himuclien  \wa  ablüagig  ron  da-  Fonn  des  Faeh- 
wwksV 

Die  Too  der  Betastung  ahhingig««  Wate  ergeben  sich  aU: 


V8^ 


X,  -  -  «,i\%s,e  -  Ai\ss.»  -  y.-^^%5^»  - 
X,  -  -  «,i\s,is*  -  iJii^S S»  -  y,^^^S?  - 
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Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  (3)  lassen  sich  die  Einflußflächen  ftLr 
die  Großen  2^,  X,,  .  .  .  sofort  finden ^  sobald  die  Einflußflächen  für 
die  Summen  ^S^^S^q,    ^S^S^q,  . . .  bekannt  sind. 

Es  wandere  wieder  die  vertikale  Lasteinheit  P  über  das  statisch 
bestimmte  Hauptfachwerk.  Diese  Last  P  erzeugt  in  den  Stäben  des 
Hauptfach  Werks  die  Spannkräfte  Sq]  die  durch  irgend  welche  Ände- 
rungen ^s  der  Stablängen  hervorgerufene  Senkung  S  ihres  AngriSs- 
punktes  ist  durch  die  Gleichung 

Pd  =  2JS^  .  ^s 

gegeben  (Voraussetzung:  Verschiebungen  der  Stützpunkte  und  Rreibungs- 
widersiande  an  den  Auflagern  gleich  Null);  speziell  für  die  der  Ursache 
X^  »  1  entsprechenden  Verschiebungen  d^  und  J^s  gilt: 

woraus  USqS^q  =  Pd^,  oder  wenn  P=  1, 

(5)  *i  =  2;SoSiP  folgt 

Tragt  man  die  Senkungen  (positiv  oder  negativ)  der  Knotenpunkte 
des  Fachwerks  bei  einer  beliebigen  Belastung  des  Geflechtes  von  einer 
horizontalen  Ebene  aus  auf  der  jeweiligen  Senkrechten  durch  den 
Knotenpunkt  auf,  so  soll  das  so  entstehende  von  Dreiecken  begrenzte 
Polyeder  das  ^yBiegtmgspolyeder  des  Kuppelfachwerks^  heißen.  Dabei 
ist  Torausgesetzt;  daß  immer  eine  Kante  der  Biegungsflache  des  Fach- 
w^ks  in  der  Richtung  eines  Kuppeldiagonalstabes  liegt  (welche  dem 
Biegungspolygon  des  Diagonalstabzuges  entspricht.) 

Der  zwischen  der  Biegungsfläche  und  der  horizontalen  Ebene 
hegende  Raum  heiße  ,^iegungsraum  des  Kuppdfachwerksf^  für  die  ge- 
gebene Belastung.  Entsprechend  den  ,^iegungspolygonen  der  Gurtimgen'^ 
der  ebenen  Fachwerke  kann  man  auch  hier  j^Biegungslinien^  der  Sparren- 
skäh,  Ringstab-f  Diagonalstabsnige  der  Kuppel  unterscheiden. 

Nun  ist  dl  die  Ordinate  der  Biegungsfläche  für  den  Zustand  X^  =  l, 
daher  folgt: 

Die  Einflußflädie  für  den  Ausdruck  US^S^q  stimmt  mit  der  für 
den  Bdastungsssustand  X^^l  berechneten  Biegungsfläche  des  Hcmptnetzes 
iiberein.  Dieser  Satz  gilt  jedoch  nur  für  die  NetzwerJckuppd  und  zwar 
nur  für  den  Netzwerkteil  derselben,  weil  der  Natur  der  Sache  nach 
f&r  den  Raum  der  Laterne  keine  Bi^ungsfläche  vorhanden  ist. 

Dieser  Satz  bietet  bei  der  Netzwerkkuppel  eine  wesentliche  Er- 
leichterung. Für  das  Schwedler-Geflecht  und  dasjenige  des  Berliner 
Reichstagshauses  gilt  dieser  Satz  nicht.  Es  stimmen  nämlich  bei  den- 
selben im  allgemeinen  der  einem  Fache  entsprechende  Teil  der  Biegungs- 


24 


Zar  Theorie  des  räumlichen  Fachwerks.     Von  Alezahdbk  Hasch. 


fläche  und  der  entsprechende  der  EinfloBfläche  von  USqS^q,  welcher  eine 
Ebene  ist,  da  die  Einfloßfläche  Ton  S^  bezw.  JSS^^  also  auch  yon  £  S^S^q 
eine  solche  ist  (Benützung  des  Übereinanderlegens)^  nicht  überein. 

Aus  Fig.  17  z.  B.  sieht  man  sofort,  daß  wohl  eine  Biegungsflache 
über   einem  Teile  der  Laterne,  wie  über  den  Trapezfachen  Yorhanden 

ist,    jedoch    keine    Übereinstimmung 
1^8".  mit    der    über    der    Laterne    ebenen 

Einflußflache  yon  JSS^^S^q. 
Die  Gleichungen: 

fX, {a,S,  +  ß^S,+rt8,+  -')P 


(5) 


X, — («,*!+ M2+yt*.+-)JP 


welche  eine  schnelle  Berechnung  der 
Einflußflächen  für  die  X  ermöglichen, 
gelten  nur  flLr  das  Netzwerkgeflecht 
(mit  und  ohne  Sparren). 

Aus  Obigem  sieht  man  wieder, 
daß  das  Verfahren  der  Bestimmung 
der  Einflußflächen  für  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X  wohl 
noch  immer  verwickelt,  doch  —  entsprechend  der  einfacheren  Natur 
des  Fachwerks  —  beim  Netzwerkgeflecht  einfacher  ist  als  bei  den 
anderen.  Bei  diesen  letzteren  muß  man  also  behufs  Bestimmung 
der  Einflußflächen  der  Gh-ößen  X  direkt  diejenigen  der  Ausdrücke 
ZSqS^q,  ZS^S^q,  ....  bestimmen  (auch  innerhalb  der  Trapez-  und 
Latemfelder). 

Begnügt  man  sich  mit  Einfluß-  (Spannungs-)Zahlen  an  den  Knoten- 
punkten, so  kann  man  die  auf  dieselbe  Weise  reduzierte  Biegungsfläche 
(nur  an  den  einzelnen  Knotenpunkten  Senkungszahlen)  anwenden. 
Wien,  im  Juli  1902. 

Bedentong  der  Tafelflgaren: 

Fig.  la,  Ib,  Ic:  Zusammenstellung  der  „Einflußzahlen"  für  die  einzelnen 
Stabgattongen  des  vorliegenden  Schwedlergeflechtes. 

Fig.  2a,  2b,  2c:  Darstellnng  der  Einflnßlinien  für  die  einzelnen  in  den 
i«'ignren  la,  Ib,  Ic  bezeichneten  Stäbe,  längs  der  Sparren  und  längs  des 
Latemenringes. 

Fig.  da,  3b«  4a,  4b,  5a,  6b:  Darstellung  der  einzelnen  Spannnngs- 
zustände  ^==1,B=»1,  C»l  für  das  Schwedlergeflecht. 

Fig.  6a,  6b,  7a,  7b:  Darstellung  der  analogen  Spannungszustände  für  das 
Neizwerkgeflecht. 

Fig.  8a,  8b,  9a,  9b:  Darstellung  der  Einflußräume  für  die  Stäbe  la,  Ib, 
8a,  8b  des  Netzwerkgeflechtes. 
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Über  einige  Gelenksysteme  mit  ähnlicli-yer&nderliclien 
oder  affin -yeränderlichen  Elementen. 

Von  P.  SOMOPP  in  Warschau. 

L  Varbindnng  eines  Eurbelviereoks  mit  einem  älmlioli-veränderliolien 
oder  affln-veränderliolien  Systeme. 

1.  Gegenstand  der  Untersuchung.  Die  Bewegung  eines  ebenen 
ähnlich- yeränderlichen  Systems  wird  bekanntlich  durch  die  Bewegung 
zweier  seiner  Punkte  bestimmt,  wobei  diese  Bewegungen  unabhängig 
Ton  einander  gegeben  werden  können.  Wird  ein  ahnlich-yeränderliches 
System  P  durch  zwei  seiner  Punkte  M\  JIT'  mit  zwei  verschiedenen 
Gliedern  eines  Kurbelvierecks  verbunden^  dessen  Olieder  Ä^y  Ä^,  Ä^,  Ä^ 
sind  und  von  welchem  ein  Glied,  Ä^,  fest  bleibt,  so  wird  jeder  Punkt 
des  Systems  P  eine  bestimmte  Bewegung  erhalten,  deren  Eigenschaften 
sowohl  von  den  Eigenschaften  des  Gelenkvierecks  wie  auch  von  der 
Lage  der  Punkte  M'  und  M''  in  demselben  abhangen. 

Ahnliches  kann  man  auch  von  einem  ebenen  affin -veränderlichen 
Systeme  Q  sagen.  Die  Bewegung  desselben  wird  durch  willkürlich 
g^ebene  Bewegungen  dreier  seiner  Punkte,  die  nicht  in  einer  Geraden 
li^en,  bestimmt  Werden  diese  Punkte  Jf' ,  Jf",  Jf'"  in  einem 
Kurbelviereck,  aber  nur  nicht  alle  in  einem  und  demselben  Gliede  des 
letzteren  genommen,  so  wird  die  Bewegung  eines  jeden  Punktes  des 
Systems  Q  sowohl  mit  den  Eigenschaften  des  Kurbelvierecks  wie  auch 
mit  der  Lage  der  Punkte  Jf' ,  Jlf",  Jlf' "  in  demselben  eng  zusammen- 
hangen. 

Die  Punkte  Jf' ,  M",  M'"  sollen  in  der  Folge  Grundpunkte  der 
Systeme  P  oder  Q  heißen. 

Es  ist  bekannt,  daß  jeder  Punkt  M^  des  mittleren  Gliedes  Ä^ 
eines  Enrbelvierecks  eine  algebraische  Kurve  6q  vom  6.  Grade  beschreibt. 
Wenn  man  beachtet,  daß  die  Gartesischen  Koordinaten  eines  Punktes  M 
des  Systems  P  oder  Q  durch  die  Koordinaten  der  Grundpunkte  linear 
ausgedrückt  werden,  so  kann  man  von  Anfang  an  sehen,  daß  die  von 
dem  Punkte  M  beschriebene  Kurve  6  auch  vom  6.  Grade  ist  und  im 
ganzen  dieselben  Eigenschaften  wie  die  Kurve  6^  besitzt,  aber  dabei 
als  eine  Verallgemeinerung  der  letzteren  betrachtet  werden  kann. 
Cayley  und  Roberts  haben  zuerst  allgemeine  Eigenschaften  der 
Linie  öq  untersucht  und  Roberts^)   hat  ihre  Gleichung  auf  eine  ein- 

1)  Roberts,  Proceedings  of  the  London  Mathem.  Soc.  1875. 
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fache  symmetrische  Form  gebracht.  Weiter  miten  (§  6)  werden  wir 
genauer  sehen,  daß  die  Form  der  Gleichung^  welche  eine  Linie  6  be- 
stimmt, in  der  Tat  mit  der  Form  der  Gleichung  der  Linie  6^  zu- 
sammenfallt Der  wesentliche  Unterschied  besteht  aber  darin,  daß 
man  bei  Hinzunahme  des  Systems  P  oder  Q  eine  größere  Zahl  yon 
Parametern  zur  Verfügung  hat,  so  daß  man  größere  Mannigfaltigkeit 
in  der  Form  der  Linien  6  und  im  Falle,  daß  sie  bestimmten  Forde- 
rungen genügen  sollen,  eine  größere  Freiheit  in  der  Auswahl  derselben 
erhalt.  Bei  einem  gegebenen  Eurbelyiereck  nämlich  hängt  die  ganze 
Mannigfaltigkeit  der  Kurven  6^  nur  von  2  Parametern,  den  Koordi- 
naten des  Punktes  M  im  Gliede  A^  ab;  wird  aber  ein  System  P  an- 
geschlossen, so  hat  man  schon  6  Parameter  zur  Verfügung:  die 
4  Koordinaten,  welche  die  Lage  der  Grundpunkte  in  den  Gliedern  des 
Kurbelvierecks  und  die  2  Parameter,  welche  die  Li^e  des  Punktes  M 
im  Systeme  P  selbst  in  Bezug  auf  die  Grundpunkte  M'  und  M"  be- 
stimmen. Wenn  das  System  Q  mit  dem  Kurbelyiereck  yerbxmden 
wird,  so  hängt  die  Linie  6  von  8  Parametern  ab,  von  denen  6  die 
Lage  der  Grundpunkte  Jf',  M'\  M!"  im  Kurbelviereck  und  zwei 
andere  die  Lage  des  Punktes  M  im  Systeme  Q  bestimmen. 

Dieser  Umstand  gibt  die  Veranlassung  dazu,  die  Verbindungen 
des  Kurbelvierecks  mit  den  Systemen  P  und  Q  näher  zu  untersuchen. 
Dabei  werden  wir  voraussetzen,  daß  diese  letzteren  Elemente  auch 
durch  Gelenksysteme  verwirklicht  werden.  Zum  Systeme  P  soll  der 
verallgemeinerte  Pantograph  (Plagiograph)  von  Sylvester  und  zum 
Systeme  Q  ein  Gelenksystem,  welches  in  meiner  Arbeit:  „Über  einige 
Anwendungen  der  Kinematik  veränderlicher  Systeme  auf  Gelenkmecha- 
nismen'^^)  beschrieben  ist,  genommen  werden. 

Praktische  Anwendungen  werden  in  dieser  Arbeit  nicht  im  Vorder- 
grunde stehen,  wenn  auch  einige  Resultate  dieser  Art  genannt  werden 
können  (§§  11,  17,  23,  24);  das  Hauptziel  der  Untersuchung  im  I.  Teile 
besteht  aber  darin,  einige  Eigenschaften  sowohl  des  Kurbelvierecks  wie 
auch  der  beiden  oben  genannten  veränderlichen  Systeme  von  einer 
neuen  Seite  zu  beleuchten. 

Am^MTkung,  Die  Hinzufugung  eines  Seitenzweiges  aus  zwei  fesAen 
durch  Drehpaarungen  miteinander  und  mit  dem  Kurbelviereck  ver- 
bundenen Gliedern  würde  auch,  anstatt  zweier,  sechs  Parameter  zu 
unserer  Verfügung  und  dabei  nur  einen  sechsgliedrigen  Mechanismus 
geben,  wogegen  das  System  P  in  Verbindung  mit  dem  Kurbelviereck 
einen  Mechanismus  von  8  und  das  System  Q  einen  Mechanismus   von 


1)  Diese  Zeitschrift  Bd.  46  (1901),  S.  199. 
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16  und  sogar  18  Gliedern  bildet.  Die  Linien  aber^  welche  dann  von 
den  Punkten  des  hinzugefügten  Zweiges  beschrieben  werden ,  unter- 
scheiden sich  schon  wesentlich  yon  der  Eoppelkurve  6^.  Solche  sechs- 
^edrige  Meehanismen,  welche  zudem  schon  öfters  und  zu  yerschiedenen 
pnJ[üschen  Zwecken  untersucht  wurden  ^  werden  wir  weiter  nicht  be- 
trachten^ da  dieses  unserer  oben  gestellten  Aufgabe  nicht  mehr  entspricht. 
2.  Verbindungen  der  Systeme  P  und  Q  mit  dem  Kurbelviereck,  Um 
die  Lagen  der  Grundpunkte  dieser  Systeme  in  dem  Eurbelviereck  an- 
BchaoUcher  anzugeben,  werden  wir  mit  Mi  oder  Ml  denjenigen  Grund- 
paukt  dieses  oder  jenes  Systems  bezeichnen;  welcher  im  Gliede  Ai  des 
EurbelTierecks  liegt  Dann  können  wir  folgende  wesentlich  verschiedene 
Falle  einer  Anschließung  des  Systems  P  oder  Q  an  das  Eurbelyiereck 
unterscheiden.    Für  das  System  P: 

l.(M„M,),    2.{M„M,),    3.  (Jf,,  Jf,),    4.  (Jlf„2f,) 
und  für  das  System  Q: 

5.  (if„  m;,  m,),    6.  (jf„  m;,  m,),    i.  {m„  m„  m,), 

8.  (M„  M„  M,),      9.  (M,,  M„  M,^,    10.  (M,,  M„  Jf,'), 
11.  (Jf„  J!f„  Jlf,),    12.  (Jlf„  JK;,  Jf,),    n.  {M,,  Mi,  M,), 
14.  (M„  JM,,  Jf.'). 
Dabei  soll  immer  vorausgesetzt  werden,  daß  A^  das  unbewegliche  Glied 
des  Eurbelvierecks  ist. 

Wir  werden  übrigens  nicht  alle  14  Fälle  betrachten.  Wenn  ein 
Punkt,  M^^  eines  ähnlich -verimderlichen  Systems  fest  bleibt,  so  be- 
Bchreiben  bekanntlich  alle  übrigen  Punkte  ähnliche  Linien  mit  pro- 
portionalen Geschwindigkeiten,  daher  stellt  der  Fall  1,  wo  der  Punkt  M^ 
im  Oliede  A^  liegt  und  also  einen  Ereis  beschreibt,  eine  „einförmige^ 
kreidinige  Bewegung  dieses  Systems  dar.  Ebenso  beschreiben  im 
Falle  2  alle  Punkte  des  Systems  P  solche  Linien,  die  der  Bahn  des 
Punktes  M^  ähnlich  sind;  dieser  Punkt  aber,  da  er  dem  Gliede  A^  an- 
gehört, beschreibt  eine  gewöhnliche  Eoppelkurve.  In  den  Fällen  5 
und  6  besteht  die  Bewegung  des  affin-veränderlichen  Systems  in  einer 
einfachen  Schiebung,  und  daher  sind  die  Bahnen  aller  seiner  Punkte 
ebenfalls  untereinander  ähnlich.  Alle  diese  Fälle,  sowie  die  Falle  9, 
10, 12,  13  und  14,  wo  der  Abstand  zweier  Grundpunkte  des  affin-ver- 
änderlichen Systems  unveränderlich  bleibt,  können  außer  Acht  gelassen 
werden.  Somit  werden  wir  nur  folgende  5  Fälle  genauer  untersuchen: 
Bei  dem  ähnlich-veränderlichen  Systeme  P: 

(1)  liM^M,),  n(jif„ji^), 

und  bei  dem  affin-veränderlichen  Systeme  Q: 

m  (J!f„  Jf,,  Jf,),    rf{M„M„M,),    YiM„M„M,\ 


28 


Über  einige  Gelenksysteme  mit  ähnlich-veränderlichen  etc. 


Die  Lagen  der  Grundpunkte  in  den  ihnen  entsprechenden  (Hiedem 
des  Eurbelvierecks  sollen  dabei  durch  Polarkoordinaten  folgendennaBen 
bestimmt  werden.    Es  seien  (Fig.  1) 

(1)  c,^0,,M„    ai  =  ^(0„0„JlfO 

die  Koordinaten  des  Punktes  M^,   indem   0^^   als  Pol  und  0^^  Oj,   als 

Achse  der  Polarkoor- 
^^.  ^  dinaten  im  Gliede  Ä^ 

v^^..A,. A  angenommen      wird; 

^    %  ?^$^v    v '         ^      ebenso  soUen  für  den 

Punkt  M^  die  Koor- 
dinaten 

und  fOr  den  Punkt  M^ 
die  Koordinaten 
(3)c,  =  0„lf„ 

genommen  werden. 
Außerdem  werden  wir  im  unbeweglichen  Oliede  A^  den  Drehpunkt  0^ 
als   Anfangspunkt    und    die    Gerade    0^  0^    als   Abscissenachse   eines 

rechtwinkeligen  Koordinatensystems  nehmen 
t%  *   *  und  die  Koordinaten  des  Punktes  M^  in 

diesem  Systeme  mit  x^  y^  bezeichnen. 

3.  Koordinaten,  weiche  die  Lage  der 
Punkte  in  den  veränderlichen  Systemen  P 
und  Q  bestimmen.  Die  Lage  eines  Punktes 
M  {X,  y)  eines  ahnlich -veränderlichen 
Systems  P  in  Bezug  auf  swei  Grundpunkte 
desselben,  Jr.(x„  y.)  und  JUj{xjy  tfj),  soll 
in  der  Folge  durch  die  Winkel  (Fig.  2) 

hidem  man 
ig».-*,. 


(4^ 

bestimmt  werden 

setit,  bekommt  man 


X  — 


y- 


t,x..-H,.i^-ft,t,(y,-y,^ 

*i».-4-*,»,-».*>(^-r.--rA 
*.  +  *> 
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In  dem  affin-veranderliclien  Systeme  Q  wird  die  Lage  eines  Punktes 
M{Xy  y)  in  Bezag  aof  seine  drei  Orundponkte  Mi(xiyi),  Mj(xjyj), 
Mk{Xk  yk)  durch  die  Verhaltnisse 

0 

■ :c- 


(Fig.  3) 


Fig.  8. 


mi  = 


MfP 


J^i  ^^t 


bestimmt  werden^  wo  P  und  Q 
in  den  Geraden  MiMj  und  MtMt 
liegen  and  mit  den  Punkten  Mi 
und  Jf  die  Ecken  eines  Parallelo- 
gramms bilden.  Sodannhabenwir: 

x^miXi  +  mjXj  + nikXky 

y^miyi  +  mjyj  +  mkyk,       ^ 

mit  der  Bedingung: 

(8)  m,-  +  mj  +  mk 


q:-. 


(7) 


% 


1. 


Fig.  4. 


4.  BesUmmumg  der  Lage  des  ganeen  Gelenksystems.  Da  wir  nur 
einige  Vergleiche  zwischen  den  Bahnlinien  der  Punkte  des  Systems  P 
oder  Q^  wenn  dasselbe  einem  KurbeMereck  angeschlossen  wird;  und 
den  gewöhnlichen  Eoppelkurven 
anstellen  wollen,  so  brauchen 
wir  nicht  die  Gleichungen  dieser 
Linien  in  den  Koordinaten  x^  y 
auszudrücken,  da  zudem  diese 
Gleichungen  wie  diejenigen  der 
Koppelkurven  vom  6.  Grade  sind. 
Für  unseren  Zweck  wird  es  so- 
gar genügen  die  beiden  Koordi- 
naten nicht  als  Funktionen  eines 
und  desselben  Parameters  aus- 
zudrücken, sondern  diese  Koor- 
dinaten als  Funktionen  zweier  Parameter  stehen  zu  lassen  und  dabei 
notigenfiEÜls  die  Abhängigkeit  derselben  von  einander  zu  beachten. 
Als  solche  Parameter  werden  wir  die  Winkel  a^  und  o,,  welche  die 
Qeraden  0^  0^  und  0^  0,,  (Fig.  4)  mit  der  festen  Geraden  0^  0^ 
bilden,  annehmen.    Diese  Winkel  sind  durch  die  Gleichung 

(9)  ^^scos«!  -  flficoso,  -f  cos(ai  —  Oj)  =  « 

verbunden,  wo 

20,0, 


.«'. - 


9i^ 
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gesetzt  ist  und  a^,  a^,  a,,  a^  die  Längen  der  Glieder  A^^  A^j  A^y  A^, 
d.  h.  die  Entfernungen  zwischen  ihren  Drehpunkten  bezeichnen. 

5.  Die  Koppdkurven  6q  und  die  von  den  Punkten  des  Systems  P 
oder  Q  heschriehenen  Linien  6.  Wenn  ein  Punkt  M^  dem  Oliede  A^ 
eines  Eurbelvierecks  angehört  und  seine  Lage  in  diesem  Oliede  durch 
die  Koordinaten  c^,  f^  (§  2)  bestimmt  wird,  so  werden  seine  Koor- 
dinaten Xj  y  in  der  festen  Ebene,  bei  der  in  §  2  angenommenen  Lage 
der  Koordinatenachsen  durch  die  Formeln 

a;  =      -^.costti  +  Bsinoj  +  Ccosflfj  +  Dsino,  +  J5, 
j^  =  —  i^cos  «1  +  -4  sin  «1  —  D  cos  «j  +  Csin  «j  +  JE' 


ausgedrt 

Ickt,  wo 

^=  5^«»-C,C08«»)» 

B  = 

^c,8in£„ 

(12) 

C=.  Jc,COB£,, 

2>-- 

^c,8in«„ 

■^=  ^«kcoseg, 

E'  = 

^Cjsinf, 

ist. 

Wenn  man  beachtet,  daß  die  Koordinaten  aller  Punkte  aller  be- 
weglicher Glieder  des  Kurbelvierecks  lineare  Fonktionen  der  Cosinus 
und  Sinus  der  Winkel  o^  und  o,  sind  und  daß  andererseits  die  Koor^ 
dinaten  irgend  eines  Punktes  M  des  Systems  P  oder  Q,  vrie  die 
Formeln  (6)  und  (7)  zeigen,  linear  durch  die  Koordinaten  seiner  Grund- 
punkte ausgedrückt  werden,  diese  Punkte  aber  dem  Kurbelviereck  an- 
gehören, so  sieht  man  leicht  ein,  daß  die  Koordinaten  des  Punktes  M 
auch  lineare  Funktionen  der  Cosinus  und  Sinus  von  a^  und  «, 
sind.  Wenn  man  alle  Substitutionen  vollzieht,  um  diese  Funktionen 
zu  bilden,  so  überzeugt  man  sich,  daß  die  Formeln  (11)  und  (9) 
in  allen  Fallen  die  Bahnen  der  Punkte  M  bestimmen,  gleichgültig^ 
ob  diese  Punkte  dem  Kurbelviereck  selbst  oder  einem  an  dasselbe  an- 
gesclüossenen  ähnlich-veränderlichen  oder  affin-veränderlichen  Systeme 
angeJiören. 

Alle  diese  Fälle  unterscheiden  sich  nur  durch  den  Bestand  der 
Koeffizienten  und  die  Zahl  der  in  ihnen  enthaltenen  Parameter. 

Da  die  Bahngleichung  zwischen  den  Koordinaten  x,  y  in.  allen 
Fällen  durch  Elimination  der  Winkel  a^  und  Oj  aus  den  Gleichungen  (11) 
und  (9)  erhalten  wird,  so  können  wir  schließen,  daß  die  Linien  6  aüe 
allgemeinen  Eigensdiaften  der  Koppelkurven  besitzen,  dabei  aber  als  eine 
Verallgemeinerung  derselben  auftreten,  da  ihre  Gleichungen,  bei  einem  ge- 
gebenen Kurbelviereck,  nicht  vofi  2  sondern  von  6  oder  8  Parametern 
abhängen,  wie  es  schon  in  §  1  bemerkt  wurde. 
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6.  Die  GleichuMg  der  Linie  6.    Roberts   hat  gezeigt^),   daß  die 
Gleichung  einer  gewöhnlichen  Eoppelkurve  in  die  Form 

(13)  M'  +  IP^B' 

gebracht  werden  kann,  wo  M  und  N  ganze  Funktionen  der  Koor- 
dinaten sind,  und  jede  von  ihnen  zwei  solche  Polynome  zweiten  Grades 
enthält^  die,  gleich  Null  gesetzt,  Kreislinien  bestimmen,  und  wo  R  ein 
eben  solches  Polynom  enthält.  Aus  §  5  folgt,  daß  die  Gleichung  der 
Linie  6  in  allen  Fällen  in  eine  ähnliche  Form  gebracht  werden  kann. 
Diese  Gleichung  kann  unmittelbar  durch  Elimination  von  o^  und  a^ 
aus  den  Gleichungen  (11)  und  (9)  gefunden  werden.     Indem  wir 

(14)  x-E^i,    y-E'-ti, 

C=-^,cofli„    D'^Qfainls 
setzen,  so  daß 

/jgx  5  =  9,  cos  (««1  -  A,)  +  ^5  cos  (a,  -  Aj), 

ij  =  (»j  sin  (oj  -  A,)  +  Pj  sin  (oj  -  ^) 
wird,  erhalten  wir: 

|cos(ai  -  A,)  +  ij  8in(«i  -  AJ  =  ^  +  «., cos [(«,  - a,)  -  (A,  -  Aj)], 
lein  (a,  -  X^)  -  ijcos(a,  -  A,)  -  (»5  8in[(a,  -  «,)  -  (Aj  -  A,)]; 
woraoB 

(18)  V  +  n^-  2(>J  cos  («1  -  Ai)  -  2Q,ri  sin(ai  -  X,)  +  pf  ^  p|. 
Ans  denselben  Gleichungen  (16)  folgt: 

|cos («1  —  Aj)  +  1? sin («1  —  A3)  =  pi  cos (A^  —  A3)  +  q^  cos («^  -  «3) 
oder,  wenn  man  die  Bedingung  (9)  benützt: 

(19)  S«os(flCi  -  A,)  +  ijsin(ai  -  A3)  =  (>i  cos  (A^  -  A3) 

+  ^9s  —  ffzQs  cos  «1  +  5i  p,  cos  a,. 
Aus  den  Gleichungen  (16)  aber  erhält  man: 

5  cos  A3  —  1?  sin  A3  «  pi  cos  [«i  —  (Ai  —  A3)]  +  93  cos  «3. 

Indem  wir  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  cos  o,  eliminieren,  be- 
kommen wir: 

(20)  i  cos  («1  —  A3)  + 1?  sin  (tfi  —  A,)  +  g^Q^  cos  «^  +  g^ q^  cos  [a^  —  (Aj  —  A3)] 

=  flfj  cos  A3  -  fifii?  sin  A3  +  «^3  +  flfi  cos  (A^  -  A3). 
Die  Gleichungen  (18)  und  (20)  können  in  der  Form 
p  cos  «1  +  g  sin  «1  =  s, 

(21)  p'  cos  «1  +  g'  sin  «1  =  s' 

1)  Proceedinga  of  the  London  Mathem.  Soc.  1876. 
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geschrieben  werden,  wo 

(22)  P  =  2(>i  (I  cos  Ai  —  iy  sin  A^), 
g  =  2(>i  (5  sin  Ai  +  iy  cos  Aj, 

s-i'  +  v'  +  9l-Ql 
1?'  =  S  cos  A,  -  ij  sin  A3  +  jiPi  cos  (Aj  -  A3)  +  g^g^, 
g'  =  I  sin  A,  +  iy  cos  Ag  +  g^Q^  sin  (Aj  —  A,), 
«'  ==  9i  ($  cos  A,  -  iy  sin  A,)  +  q^  cos  (A^  —  A3)  +  «p, 

ist.  Durch  Elimination  von  cc^  ans  den  Gleichungen  (21)  erhalten  wir 
die  Gleichung  der  Kurve  6  in  der  Form 

(23)  ip's-  psj  +  (g's  -  2«')*  =  («P'  -  Pi^- 

Diese  Gleichung  konnte  man  der  Roberts  sehen  Form  noch  naher 
bringen;  wir  werden  uns  aber  damit  nicht  weiter  aufhalten. 

7.  Über  die  Vergleichung  einer  gegebenen  Linie  mit  einer  Linie  6, 
Es  sei  eine  Linie 

(24)  ax,y)^0 

gegeben;  damit  ein  Punkt  M  des  Systems  P  oder  Q,  wenn  dasselbe 
an  ein  Eurbelviereck  angeschlossen  wird,  diese  Linie  beschreibt,  ist  es 
notwendig,  daß  die  Ausdrücke  (11),  in  die  Gleichung  (24)  eingesetzt, 
eine  solche  Beziehung  zwischen  den  Winkeln  a^  und  o, 

(26)  Fi«„a„A,B,C,D,E,E')==0 

ergeben,  welche  mit  der  Bedingung  (9)  identisch  ist.  Die  Möglichkeit, 
dieser  Forderung  zu  genügen,  hangt  davon  ab,  ob  die  Parameter  A,  B, 
C,  D,  E  und  E'  entsprechender  Weise  gewählt  werden  können.  Dabei 
stehen  uns  zur  Verfügung:  1)  die  Langen  a^,  o^,  o,,  04  der  Glieder  des 
Kurbelvierecks,  2)  die  Koordinaten,  welche  die  Lage  der  Gh-undpunkte 
des  Systems  P  oder  Q  in  dem  Kurbelvierecke  bestimmen,  und  3)  die 
Koordinaten,  welche  die  Lage  des  Punktes  M  im  Systeme  P  oder  Q 
angeben. 

Wenn  die  genaue  Erfüllung  der  oben  genannten  Forderung  nicht 
möglich  ist,  so  bleibt  die  Aufgabe  bestehen:  die  Bedingungen  zu  finden, 
damit  die  Linie  6  in  gewissen  Grenzen  sich  an  die  gegebene  Linie 
(24)  möglichst  nahe  anschmiegt.  Diese  Methode  kann  auch  auf  die 
gewöhnliche  Koppelkurve  angewendet  werden. 

Wir  werden  übrigens  auf  die  analytische  Untersuchung  dieser 
Frage  nicht  eingehen  und  werden  nur  einige  einfjEichere  Falle  betrachten, 
wo  eine  genauere  Identifizierung  der  Bedingungen  (25)  und  (9)  sich 
als  möglich  erweist. 
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8.  Korfficienienausdrüdce  in  den  Farmdn  (11)  für  die  fünf  in  §  2 
angegebenen  Hauptfäüe.  Indem  wir  uns  der  in  §§  2;  3  und  4  ein- 
gef&hrten  Bezeichnungen  erinnern,  finden  wir:  im  Fade  I: 

(26)  x^^c^cos  («1  +  €,),  y^  =  Ci  sin  («1  +  «J, 
a^  =  a^  +  ^  coB  («j  +  «sX    yi  =  <^  sin  («8  +  £,), 

j  K^t     /  .    7      •        \  Bin ^.  cos («1  —  *-) 

^  -  rt^  (°°''  ^»  +  *«  "°  ^x)  -  "*       ^(9,  +  J.)      ' 
T>  *i<^i     /•  7  \  Bin  *.  Bin  (e.  — -  ^3) 

^=  -  ir-rt  ('"^  *i  -  *i  «»  «»)  =  -  ^         Bü>(tf.  +  tf.)'> 

r-    *»'^     rco8  e  -  i  sin  e  'i  -  c  '^*.  «»"fa +  *i) 

(27)  *.  +  «i  ^        •        *         '^      ^      «^('t  +  *.)     ' 

T^  Kc%     /  '  17  \  Bin  *.  sin (t.  +  d.) 

F  *B^4      ^^     COB  J^  Bin  J, 

^-t,  +  Äi-^*Bin(d,+*,)' 

„,  _  *t^8«4  _  ^    Bin  dj  Bin  d,  _ 

^  "■.*.+Ä^""^8in(d,+d,)' 

im  FaUe  II: 

a?!  =  q  cos  («1  +  c,),    yi  =  c^  sin  («i  +  c,), 

^  =-  ^*  Cg  cos  f j  +  tti  cos  «1  —  ^  (^  cos  («1  +  «,)  +  ^  Cg  cos  («3  +  «,), 
J'*  "  i  '^  "^  *»  +  *»  ^™  "^  -  5  '^  "*"  ^"*  "*"  *»)  +  2^  'i»'"*  ("*  +  *«)' 

x^       —  i'i q g,  (Bin  c^  —  A:,  cos  gJH-  *ic>qi  («in  gt  +'^  co«  gt)— ^  *i«t  «i 

^'  ^  (ifei+TU  ^^'°  ^*  +  *^ '"''"  ^*^' 

m  FaUe  III  sind  a;^,  y^  konstant  und  x^^y^jX^^y^  werden  nach  den 
Formeln  (26)  bestimmt  and 

A  =«  m^c^  cos  «j,  JB  =  —  mjCi  sin  «j, 

(30)    (7  =  m^c^  cos  c„  2)  =  —  WjC^  sin  £3, 

JB  =  m^a?4  +  nija^  £'  =»  m^y^, 

Wi  + Wj  +  W5  =  l; 
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im  Falle  IV  sind  x^  y^  konstaiit,  ^uVu^tJ  Vi  ^^^^t^  durch  die  Formeln 
(28)  ausgedrückt  und 

A  =»  WjCi  cos  «1  +  w»8  ~  (Oj  —  c^  cos  €,); 
5  =  —  WiCi  sin  «1  +  w»2  —  Cj  sin  c,, 

■D  =  -  «S  J  <^  sin  «„ 

^  =  »I,  —  «i  cos  £,  +  m^x^, 

IWl  +  m, +  »15  =  1; 

im  Falle   V  werden  x^,y^,  ^%j  y%}  ^s;^»  durch  die  Formeln  (26)  und 
(28)  bestimmt  und 

A  =  m^c^  cos  «1  +  w,  —  (öj  —  Cj  cos  Cj), 
5  =  —  WiCi  sin  £1  +  m,  —  c^  sin  s^y 


(32) 


C  =  W»2  ^  Cg  COS  fj  +  »tjC^  cos  £3, 

2)  =  —  m,^CjSin«,  —  W5C5  sin  £,, 

JE  =  Wj  —  c,  cos  «,  +  m^a^y 
'S 

-E?'-»»8  Jcisinaj, 

%  +  wig  +  Wj  =  1- 

9,  Betvegungen,  bei  denen  ein  Punkt  M  des  Systems  P  oder  Q  fest 
bleibt  Der  Punkt  M  bleibt  unbeweglich,  wenn  bei  allen  Werten  von 
Oj  und  03;  die  der  Bedingung  (9)  genügen, 

-4.  cos  «j  +  J5  sin  «1  +  C  cos  Oj  +  2)  sin  Oj  =  a?  —  JE  =  const. 
—  JB  cos  cci  +  -^  sin  «j  —  2)  cos  «3  +  C  sin  «3  =  y  —  B'  =  const 

ist.     Wenn    die   Winkel   cc^  und  a^   nicht    bestandig   einander   gleich 
bleiben,  so  folgt  daraus: 

(34)  A^Oy    B^Oy    C^O,    D  =  0, 
und  f&r  die  Lage  des  Punktes  M: 

(35)  x^Ey    y^E\ 
Ist  aber  bei  jeder  Lage  des  Kurbelvierecks 
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also  das  Eurbelyiereck  ein  gelenkiges .  Parallelogramm^  welches  nicht 
in  ein  Antiparallelogramm  übei^eht;  so  sind  die  Bedingungen 

(36)  Ä  +  C^O,    B+D  =  0 
genügend. 

Bei  einem  gewöhnlichen  Enrbelviereck  sind  die  Bedingungen  (34) 
oder  (36)  nicht  erfüllbar ,  ohne  daß  eine  von  den  Größen  (^y^f^sf^A 
gleich  Null  wird;  dann  geht  aber  das  Enrbelviereck  in  ein  unbewegliches 
Dreieck  über. 

Im  F<Ule  I,  wenn  d^  und  d,  Ton  Null  verschieden  sind,  werden 
die  Bedingungen  (34)  nur  durch  die  Annahme 

(37)  Ci  =  0,    c^^O 

erfüllt;  dabei  fallen  aber  die  Punkte  M^^  und  M^  mit  den  unbeweglichen 
Drehpunkten  0^  und  0^  zusammen,  und  das  ganze  ähnlich-veränderliche 
System  P  bleibt  dann  unbeweglich.     Bei  der  Voraussetzung 

(38)  (Ji  =  0,    (J,  =  0, 

welche  mit  der  Annahme ,  daß  der  Punkt  M  in  der  Geraden  M^M^ 
liegt,  gleichbedeutend  ist,  kommen  wir  zu  demselben  Ei^ebnis.  Es 
sei  nämlich: 

anstatt  der  Formeln  (6)  hat  man  dann: 

IH  +  l^     '     ^  ^+<*. 

Weni|  man  die  Ausdrücke  (26)  hierin  einsetzt,  findet  man: 

^  «  — ti —  Ci  cos  £, ,    B^ ^ —  Ci  sin  e. , 

was  bei  den  Voraussetzungen  (34)  wieder  mit  der  Annahme  (37)  gleich- 
bedeutend wird. 

Indem  wir  die  Voraussetzung  (38)  wieder  fallen  lassen, 
wollen  wir  jetzt  die  Annahme  (36),  welche  einem  gelenkigen  Paral- 
lelogramm entspricht,  naher  betrachten.  Daß  die  Bedingungen  (36) 
jetzt  mit  der  Beweglichkeit  des  Systems  P  verträglich  sind,  kann 
man  schon  aus  dem  bekannten  Falle  einer  „einförmigen  Bewegung^' 
des    ahnlich- veränderlichen   Systems    einsehen.^)     Die    Lage    des    un- 

1)  Begehreiben  zwei  Punkte  eines  ebenen  ähnlich -veränderlichen  Systems 
ähnliche  Bahnen,  in  denen  sie  entsprechende  Lagen  einnehmen,  so  bleibt  der 
Ähnlichkeitspol  fest. 
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beweglichen  Punktes  M  wird  jetzt  in  dem  Systeme  P  dnrcli  die 
Koordinaten 

^   ^       c^Bin(g^— a,)  ^   ^       gl  sin  {h  —  g») 

1       c^  cos  (fj  —  e,)  —  Cj '       »       Ci  cos  («^  —  f^)  —  c, 

und  in  der  festen  Ebene  durch  die  Koordinaten 

Cf-(HC^C08(g,  -c,)  qc,Bin(g^~g,) 

C;  +  Cj-2Ciq,C0B(«,  -«,)"*'       2^  cf  +  C|-2CjC3C08(«,-«,)"* 

bestimmt.  Die  Lage  der  Punkte  M^  und  M^  in  den  Öliedem  A^  und 
-4,  kann  dabei  frei  gewählt  werden. 

Ähnliche  Schlüsse  gelten  auch  fär  den  FaU  IL 

Im  FaUe  Uly  wenn  die  Winkel  a^  und  a^  einander  nicht  gleich 
sind^  kann  es  außer  dem  Punkte  M^^  keine  anderen  unbeweglichen 
Punkte  geben.  Wenn  aber  «i  =  a,  ist,  so  hat  man  für  den  festen 
Punkt  die  Bedingungen 

H^hj    WjCi  +  mgCj-O 
oder 

«8  =  ^1  +  ^7     ^<^i  -  ^*S^8  ==  0. 
Die  Bedingung 
(39)  WiCi±mjC3  =  0 

zeigt,  daß  es  jetzt  unendlich  viele  feste  Punkte  gibt,  welche  eine  durch 
den  Punkt  M^  gehende  Gerade  bilden.  Wir  haben  hier  oflFenbar  den 
Fall  einer  einfachen  Schiebungsbewegung  des  afGin-yeranderlichen  Systems. 

Ahnliches  stellt  auch  der  FaM  IV  dar. 

Eine  größere  Beachtung  verdient  der  FaU  V.  Das  ist  der  einzige 
FaJIly  wo  das  System  Q  hei  jeder  Form  des  Kurbdvieredcs,  mü  demselben 
so  verbunden  werden  kann,  daß  ein  Punkt  des  Systems  fest  bleibt.  Dazu 
haben  wir  die  Bedingungen: 

m^a^a^  +  WiOgCi  cos  s^  —  m^a^c^  cos  e^  =  0, 

r40)  ^^^^  ^^  ^'  "^  ^*^*^  ^^^  ^*  ^  ^' 

^  m^a^c^  cos  e^  +  m^a^c^  cos  €^  =  0, 

m^a^c^  sin  s^  +  ^sö^Cj  sin  e^  ==  0. 

Aus  den  letzten  zwei  Gleichungen  folgt: 

oder 

^8  ="  *8  +  ^}     Wgöa^  —  ^s^jCj  =  0. 

Ein  Paar  dieser  Gleichungen,  die  ersten  zwei  von  den  Gleichungen 
4ff\  und  die  Bedingung 

Wi  +  Wj5  +  Wj  =  1 
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können  dazu  dienen,  um  5  von  den  9  Elementen  m^^,  m^,  m^,  c^,  s^,  c^, 
^s'  ^9  ^s  ^^  bestimmen;  somit  bleibt  noch  eine  große  Auswahl  für  die 
Lage  der  Ghimdpunkte  im  Systeme  Q  und  dementsprechend  für  die  Lage 
des  festen  Punktes  M  frei.  Es  ist  bemerkenswert,  daß  die  Gleichungen  (40) 
a^  nicht  enthalten.   Li  der  Figur  5  ist  genommen:  a^:a^:a^:a^=^2:^:l:4y 

Fig.  6. 


so  daß  ^1  +  ^  =  ^3  +  ^4  und  das  Eurbelyiereck  also  ein  durchschlagender 
Mechanismus  ist,  und  weiter  m^  =»  ~  1,  m,  »  1,  m,  »  1,  so  daß  die 
Punkte  M^^  M^,  M^  und  M  die  Ecken  eines  Parallelogramms  sind; 
endlich  ist 

h %y  h-  f  >  h  =  -4-;  ^  =  «1,  ^  =  Ö2/2,  C3  =  03/2 

genommen. 

10,  Ein  anderer  das  letzte  Ergebnis  betreffender  Standpunkt.  Ein 
ebenes  affin- veränderliches  System  hat  sechs  Freiheitsgrade;  wenn  also 
ein  Punkt  von  ihm  festgehalten  wird,  so  bleiben  noch  vier  Freiheits- 
grade übrige  über  die  man  auf  verschiedene  Weise  verfQgen  kann,  um 
ein«  zwanglaufige  Bewegung  des  Systems  zu  erhalten:  man  kann  die 
Bahnen  noch  zweier  Punkte  und  ihr  Geschwindigkeitsverhältnis  auf- 
stellen, oder  auch  die  Bahnen  dreier  Punkte  angeben,  wobei  die  6e- 
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schwindigkeitsverhältiiisse  dieser  Punkte  in  jeder  Lage  des  Systems 
schon  bestimmte  sein  werden.  Die  oben  betrachtete  Bewegung  des 
Systems  Q  entspricht  eben  diesem  letzteren  Falle:  ein  Punkt  M  ist 
fest;  die  Punkte  Mj^  und  üf,  befinden  sich  auf  gegebenen  Kreislinien 
und  der  Punkt  M^  beschreibt  eine  Eoppelkurve.  Im  allgemeinen 
können  diese  Linien  wUlkürlich  gewählt  werden  und  brauchen  nicht 
Bahnen  der  Punkte  eines  und  desselben  Kurbelvierecks  zu  sein;  es  ist 
aber  bemerkenswert,  daß  wenn  man  für  diese  Linien  die  Bahnen  dreier 
Punkte  annimmt,  welche  den  beweglichen  Gliedern  eines  Kurbelvierecks 
angehören  und  in  diesen  Gliedern  bestimmte  Lagen  einnehmen,  solche 
Geschwindigkeitsverhaltnisse  dieser  Punkte  bei  der  betrachteten  Be- 
wegung des  afiBn-veranderlichen  Systems  sich  ei^eben,  wie  sie  in  der 
Tat  bei  der  Bew^pmg  des  Kurbelvierecks  bestehen.  Dabei  können 
die  Zahlen  m^,  m,,  m,  unter  der  Bedingung 

Wj  +  l»j  +  »13  «  1 
sowie  die  Koordinaten 

des  festen  Punktes  M  im  Voraus  gegeben  werden;  die  Formeln  (32) 
für  E  und  E'  bestimmen  dann  c^  und  f,,  also  die  Lage  des  Punktes 
M^  in  der  Koppel  des  Kurbelvierecks,  und  die  Gleichungen  (40)  be- 
stimmen darauf  q,  C|  und  c,,  e,,  d.  h.  die  Lagen  der  Punkte  M^  und 
Jlf,  in  den  Kurbeln  desselben  Mechanismus.  Daraus  schließen  wir: 
Es  hatm  eine  solche  Betcegntig  eines  affin-veränderlidmi  Systems  an- 
gegdken  werden,  daß  ein  tciUküriich  gegebener  Punkt  desselben  festgehalten 
9cird  H$^  irgaid  drei  a$kdere  seiner  Pnnk^  dreien  beweglichen  Gliedern 
eines  und  desselben  uriUkarlich  gegebenen  Knrbdvieredcs  angehören, 

11,  Fraküsche  Anwendung  eitles  in  §  9  angegebenen  Ergebnisses. 
In  §  9  wurde  unter  anderem  gezeigt,  daß  nur  in  dem  Falle  das  System 
P  an  ein  Kurbelviereck  so  angeschlossen  werden  kann,  daß  ein  Punkt 
M  des  letzteren  bei  jeder  Lage  des  Kurbelvierecks  fest  bleibt,  wenn 
das  Kurbelviereck  ein  Parallelogramm  ist  Es  gibt  aber  solche  Lagen 
des  gelenkigen  Parallelogramms,  wo  es  in  ein  Antiparallelogramm 
übergeht;  dann  setzt  sich  der  Punkt  M  in  Bewegung.^)  Daraus 
schließen  wir  folgendes:  Wird  der  Punkt  M  durch  irgend  weiche 
mechanische  Mittel  f'estgehalieH^  .^)  wird  dos  ParaUt^ognunm  dadurdi  ge- 
hindert in  ein  AntiparalMogramm  HberjiHgehen  (Fig.  6V 

Das  Syrern  P  wird  am  einfachsten  durch  einen  Plagiographen  von 
Sylvester  verwirklicht  Da  dieser  Mechanismus  aus  vier  gelenkig 
mit  einander  verbundenen  Gliedern  besteht  so  wird  das  genannte  Ziel 

1)  In  $  1$  winjl  giMei^t»  lUß  dieaer  Pankt  daaa  «iasn  Kreis  beechzeibt 
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mit  derselben  EinfacUieit  erreicht  wie  durch  den  bekannten  Dreikurbel- 
mechanismns^  welcher  außer  dem  Onrndparallelogranune  ebenfalls  noch 
ner  bewegliche  Glieder  enthält.  Der  oben  angegebene  Mechanismus 
hat  aber  einen  Vorzug:  beim  Dreikurbelmechanismus,  wenn  die  Kurbeln 
des  Parallelogramms  volle  Umdrehungen  machen,  muß  auch  die  dritte 
Kurbel  ganze  Umdrehungen  yollziehen;   während  im  Systeme  P  der 


¥ig:j. 


feste  Punkt  M  so  gewählt  werden  kann,   daß  das  um  ihn  drehbare 

Glied  des  Plagiographen  nur  eine  schwingende  Bewegung  macht,  wobei 

die  Amplitude  derselben  in  gewissen  g^ebenen  Grenzen  bleiben  kann. 

12.    Zur  Frage  über  die  geradlinige  Bewegung  des   Punktes  M. 

Es  sei 

ax  +  hy  +  c^O 

die  Gleichung  der  Geraden,  die  von  dem  Punkte  M  des  Systems  P 
oder  Q  beschrieben  werden  soll.  Nach  §  7  finden  wir  dazu  die  Be- 
dingung: 

(aA  —  hJB)  cos  a^  +  {aB  +  hA)  sin  o^  +  {aC  —  hD)  cos  a, 
+  {aD  +  6C)  sin  a,  +  a-B  +  feJE'  +  c  =  0. 

Da  dieselbe  cos  (o^  —  o,)  nicht  enthält,  so  kann  man  daraus  schon  un- 
mittelbar schließen,  daß  ihre  Übereinstimmung  mit  der  Bedingung  (9), 
also  auch  eine  geradlinige  Bewegung  des  Punktes  M  bei  keinem  Falle 
der  Anschließung  des  Systems  P  oder  Q  an  ein  Kurbelviereck  mög- 
lich ist 

Das  Gesagte  bezieht  sich  auch  auf  die  gewöhnlichen  Eoppelkurven, 
und  wir  haben   hiermit   einen   einfachen   Beweis   fär   die   Unmöglich- 
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keit;  mittelst  eines  einfaehen  EurbelviereckB  in  einer  genauen  Geraden  zu 
führen. 

Was  die  angenäherte  Zeichnung  der  geraden  Linien  mittelst  der 
Systeme  P  und  Q  betrifR;^  so  ist  es  nicht  der  Mühe  wert  sich  damit 
aufzuhalten  y  da  solche  Mechanismen  mindestens  7  bewegliche  Glieder 
enthalten,  während  schon  fDn%liedrige  genaue  Geradfilhrungen  mög- 
lich sind. 

18.  Bestimmung  der  Punkte  im  Systeme  P  oder  Q,  tcdche  Kreis- 
linien beschreiben.  Bei  der  Bewegung  eines  gewohnlichen  Eurbelvierecks 
bilden  die  kreislinigen  Eoppelkurven  eine  Ausnahme:  von  den  Punkten 
der  Koppel  beschreiben  nur  die  Drehpunkte  O^,  und  0^^.  Kreislinien. 
Andere  solche  Punkte  gibt  es  nicht,  wenn  nur  das  Kurbelviereck  kein 
Parallelogramm  oder  kein  Bhomboid  mit  paarweise  zusammengefallenen 
Gliedern  darstellt;  in  den  zwei  letzten  Fällen  erscheint  die  Kreislinie 
als  ein  Zweig  der  Koppelkurre,  deren  anderer  Zweig  vom  yierten 
Grade  ist  und  dann  beschrieben  wird,  wenn  das  ParaUelogramm  in 
ein  Antiparallelogramm  oder  der  andere  Mechanismus  in  ein  wirkliches 
Khomboid  übergeht  Die  Verbindung  des  Systems  P  oder  Q  mit  dem 
Kurbelviereck  fnhrt  zu  anderen  Ergebnissen:  es  erweist  sich,  daß  die 
Z^Mf«*  6  bei  jeder  Form  des  Kurbdvierecks  einen  kreislinigen  Zweig  äus- 
serndem kaum,  wenn  nur  die  6  oder  8  zur  Verf&gung  stehenden  Parameter 
t^g  i)  entsprechend  gewählt  werden.    Setzen  wir: 

{AD  x-i;-|,    y^E'^fi 

und  nehmen  den  Punkt  (E^  E\  dessen  Lage  bei  der  Untersuchung 
selbst  nach  den  Formeln  des  §  8  bestinunt  werden  soU,  zum  neuen 
K«H>rdinatenanfange;  es  sei  ferner 

V-Ja^  I*  +  »i»  -  2«!  -  26^  +  II»  +  6«  -  H  =«  0 

die  GUnohuu|üC  des  «u  beschreibenden  Kreises.  Dem  in  §  7  Gesagten 
gemäfi  eehnnlHHx  wir: 

1\,4C'^  /?/»i^v^V«i-  #»,^-i,fiJ-*/?  cos«j~2^oC-6Z))coB«, 
V43>    ♦  iylU'     .4/)^Mnv^- f;4''-l\.iB-ft.4^8in«,-2vaZ)+608in«i 
*  .V  i  «•  ^  C^  *  IV  ^  rt*  -  M  -  r»  -  0, 

u«h)  wir  wwDen  jetxt  die  übemn^limmunir  diesan-  Bedii^fiuig  mit  der 
fVmiel  v^^  Hei^t^)e«k  Die  linke  Seile  dieser  letnera  st^  eine  solche 
K^i^Ki\«M\  t>Mi  4^^  und  41^  dar^  die  dni>rii  «ieichmuge^s  Wedisdn  der 
Wxr^^'t^'Ken  x^\n  «^  nn^)  a^  iih'^bt  $^t>i(laidMt  wiT^  Damit  die  Formel 
^4^"^  d^^^lbe  K\«::t^n:^^Kaft  b«^)ti«^«  i$l  e$  norwi»)dijr.  daB  die  Summe 
WIW  OIwsieu   *AW   wit   A^  v.nd  a,  ihr  Ze^bec  wM^iis^«   für  sich 
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allein  gleich  Null   sei.     Somit  zerföUt   die  Bedingung   in  die  beiden 


(44)  {BC-ADBm{a^-ix^)-{aB+bÄ)siaai-(aD  +  bC)smcc^  =  0, 

(45)  2{ÄC+BD)GO8{ai-'a^)-2{aA-bE)G0Btti-'2{aC-bD)co3(^ 
+  A^  +  B'+(ß  +  IP  +  a*  +  b*-r^^Oy 

Ton  denen  die  lerste  bei  allen  Werten  von  cc^  und  cc^,  die  der  Bedingung 
(9)  genügen,  erfüllt  und  die  zweite  mit  dieser  Bedingung  identisch 
werden  muß.  Die  Bedingung  (44)  ist  aber  nur  dann  mit  (9)  Ter- 
triglichy  wenn 

(46)  BC^AD==0, 

(47)  aB+bA^O, 

(48)  aD  +  bC^O 

ist.  um  dieses  genauer  zu  beweisen,  genügt  es,  einige  spezielle  Lagen 
des  Eurbelyierecks,  namüch  solche,  bei  welchen  zwei  seiner  Glieder 
in  einer  Geraden  zusammenfallen,  zu  betrachten.  Eigentlich  müBte 
man  alle  drei  Haupttypen  dieses  Mechanismus  untersuchen,  je  nachdem 
die  beiden  Kurbeln  oder  nur  eine  von  ihnen  YoUe  Umdrehungen 
machen  kann  oder  beide  Kurbeln  nur  schwingen  können;  da  aber  der 
Gedankengang  in  allen  Fällen  derselbe  bleibt,  werden  wir  nur  den 
lebten  Fall  betrachten.  Der  Kürze  wegen  werden  wir  unter  -4^,-4,, 
.4,,  A^  nicht  nur  die  einzelnen  Glieder  des  Kurbelvierecks  sondern 
anch  die  Greraden,  welche  die  Drehpaarungen  verbinden,  verstehen. 
Im  Falle,  daß  die  Geraden  A^  und  A^  mit  A^  zusammenfaUen  können, 
kann  man  ec^  =  0  nehmen  und  daraus  folgt: 

(49)  (BC-AD)  +  {aD  +  bC)^0, 
oder  a^^x,  und  dann  ist 

(50)  {BC  -  AD)  +  {aB  +  bA)  «  0. 

Außerdem  können  die  Geraden  A^  und  A^  oder  auch  A^  und  A^  in 
eine  Gerade  fallen,  und  dann  hat  man  im  ersteren  Falle: 


sin  ff, 

«f +  «» 

_  Bin«, 

sinofj 

Bino, 

nnd  im  zweiten  Falle 

Bin  (tt,  -^  tt,)  _  _ 

Dem  entsprechend  bekommt  man  aus  (44): 
a,{BC-AD)  +  (o,  +  (H)iaB+  bA)  +  a,{aD  +  bq^  0, 
a^{BC-AD)  +  a^{aB  +  bA)  +  (a^  +  o,)  (aD  +  6C)  -  0, 
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und  in  Verbindung  mit  (49)  und  (50): 

a^(BC  -  ÄD)  +  {(h  +  ai  +  a^)(aD  +  60)  =  0. 

Da  a^  und  0^  +  (1^  +  c^  nicht  einander  gleich  sein  können,  so  folgen 
aus  der  letzten  Gleichung  die  Bedingungen  (46),  (47)  und  (48),  von 
denen  übrigens  nur  zwei  yoneinander  verschieden  sind.  Im  Falle,  daS 
die  (Geraden  A^  und  A^  nicht  mit  A^  daf&r  aber  mit  A^  auf  zweierlei 
Weise  zusammenfallen  können,  kommen  wir  zu  demselben  Schlosse. 
Der  Vergleich  von  (45)  mit  (9)  gibt  weiter: 

(51)  _  .. ___. ^_ ^^{AC+BD). 

Somit  müssen  7  Elemente  A,  B,  (7,  D,  a,  b,  r  fünf  Bedingungen  ge- 
nügen. 

In  der  Voraussetzung,  daß  keiner  von  den  Koeffizienten  A,  JBj  C, 
D  gleich  Null  ist,  und  indem  man 

(52)  ?=!  =  * 

setzt,  bekommt  man: 

a  J  +  6  =  0, 

und  dann  geben  die  Gleichungen  (51): 

\pS)  a  —  Ag^  =  —  Cg^, 

(54)  ^»(l  +  i«)(l+^  +  ^-.2iiJ), 

und  endlich,  wenn  man  die  Ausdrücke  (10)  beachtet: 

a  -  g^A  «  ^*Ay      6  =  —  Ig^A  =  -  i*^^, 
r»±;|/l+ifc«.^; 

wobei  A  und  t  willkürlich  bleiben. 

Wonn  einer  von  den  Koeffizienten,  z.  R  ^,  gleich  Null  voraus- 
geaetat  wird»  so  muB  infolge  von  ^^46)  B  oder  C  auch  gleich  Null 
sein.    Im  Falle 


lt»Wn  i\w  BwUnjtwng»!»  (41"^,  [4^^  \vaA  [hW. 

V^7">                                        /)  -  -  "*  B. 

^.V<^           H-O.     6-    -.<,,.     iJ--|^*B, 

r-±j5. 
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wobei  B  willkürlich  bleibt.     Im  Falle,  daß 

^  =  0,      B  =  0 
ist,  liat  man: 

I  =      (7  cos  a^  +  DBma^, 
iy=  —  Doosa^+  Csina,; 

die  Koordinaten  1,  17  genügen  also  der  Gleichung  des  Kreises 

bei  allen  Werten   von  C  und  2).     Das  Zentrum   dieses  Kreises  wird 
durch  die  Koordinaten  E,  E'  bestimmt. 

14.  Die  WinkdgeschmndigJceit  dieser  Kreisbewegung.  Es  seien  (o^ 
und  03  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  beiden  Kurbeln  des  Kurbel- 
Tierecks;  sie  sind  infolge  der  Bedingung  (9)  durch  die  Gleichung 

_  g^  sing^  +  Bin(fl4  —  «,)  _ 

O«  =  : i : — -f V  ©1 

'       g^  Bma,  +  mii{ct^  —  a,)     * 

Terbnnden.     Indem  man  dieses  benützt  und  die  Ausdrücke  (55)  in  die 
Formeln  (11)  einführt,  findet  man: 

dx  flin(a,  —  a.)  /      ,    7       a\ 


dy  gm(«r,-«,)  ,  .,      . 

dt  ~  g,  ein«,  +  8in(«.  -  «,) ^^       9i^)^i^ 


und  hieraoB,   wenn  man  die  Formeln  (56)  beachtet,   erhält  man  die 
gesachte  Winkelgeschwindigkeit: 

(59)  0, ^";'-"'> .«,. 

gi  Binoj  4"  8m(a,  —  of,)     * 

Wir  sehen,  daß  diese  Winkelgeschwindigkeit  weder  von  der  Lage 
der  Grundpunkte  des  Systems  P  oder  Q  im  £urbelyiereck,  noch  yon 
der  Lage  des  Punktes  M  zu  diesen  Ghrundpunkten  abhängt. 

Dieselbe  Formel  (59)  bekommt  man  im  Falle,  daß  il  =  0,  C  =  0 
i«t.    Wenn  aber  A^O,  JB  =  0  ist,  so  hat  man: 

CD  =  CDj. 

15.  Untersuchung  der  möglichen  FäUe  der  Kreisbewegung.  Wir  haben 
in  §  13  folgende  drei  Fälle  für  das  Bestehen  einer  kreislinigen  ver- 
^gemeinerten  Koppelkurve  6  gefanden:  1)  Wenn  A,  B,  C,  D  alle  von 
Null  verschieden  sind  und  die  Bedingungen  (55)  erfElllt  werden;  2)  wenn 
4-0,  (7=0  ist,  mit  der  Bedingung  (57);  3)  wenn  il  =  0,  5  =  0 
ist,  ohne  andere  Bedingungen.  Diese  Fälle  werden  wir  zur  Abkürzung 
mit  (*),  (**)  und  (***)  bezeichnen.    Wir  wollen  jetzt  sehen,  wieweit 
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diese  Fälle  durch  die  in  §  2  aufgestellten  Mechanismen  1,  U,  III,  IV 
und  V  verwirklicht  werden  können. 

Vor  allem,  wenn  wir  die  diesen  Fällen  entsprechenden  Bedingungen 
auf  das  gewöhnliche  Kurbelviereck  anwenden,  können  wir  uns  jetzt 
überzeugen,  daß  in  der  Tat  keine  Koppelkurve  einen  kreisförmigen 
Zweig  aussondern  kann,  natürlich  die  bekannten  speziellen  Fälle  aus- 
geschlossen. Wenn  wir  aber  zur  verallgemeinerten  Koppelkurve  über- 
gehen, finden  wir  folgendes. 

Mechanismus  L    Im  Falle  (^)  verlangen  die  Bedingungen  (55): 

(60)  Jc^^tg{e,-  S,)  =  -  tg{e,  -  *0, 

(61)  c^a^^  sin  dj  cos  (f,  +  d^)  -f  qa,  sin  ä^  cos  («^  —  d,)  =  0. 

Daraus  folgt: 

Cgöti  sin  tfj  sin (f,  -f  dj)  -f  c^o,  sin  ä^  sin  («,  —  ds)  =  0 

und  daher: 

(62)  c^al  sin«  dj  =  cf aj  sin^dj. 

Den  Gleichungen  (60)  imd  (62)  kann  man  auf  verschiedene  Weise  ge- 
nügen. Wenn  c^,  f^,  Cg,  £3,  d.  h.  die  Lagen  der  Punkte  M^  und  Jtfj 
in  den  Gliedern  A^  und  ^3  des  Kurbelvierecks  gegeben  sind,  so  haben 
wir  zwei  Gleichungen  für  d^  und  dj,  können  also  die  Lage  des  Punktes 
M  im  Systeme  P  bestimmen. 

Im  Falle  (**)  haben  wir  anstatt  (60)  die  Bedingungen: 

(63)  cos  (£1  -  d3)  =  0,      cos  (£3  +  dl)  =  0 

und  wieder  die  Gleichung  (62).  Diesen  Forderungen  kann  man  z.  B.  da- 
durch genügen,  daß  man  (^,  £j,  £3  willkürlich  wählt  und  dann  aus  (63) 
dj  und  d3  und  aus  (62)  c,  bestimmt.  Somit  können  jetzt  bei  einem 
gegebenen  Kurbelviereck  die  Lagen  der  Grundpunkte  nicht  ganz  will- 
kürlich genommen  werden;  ist  aber  das  getan,  so  müssen  schon  die 
Längen  «4  und  o,  zweier  Glieder  des  Kurbelvierecks  der  Gleichung  (62) 
entsprechend  genommen  werden. 

Im  Falle  (***),  wenn  man  in  Betracht  zieht,  daß  k^  =  tgd^, 
Jc^  ^  tgg^  nur  gleichzeitig  verschwinden  können  (§  3),  so  sind  Be- 
dingungen J.  «-  0,  JB  —  0  (oder  auch  C  =»  0,  D  «=  0)  nicht  erfüllbar, 
den  Fall  ausgeschlossen,  daß  einer  von  den  Grundpunkten  des  Systems 
P  mit  einem  der  festen  Drehpunkte  zusammenßllt.  Im  letzteren  Falle 
aber,  wenn  also  z.  B.  C|  »  0  ist,  kann  der  andere  Grundpunkt^  welcher 
im  Gliede  ^3  liegt,  willkürlich  genommen  werden;  alle  Punkte  des 
Systems  P  beschreiben  dann  Kreislinien,  was  übrigens  selbstverständlich 
ist,   da  dann  die  Bewegung  des  ähnlich  veränderlichen  Systems  eine 
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„einförmige'^  kreislinige  wird.  Das  Eurbelyiereck  spielt  dann  schon  keine 
Rolle,  und  man  kann  sagen,  daß  in  dem  Sinne,  wie  es  in  §  13  ver- 
standen wurde,  der  Fall  (^^^  beim  Mechanismus  I  nicht  möglich  ist. 

Die  Ergebnisse,  welche  den  Fällen  (*)  und  (**)  entsprechen,  kann 
man  auch  Ton  einem  anderen  Standpunkte  betrachten.  Da  das  ebene 
ahnlich-yeranderliche  System  vier  Freiheitsgrade  besitzt,  so  wird  seine 
Beiregung  zwanglaufig,  wenn  die  Bahnen  irgend  welcher  drei  von  seinen 
Punkten  gegeben  werden;  und  dann  sind  schon  die  Geschwindigkeits- 
rerhiltnisse  dieser  Punkte  ganz  bestimmte.  Wenn  man  diese  Bahnen 
in  Form  von  Kreislinien  wählt,  so  wird  bei  gewissen  Lagen  der  Mittel- 
punkte und  Größen  der  Radien  dieser  Kreise  das  Verhältnis  der 
Winkelgeschwindigkeiten  zweier  der  Kreisbewegungen  in  jeder  Lage 
des  Mechanismus  mit  demjenigen  Verhältnis  der  Winkelgeschwindig- 
keiten zusammenfallen,  welches  die  beiden  Kurbeln  eines  gegebenen 
Enrbelvierecks  besitzen.  Es  folgt  daraus,  daß,  wenn  man  im  Mechanis- 
mus I  den  Punkt  M  mittelst  einer  hinzugefügten  Kurbel  in  demselben 
Kreise  f&hrt,  welchen  dieser  Punkt  ohnedies  schon  beschreibt,  das 
Glied  A^  des  Kurbelvierecks  aber  wegnimmt,  dieselbe  Drehungs- 
tiansformation  mit  dem  Systeme  P  erreicht  wird,  wie  sie  beim  gewöhn- 
lichen Kurbelvierecke  erfolgt. 

Melanismus  IL  Es  kann  leicht  gezeigt  werden,  daß  bei  ihm 
alle  drei  Fälle  (*),  (**)  und  (***)  bei  jeder  Form  des  Kurbelvierecks 
möglich  sind.  Wir  wollen  nur  den  letzten  Fall  betrachten,  in  welchem, 
wie  wir  oben  gesehen  haben,  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises 
mit  dem  Punkte  (J?,  E')  zusammenfällt.  Nachdem  man  die  Lagen  der 
Punkte  M^  und  M^  im  Kurbelvierecke  willkürlich  angenommen  hat, 
kann  man  die  Lage  des  den  Kreis  beschreibenden  Punktes  M^  den 
den  Bedingungen  ^  =  0,  5  =  0  gemäß,  aus  den  Formeln  (29)  finden, 
indem  man  h^  und  Ä:^  bestimmt: 

Ä*,i',(ajCi  siö^i  +  <h^  sin£j)  +  \a^c^  cos^j  +  Ic^o^ia^  — •  Cj  cost,)  =  0, 
i*ii*j[a,Ci  sintj  —  a^{c^  —  c^  cos^j)]  —  Tc^a^c^  sinf^  +  U^a^c^  sint^  =  0. 

Wir  sehen  also,  daß  die  Lage  des  Punktes  M  im  Systeme  P  von  a^ 
und  a^  nicht  abhängt;  die  Formeln  (29)  fiir  C,  D,  JE,  und  E'  zeigen 
außerdem,  daß  der  Radius  des  Eüreises  von  a^  und  a^  und  die  Lage 
seines  Mittelpunktes  von  a^  und  a,  unabhängig  ist.    In  der  Figur  7  sin 

q  =  Ol,      £i  «  f  3r,      c,  -  loj,       «8  =  0 
genommen,  xmd  daher 

1)  Man  vergleiche  mit  der  Figur  1. 
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Mechanismt4S  IIL     Um   den  Bedingungen   des  Falles  (*)   zu  ge — 
nügen,  muß  man,  den  Formeln  (30)  gemäß, 

(64)  Jc  =  ^tg€^  =  —  tge^y 

(65)  «iWaCg  ±  a^m^c^  =  0 

nehmen.  Aus  der  Gleichung  (65)  sieht  man,  daß  es  unendlich  viel^ 
Punkte  gibt,  welche  Kreislinien  beschreiben,  und  daß  diese  Punkte  ^B 
einer  Geraden  liegen.  Das  folgt  übrigens  schon  unmittelbar  darav^^ 
daß,  wenn  in  einem  affin-veranderlichen  Systeme  ein  Punkt  fest  bleil^iij 
alle  anderen  Punkte  einer  durch  ihn  gehenden  Geraden  ähnliche  LinL«^ 
beschreiben,  die  den  festen  Punkt  zu  ihrem  gemeinsamen  AhnlichkeL^ 
pole  haben.  Wir  finden  also,  daß  eine  solche  Bewegung  des  afiSji- 
yeränderlichen  Systems  möglich  ist,  bei  welcher  ein  Punkt  fest  bleibt 

Fig.  7. 


alle  Punkte  einer  ihn  enthaltenden  Geraden  Ejreise  beschreiben  und 
noch  zwei  andere  Punkte  zweien  Kurbeln  eines  Kurbelyierecks  an- 
gehören. Da  ein  ebenes  affin-veranderliches  System  sechs  Freiheits- 
grade besitzt,  so  kann  seine  Bewegung  immer  auf  solche  Weise  gegeben 
werden,  daß  einer  von  seinen  Punkten  fest  bleibt  und  drei  andere 
Punkte  gegebene  Linien  beschreiben;  die  Geschwindigkeitsyerhältnisse 
werden  dann  aber  schon  ganz  bestimmte  sein  müssen.  Aus  dem  be- 
trachteten Falle  ersehen  wir  aber,  daß  bei  gewisser  Wahl  der  Grund- 
punkte das  Verhältnis  der  Winkelgeschwindigkeiten  zweier  von  ihnen 
in  jeder  Lage  des  Mechanismus  mit  ebensolchem  Verhältnisse  der  beiden 
Kurbeln  eines  Kurbelyierecks  zusammenfallen  kann. 

Die  Bedingungen  des  Falles  (**)  ergeben: 
(66)  cos  B^  ==  0,      cos  £3  =  0,      «iWjCj  ±  «ßW^iCi  —  0 

und  können  auch  erfiillt  werden. 
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Die  Bedingungen  des  Falles  {***)  werden  erfQllt^  wenn  man 
(67)  Wi  ==  0,      w,  +  W4  =  1 

nimmt.    Dieser  Fall  ist  aber  von  keinem  Interesse,  da  die  Gleichxmg 

(67)  die  Punkte  der  Geraden  M^M^  bestimmt;  es  ist  aber  ohnedies 
klar,  daß  bei  der  Kreisbewegung  des  Punktes  M^  alle  Punkte  dieser 
Geraden  Kreislinien  beschreiben. 

Beim  Mechanismus  IV  kommen  wir  zu  ähnlichen  Schlüssen:  auch 
bei  ihm  ist  eine  Kreisbewegung  eines  seiner  Punkte  möglich. 

Der  Mechanismus  V  läßt  erst  recht  eine  Kreisbewegung  eines  seiner 
Pmikte  zu.  Werden  fOnf  von  den  Größen  c^y  e^y  c^y  e^y  c^y  b^  willkürlich 
genommen,  so  bestimmen  die  Bedingungen  (55)  die  sechste  derselben 
nnd  die  Parameter  m^,  m^y  m^, 

16.  Eine  Beziehung  zwischen  dem  gelenkigen  Parallelogramm  und 
AnUparaUeiogramm.  In  §  9  wurde  eine  Bewegung  des  an  ein  gelenkiges 
Parallelogramm  angeschlossenen  Systems  P  betrachtet,  bei  der  ein  be- 
stimmter Punkt  M  von  P  fest  blieb,  und  in  §  11  wurde  eine  praktische 
Anwendung  dieser  Bewegung  gezeigt,  welche  durch  das  Festhalten 
dieses  Punktes  erreicht  wird.  Wird  dieser  Punkt  frei  gelassen,  so  kann 
das  Parallelogramm  in  ein  Antiparallelogramm  übergehen,  und  dann 
setzt  sich  der  Punkt  M  in  Bewegung.  Wir  wollen  zeigen,  daß  dann 
dieser  Punkt  einen  Kreis  beschreibt.     Bei  den  Bedingungen  (36): 

(68)  A  +  C^Oy      B+D^O 

geben  die  Formeln  (11): 

x^A  (cos  «1  —  cos  Oj)  +  JB(sin  a^  —  sin  a^)  +  E, 

y  =  —  B{gob  «1  —  cos  a,)  +  A  (sin  a^  —  sin  «,)  +  K, 
also 
(70)       {x  -  E)'  +  {y-^  Ey  ^2{A'  +  B^  [1  -  cos(a,  -  a,)l 

Im  Falle  eines  Parallelogramms  oder  Antiparallelogramms,  da  jetzt 

ist,  bekommt  man  aus  (9): 

1  —  cos  («1  —  «3)  =  —  (cos  «1  —  cos  «3). 

Aus  den  Formeln  (69)  hat  man  aber: 

{A^  +  BP)  (cosoi  -  cos«,)  ^A{x-E)-B{ji-  E'), 
wodurch  die  Gleichung  (70)  die  Form 

{x-^E)'  +  iy^Ey-^2^A{x-~E)  +  2^B{y^E')^0 
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Fig.  8. 


annimmt.  Diesen  Kreis  beschreibt  derjenige  Punkt  M  des  Systems  P, 
dessen  Koordinaten,  \f  k^y  in  diesem  Systeme  den  Bedingungen  (68) 
genügen,  welcher  also  im  Falle  eines  Parallelogramms  fest  bleibt  (Fig.  6). 
17.  Andere  Anwendungen  der  Systeme  P  und  Q, 
a)  Darstellung  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  eines  ebenen 
Gelenksystems,  Aus  der  Eigenschaft,  daß  der  Massenmittelpunkt  zweiei 
Körper   die  Entfernung   zwischen^  den  Massenmittelpunkten    derselben 

im  konstanten  Yerl^t- 
nisse  teilt,  folgt,  daS 
der  Massenmittelpunkt  C 
dreier  Körper,  deren 
Massenmittelpunkte  C^y 
Cj,  C3  sind,  demjenigen 
affin  -  yenlnderlichen  Sy- 
steme angehört,  das  die 
Punkte  Cj,  Cj,  C,  za 
seinen  Grundpunkten  hat 
Indem  man  diese  Bemer- 
kung auf  ein  Kurbel- 
viereck mit  einem  un- 
beweglichen Gliede  anwendet,  erhält  man  die  Möglichkeit,  durch  eine 
Verbindung  des  Systems  Q  mit  diesem  Kurbelviereck  die  Bewegung 
seines  Massenmittelpunktes  darzustellen.  Die  Verbindung  muß  offenbar 
nach  Art  des  Mechanismus  V  hergestellt  werden.  Übrigens  kann  man 
jetzt  auch  einfacher  verfahren,  indem  man  anstatt  des  Systems  Q  ein 
sechsgliedriges  System  gebraucht,  welches  aus  zwei  gewöhnlichen 
Pantographen  besteht  (Fig.  8),  wobei  zwei  Glieder  des  Kurbelvierecks 
selbst  als  Elemente  eines  dieser  Pantographen  benützt  werden  können. 
Selbstverständlich  wird  dabei  die  Masse  des  hinzugefügten  Systems 
in  Vergleich  mit  der  Masse  des  Kurbelvierecks  vernachlässigt. 

Neulich  wurde  von  0.  Fischer  ein  anderes  Gelenksystem  an- 
gegeben, um  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  eines  Kurbelvierecks 
darzustellen.^)  Diesem  Systeme  liegt  der  Begriff  der  Hauptpunkte  des 
Mechanismus  zu  Grunde,  und  es  enthält  ebenfalls  sechs  Glieder. 

Um  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  eines  mehrgliedrigen 
Gelenksystems  darzustellen,  kann  man  sich  mehrerer  af&n-veranderlicher 
Systeme  bedienen.  Wenn  man  beachtet,  daß  die  Bewegung  eines  ebenen 
affin-veränderlichen  Systems  durch  die  Bewegung  dreier  seiner  Punkte 
bestimmt  wird,  so  kann  man  leicht  einsehen,  daß  für  ein  Gelenksystem 


1)  Diese  Zeitschr.  Bd.  47  (1902),  S.  435. 
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Ton  n  >  3  Öliedem  -^  oder  — y-  Systeme  Q  nötig  sind,  je  nachdem 

die  Zahl  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  ist 

b)  Ein  FäU  der  konformen  Abbildung  in  der  Ebene.  Jede  solche 
konforme  Abbildung  in  der  Ebene,  bei  welcher  jeder  Kreis  wieder  in 
einen  Kreis  übergeht,  kann  bekanntlich  (Satz  von  Lionville)  aus 
einer  Transformation  durch  reziproke  Radienvektoren  und  einer  Ahnlich- 
keitstransformation  zusammengesetzt  werden.  Diese  konforme  Trans- 
fonnation  kann  also  durch  eine  Verbindung  eines  Inyersors  mit  dem 
Systeme  P  dargestellt  werden.  Man  muß  nur  dazu  bemerken,  dafi  die 
Zahl  aller  möglichen  konformen  Abbildungen  der  genannten  Art  oo^ 
ist^  wahrend  man  bei  dem  dazu  dienenden  Gelenksysteme  nur  über  yier 
Paiameter  verf&gen  kann,  da  von  den  vier  Parametern  der  Ahnlichkeits- 
transformation  —  den  Koordinaten  des  Ahnlichkeitspoles,  dem  Aus- 
dehnungskoeffizienten und  der  Drehung,  —  bei  dem  g^ebenen  Mechar 
nismus  nur  die  ersten  zwei  bequem  g^mdert  werden  können.  Jedenfedls 
aber  kann  eine  jede  im  voraus  gegebene  konforme  Transformation  der 
genannten  Art  durch  eine  Verbindung  eines  Inyersors  mit  einem 
Systeme  P  yerwirklicht  werden. 


IL  Aus  älinlicli-veT&nderliehen  oder  affin -ver&nderliehen  alledem  ge- 
bildete kinematische  Ketten. 

1.  Freiheitsgrade  solcher  Ketten.  Es  sei  eine  einfEu^he,  geschlossene 
kinematische  Kette  8  gegeben,  die  aus  n  yerimderlichen  Gliedern 
A^j  A^j  "  '  A^  besteht.  Von  diesen  Gliedern  soll  yorausgesetzt  werden, 
daß  jedes  yon  ihnen,  einzeln  genommen,  im  gegebenen  Räume  gi  Frei- 
heitsgiade  besitzt,  und  daß  sie  miteinander  durch  bestimmte  kinematische 
Paare  yerbunden  sind,  also  jedes  yon  ihnen  nur  einen  Freiheitsgrad  in 
Bezug  auf  die  Nachbarglieder  hat.     Wenn 

n^li 

imd  die  Kette  frei  ist,  so  hat  sie  n  Freiheitsgrade;  sind  aber  einem 
ihrer  Glieder  k^fi  Freiheitsgrade  weggenommen,  so  yerliert  die  ganze 
Kette  ebenso  yiele  Freiheitsgrade.  Im  Falle,  daß 

n^(i+l 

ist  und  ein  Glied  der  Kette  festgehalten  wird,  yerliert  die  Kette  (i  Frei- 
heitsgiade,  und  sie  wird  zwanglaufig. 

Diese  Betrachtung  wollen  wir  auf  Ketten  anwenden,  deren  Glieder 
ebene  ähnlich-ye»nderliche  Systeme  sind.    Dann  ist  ft »  4,  und  eine 

ZflitMhvlft  1  MAttieiiiatik  a.  Phjiik.  49.  Band.  1903.   l.H«ft.  4 
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Eette^  die  aus  solclien  Gliedern  gebildet  ist,  wird  zwanglaofig,  wenn 
n »  5  ist  und  ein  Glied  dieser  Kette  fesi^ehalten  wird.  Somit  be- 
kommen wir  einen  ebenen  Mechanismus,  der  <ms  vier  beweglichen  ähn- 
lich-veränderlichen Systemen  besteht. 

Dieselbe  Betrachtung;  wenn  sie  auf  ebene  affin-yeranderliche 
Systeme  y  welche  in  der  Ebene  6  Freiheitsgrade  besitzen*,  angewandt 
wird,  führt  uns  zu  dem  Schlüsse,  daß  eine  Kette,  die  aus  7  solchen 
Gliedern  gebildet  ist,  yon  denen  ein  Glied  festgehalten  wird,  zwang- 
laufig  ist.  Wir  erhalten  somit  einen  ebenen  Mechanismus,  der  aus  sechs 
beweglichen  affin-veränderlichen  Gliedern  besteht. 

Wenn  ein  oder  mehrere  kinematische  Paare  nicht  mehr  bestimmte 
Paare  sind,  wenn  also  zwei  Nachbarglieder  in  Bezug  auf  einander  mehr 
als  einen  Freiheitsgrad  haben,  so  yergroßert  sich  entsprechender  Weise 
die  Zahl  der  Freiheitsgrade  der  ganzen  Kette.  Damit  also  diese  Kette 
ihre  Zwangläufigkeit  nicht  verliert,  muß  die  Zahl  ihrer  Glieder  ent- 
sprechend vermindert  werden.  Wenn  also  zwei  Nachbarglieder  gegen- 
seitig 1  4-  ^  Freiheitsgrade  haben,  wo  wir  h  als  einen  Überschuß  der 
Freiheitsgrade  bezeichnen  können,  so  ist  die  Zahl  der  Glieder  einer 
zwangläufigen  kinematischen  Kette: 

(71)  n  =  ft  -f  1  -  ^Ä:, 

wobei  die  Summe  auf  alle  Überschüsse  der  Freiheitsgrade  sich  erstreckt. 

Dieses  gibt  Ketten,  die  aus  2  oder  3  ähnlich-veränderlichen  oder 
aus  2,  3,  4  oder  5  affin-veränderlichen  Gliedern  bestehen. 

19.  Grundlage  zur  Einteilung  dieser  Ketten.  Diese  Angaben  fuhren 
auch  zu  einer  natürlichen  Einteilung  der  kinematischen  Ketten  (nach 
einem  Gedanken  von  Reuleaux)  in  jedem  Räume  mit  einer  gegebenen 
Zahl  von  Freiheitsgraden.  Unabhängig  von  der  Form  der  kinematischen 
Paare,  dient  als  erste  Grundlage  dazu  die  Zahl  der  Überschüsse  der 
Freiheitsgrade  in  denselben;  die  weitere  Unterordnung  erfolgt  dann 
nach  der  Art^  wie  diese  Überschüsse  in  der  kinematischen  Kette  ver- 
teilt sind.  Indem  wir  dieses  auf  Ketten  anwenden,  die  aus  ähnlich- 
veränderlichen oder  affin-veiünderlichen  Gliedern  gebildet  werden,  und 
diese  Glieder  in  Form  von  Gelenksystemen  P  oder  Q  voraussetzen, 
gelangen  wir  zu  einer  Reihe  neuer  Mechanismen.  Wenn  dieselben, 
vielleicht  mit  wenigen  Ausnahmen,  keine  praktische  Bedeutung  haben, 
—  in  Folge  der  Verwickeltheit,  mit  welcher  diese  Mechanismen  durch 
gelenkig  verbundene  feste  Körper  gebildet  werden,  —  so  kann  doch 
eine  systematische  Untersuchung  derselben  zu  verschiedenen  solchen 
Aufgaben  über  Bewegungstransformationen  führen,  die  kaum  auftreten 
könnten,   wenn   wir   diese  Mechanismen   als  kinematische  Ketten  mit 
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feskn  Gliedern  betrachteten.  Zudem  würden  diese  Ketten,  welche  Yon 
dem  oben  gezeigten  Standpunkte  ans  als  einfache  Ketten  erscheinen, 
andernfalls  ab  susammengesetete  Ketten  betrachtet  werden  müssen,  und 
dann  würde  die  üntersuchnng  derselben  yiel  verwickelter  ausfallen 
müssen. 

20.  Emteäung  der  genannten  Ketten,  Bei  der  Ausführung  dieser 
Einteilung  w^en  wir  unter  A^A^^i  das  kinematische  Paar  verstehen, 
welches  die  Glieder  A^  und  A^^^  verbindet^  und  die  Zahl  der  Über- 
ichüsse  der  Freiheitsgrade  durch  eine  darunter  gestellte  Zahl  angeben. 
Wenn  n  die  Zahl  der  Glieder  ist,  so  soll  das  unbewegliche  Glied  Ä^ 
heißen. 

Kinematische  Ketten,  deren  Glieder  äknli4Jhveränderliehe  Systeme  sind. 

a)  Mit  zwei  überschüssigen  Freiheitsgraden  in  den  kinematischen 
Paaren  —  dreigliedrige  Ketten: 

Ä^      A^      Äf      Ä^ 

I  0        0        2 

n  0      11 

m  0     2     0 

IV  10        1 

b)  Mit  einem  überschüssigen  Freiheitsgrade  oder  piersßiedrige 
Ketten: 

^^4  ^^  «^l«  «^^  ^^4 

V  0        0        0        1 
VI                                     0        0        10 

e)  Vollsifindige  —  fänfgliedrige  Ketten: 

^i       -Aj       .A^       A.f       JL^       A^ 

vn  0     0     0     0      0. 

Die  übrigen  Falle  der  Verteilung  der  Freiheitsgrade  in  den  kine- 
matischen Paaren  führen  zu  kinematischen  Ketten,  welche  sich  von 
den  vorhergehenden  nicht  wesentlich  unterscheiden,  da  sie  in  Betreff 
der  Yerteilmig  det  Freiheitsgrade  zu  ihnen  symmetrisch  sind. 

Ketten,  deren  Glieder  affm-verändediehe  Systeme  sind.  Indem  wir 
aof  ihnliche  Weise  verfahren,  können  wir  folgende  Gruppen  von  kine- 
matischen Ketten  aufzihlen,  wobei  wir  wieder  nur  wesentlich  ver- 
•chiedene  Yerteilong  von  Freiheitsgraden  beachten,  die  Überschüsse  der 
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letzteren  aber,  der  Kürze  wegen,  nicht  mehr  ausführlich  aufschreiben 
wollen. 


a)  Vier  Überschüsse 

drei 

Glieder 

9  FaUe, 

b)  Drei 

vier 

n 

10     „    , 

c)  Zwei           „ 

fünf 

7} 

9     „    , 

d)  Ein             „ 

sechs 

V 

3      „    , 

e)  Vollständige  Kett« 

sieben 

7} 

1      .    • 

Im  ganzen  bekommen  wir  also  39  wesentlich  yerschiedene  kinema- 
tische Ketten. 

Diesen  Mechanismen  könnte  man  noch  solche  an  die  Seite  stellen, 
welche  gleichzeitig  ähnlich-yeränderliche  und  affin-veiunderliche  Glieder 
enthalten,  indem  man  sich  dabei  auf  allgemeine  Betrachtungen  stützt^), 
welche  nicht  homogene  Ketten  betreffen,  d.  h.  solche,  deren  Glieder 
yehichiedene  Zahlen  von  Freiheitsgraden  besitzen.  Wir  werden  uns  aber 
damit  nicht  aufhalten.  Was  aber  die  oben  aufgezählten  Mechanismen 
betrifft,  so  werden  wir  nur  die  yier  ersten,  welche  auch  die  einfachsten 
sind,  etwas  ausführlicher  betrachten,  um  zu  zeigen,  wie  solche  Mecha- 
nismen praktisch  überhaupt  verwirklicht  werden  können. 

21.  Kinematische  Pcujire  dieser  Ketten.  Um  eine  kinematische  Kette 
aus  ähnlich-veiunderlichen  Gliedern  zu  bilden,  kann  man  dazu  das  Ge- 
lenksystem gebrauchen,  welches  wir  als  System  P  bezeichnet  haben, 
und  ebenso  für  Ketten  mit  afün-veränderlichen  Gliedern  das  System  Q 
benützen.  Dabei  entsteht  aber  die  Frage:  wie  soll  man  die  kinema- 
tischen Paare  bUden,  welche  solche  Systeme  miteinander  verbinden? 
Praktisch  kann  das  auf  dreierlei  Weise  getan  werden:  a)  indem  man 
einen  Punkt  zwingt  eine  gegebene  Linie  zu  beschreiben,  wobei  ein 
Freiheitsgrad  verloren  geht,  b)  durch  das  Festhalten  eines  Punktes, 
unter  Verlust  von  zwei  Freiheitsgraden,  und  c)  indem  man  für  jede 
Lage  des  Systems  ein  bestimmtes  Geschwindigkeitsverhältnis  zweier 
seiner  Punkte  aufstellt,  wodurch  ein  Freiheitsgrad  verschwindet.  Wenn 
ein  Kettenglied  an  ein  unbewegliches  Glied  angrenzt,  so  hat  die 
Forderung,  daß  einer  seiner  Punkte  eine  gegebene  dem  anderen  Gliede 
angehörende  Linie  beschreibt,  einen  bestimmten  Sinn  und  kann  mittelst 
eines  EUlfsmechanismus  verwirklicht  werden;  wenn  aber  beide  Glieder 
beweglich  sind,  so  ist  diese  Linie  veränderlich,  wobei  sie  nicht  nur 
ihre  Lage  sondern  auch  (im  ähnlich-veränderlichen  Gliede)  ihre  Größe 
und  (im  affin-veränderlichen  Gliede)  sogar  ihre  Form  wechselt  Es 
ist   begreiflich,    daß   eine   mechanische   Verwirklichung   einer  solchen 

1)  P.  Somoff,  Über  Freiheitsgrade  kinematischer  Ketten.  Joom.  der  rasa. 
Phya.-Chem.  Ges.  1887  (rusaisch). 
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Vig.  9. 


Linie  überhaupt  schwer  zu  erreichen ,  in  einem  Gelenksysteme  aber^ 
welches  nur  einzelne  isolierte  Punkte  yeranderlicher  Systeme  enthalt, 
ganz  unmöglich  isi  Wir  müssen  daher,  wenn  zwei  benachbarte  Glieder 
keinen  gemeinschaftlichen  Punkt  haben  dürfen  oder  wenn  dieses  für 
das  kinematische  Paar  ungenügend  ist^  auf  eine  andere  Weise  die  Be- 
wegung dieser  Glieder  gegeneinander  begrenzen:  wir  können  einen 
Ponkt  zwingen  eine  unveränderliche  Linie  zu  beschreiben.  Eine  solche 
Linie  wird  nicht  mehr  aus  denselben  Punkten  des  veränderlichen 
Systems  bestehen,  da  sie  in  Bezug  auf  dieses  System  yeranderlich  ist; 
es  wird  aber  auch  durch  dieses  Mittel  ein  Freiheitsgrad  im  kinematischen 
Paare  und  zugleich  in  der  ganzen  Kette  vemichtet.  Als  einfachstes 
Mittel  dieser  Art  werden  wir  weiter  unten  Kurbeln  benutzen,  deren 
Drehpunkte  zweien  Teränderlichen  Gliedern  einer  Kette  angehören. 

22.  Mechanismus  L  Das  ähnlich -yeranderliche  Glied  A^  soll 
gegenüber  dem  unbeweglichen  Gliede  A^  einen  Freiheitsgrad  behalten; 
am  einfachsten  kann  das  dadurch  erzielt  werden,  daB  ein  Punkt  M^ 
des  Gliedes  A^  festgehalten  wird  und 
ein  anderer  seiner  Punkte,  Jf^,  eine  ge- 
gebene Linie  6^  zu  beschreiben  genötigt 
wird.  Vom  Gliede  A^y  welches  auch  nur 
einen  Freiheitsgrad  in  Bezug  auf  A^ 
haben  soll,  können  wir  voraussetzen, 
daB  es  mit  A^  einen  gemeinsamen 
Punkt  Jf  j  hat  und  daB  ein  andere 
Punkt  von  ihm,  Jf,,  eine  bestimmte 
Linie  im  Gliede  A^  beschreibt  Anstatt 
dessen  wollen  wir  aber,  dem  in  §  21 
Gesagten  gemaB,  die  Punkte  M^  und  M^ 

durch  eine  Kurbel  miteinander  verbinden.  Endlich,  damit  A^  gegen  A^ 
drei  Freiheit^pule  habe,  muB  man  das  Glied  A^  einer  Bedingung  in 
Bezug  auf  A^  unterwerfen;  wir  bewirken  das  dadurch,  daB  wir  einen 
Punkt  M^  des  Gliedes  A^  auf  einer  gegebenen  Linie  6^  führen.  Somit 
erhalten  wir  einen  Mechanismus,  der  in  Fig.  9  abgebildet  ist.  Die 
Gelenksysteme,  welche  die  ähnlich- veränderlichen  Glieder  A^  und  A^ 
darstellen,  sind  hier,  wie  auch  weiter  unten  bei  den  übrigen  Mecha- 
nismen, der  Einfachheit  wegen  durch  schraffierte  Dreiecke  dargestellt; 
in  Wirklichkeit  aber  sind  sie  viei^liedrige  Gelenksysteme  P. 

Es  kommt  alles  darauf  hinaus,  die  Abhängigkeit  der  Bahn  des 
Punktes  M^  von  den  gegebenen  Bahnen  tf ^  und  6^  zu  bestimmen.  Dazu 
baben  wir:  die  Gleichung  der  Linie  6^: 

(72)  /;K,yi)  =  o, 
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den  Zusammenhang  zwischen  den  Koordinaten  der  Punkte  M^  und  M[: 

,^3s  ^1  =  f(^  cos  y  -  yi  sin  y), 

yi-Z'C^siny  +  yiCOsy), 
wo  ^ 

/■  =  jy^jy*  —  consi,    y  —  ^  (Jfi  JlfoJIfi)  —  const 

ist,  die  Gleichung  der  Linie  6^: 

(74)  /•.(«,,  y.)-o, 

die  Koordinaten  yon  M^  in  Funktion  Ton  den  Koordinaten  der  Punkte 
M^  und  M^  nach  den  Formehi  (6)  ausgedrückt: 


(75) 


wo 


*•  »i'  +  «i  ' 


t;-i«(iif,jif,'jif,),  Ji-i«(jif;jif,jif,) 

bedeutet^  und  endlich,  da  die  Punkte  M^y  M^  durch  eine  Kurbel  Ton 
der  Lange  l  miteinander  verbunden  sind, 

(76)  (^-«.)»  +  (y,-yi)»-P-o. 

Die  Bahngleichung  des  Punktes  M^  wird  dann  durch  Elimination  Ton 
^f  Vif  ^19  vif  ^f  Vz  ^^^  ^^^  sieben  Gleichungen  (72),  (73),  (74),  (75) 
und  (76)  erhalten. 

Wenn  die  Linien  6^  und  6^  Geraden  sind,  so  beschreibt  der  Punkt 
Jf,  eine  Ellipse. 

28.  Mechamsmus  IL    Die  einfachste  Form  eines  solchen  Mecha- 
Pig.  10.  nismus  ist  die  folgende  (Fig.  10). 

Das  Glied  A^  hat  einen  in  der 
Ebene  festen  Punkt  Jf^,  und 
ein  anderer  seiner  Punkte,  Jf^, 
wird  genötigt  eine  gegebene 
Linie  6^  zu  beschreiben;  ein 
dritter  Punkt  M^  deseelben 
Gliedes  beschreibt  dann  eine 
Linie  <^,  die  der  Linie  6^  ahn- 
lich ist;  6^  und  tf,  haben  dabei 
den  Punkt  M^  zu  ihrem  Ähn- 
lichkeitepole.  Der  Punkt  M^ 
soll  zugleich  dem  Gliede  A^  angehören,  welches  somit  in  Bezug 
auf  A^  zwei   Freiheitegrade  behalt.    Es  möge  weiter  ein  Punkt  Jf^ 
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TOD  A^  in  der  Ebene  fest  sein,  was  der  Voransseiznng  entspricht^ 
daB  A^  zwei  Freiheitsgrade  in  Bezug  auf  Ä^  besitzt  Ein  dritter 
Punkt  M^  des  Gliedes  A^  wird  dann  eine  Linie  beschreiben,  welche 
der  Linie  6^  und  folglich  auch  der  Linie  6^  ähnlich  ist;  der  Ahn- 
lichkeitspol  Ton  tf|  und  6^,  der  Punkt  M^,  fällt  aber  mit  dem- 
jenigen der  Linien  6^  und  tf,  nicht  zusammen.  Der  Ahnlichkeitspol  C 
Ton  6^  und  6^  kann  durch  die  bekannte  Konstruktion  als  Durchschnitts- 
punkt  zweier  Kreise  gefunden  werden. 

Dieser  Mechanismus,  welcher  in  theoretischer  Beziehung  also  Ton 
keinem  Interesse  ist,  kann  aber  eine  praktische  Anwendung  finden:  er 
kann  nämlich  dazu  dienen,  eine  Linie  in  eine  ihr  ahnliche  zu  trans- 
formieren in  dem  Falle,  dafi  der  Ähnlichkeitspol  dieser  Linien  materiell 
nicht  Yorhanden  ist,  wenn  also  der  gewöhnliche  Pantograph  oder  Pla- 
giograph  nicht  ausreicht  Das  kommt  vor,  wenn  das  lineare  Verhältnis 
beider  Linien  nur  wenig  yon  Eins  yerschieden  ist  und  diese  Linien 
paraOel  zu  einander  sind  oder  nur  wenig  von  einer  solchen  Lage  ab- 
weichen, und  wenn  also,  in  eiaem  Mechanismus,  die  Geschwindigkeiten 
entsprechender  Punkt  einer  ähnlichen  Forderung  genügen  sollen. 

Eine  andere  Form  des  Mechanismus  11  ist  in  der  Fig.  11  ab- 
gebildet Das  Glied  A^  hat  einen  festen  Punkt  Mq^  und  ein  anderer 
Punkt  Yon  ihm, 
Jfi,  beschreibt  eine 
gegebene  Linie  tf^; 
A^  hat  auch  einen 
festen  Punkt  M;^ 
nnd  behält  g^en 
A^  zwei  Freiheits- 
gnde  dadurch,  daß 
zwei  seiner  Punkte, 
lfi  und  M^,  mit 
zweien  Punkten, 
Jfi  und  M[y  von 
ili  durch  feste  Kur- 

beh  {,  V  yerbunden  sind.  Die  Bewegung  des  Punktes  M^  wird 
dann  in  eine  andere  bestimmte  Bewegung  des  Punktes  M^  trans- 
formiert Analytische  Beziehungen,  welche  diese  Transformation  be- 
stimmen, können  leicht  auf  dieselbe  Weise  zusammengestellt  werden, 
wie  es  in  §  22  gezeigt  wurde.  Es  sollen  nur  folgende  spezielle  Fälle 
angef&hrt  werden. 

Wenn  JU^Üfj  »  -^o-^u  -^o-^t  "="  ^o^i  ^^^  2 »  T  genommen  ist, 
10  beschreibt  bei  der  Bewegung  des  Punktes  M^  auf  einem  kleinen 
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Kreise  der  Paukt  M^  in  entgegengesetzter  Richtung  eine  geschlosBene  Kurve 
vierter  Ordnung,  die  sich  nur  wenig  von  einem  Eüreise  unterscheidet 
Wenn  der  Punkt  M^  die  Gerade  MqM^  und  abo  M^  die  Gerade 
MqM[  beschreibt,  so  beschreiben  die  Punkte  M^  und  M^  auch  gerade 
Linien  MlM^  und  JtfgJlf^;  wenn  dabei  die  Punkte  M^  M[  sich  dem 
Punkte  Mq  nahem,  so  entfernen  sich  die  Punkte  M^,  M^  vom  Punkte 
Mq,  und  umgekehrt;  die  Kurbeln  l  und  V  vollführen  dann  elUptisdie 
Bewegungen. 

24.  Mechanismus  IIL    Bei  ihm  sind  die  beiden  Überschüsse  der 
Freiheitsgrade  in  einem  kinematischen  Paare  {A^A^  vereinigt,  d.  h.  Ä^ 

hat  in  Bezug  auf  ^,  und 
-.  ,  umgekehrt,  drei  Freiheits- 

*^'  grade,  wahrend  die  übrigen 

zwei  Paare,  {A^A^  und 
{A^A^y  bestimmte  sind. 
Wir  werden  uns  wieder 
auf  den  einfachsten  Fall 
eines  solchen  Mechanismus 
beschranken.  Es  sei  der 
Punkt  M^  des  Gliedes  A^ 
xmbeweglich  (Fig.  12),  wah- 
rend ein  anderer  Punkt  M^ 
desselben  eine  gegebene 
Linie  6^  in  der  festen 
Ebene  beschreibt;  ebenso 
soll  ein  Punkt  M'^  des 
Gliedes  A^  unbewq^ch 
sein  und  ein  anderer  Punkt  Jlf,  eine  g^ebene  Linie  zu  beschreiben 
genötigt  werden.  Die  Punkte  M[y  M^  der  Glieder  A^,  A^  sind  durch 
eine  Kurbel  mittelst  Drehpaamngen  miteinander  verbxmden,  wodurch 
Bwei  Überschüsse  von  Freiheitsgraden  in  dem  kinematischen  Paare 
(^i^i)  übrig  bleiben. 

Sin  solcher  Mechanismus  kann  von  Nutasen  sein,  wenn  bei  der 
Konstruktion  eines  Gelenkmechanismus  auf  einer  Seite  einer  festen 
Ebene  (t,  B.  auf  einem  ReiBbrette)  die  festen  Achsen  einiger  von  den 
GUedem  des  Mechanismus  demselben  nicht  erlauben  volle  umlaufe  aus- 
suftlhren  —  ein  Fall,  welcher  schon  bei  einem  gewöhnlichen  Kurbd- 
Viereck  SAimts  vorkommt  Der  betrachtete  Mechanismus  erlaubt  ein 
pc9«^^mf$  (M^tJiSjfskm  so  im  Teile  m  seaiegmy  daß  jeder  derselben  seine 
Bmfifmig  rabifjr  jm  dm  umdem  Mkott,  sAer  dabei  nidii  mdir  gehindert 
mird  aUe  ihm  geomrtrisck  mägli(hen  Lagen 
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Fig.  IS. 


Beispiebhalber  woUen  wir  diese  Bemerkung  auf  das  Galloway- 
8che  Eurbelyiereck  BiB^B^B^  (Fig.  13)  anwenden.    In  diesem  Mecha- 
nismus sind  die  angrenzenden  Glieder  paar- 
weise  gleieh,   B^  »  B^,  B^  »  B^,  und  das 
feste  Glied  ist  das  kleinere;   dann  dient  es 
als  ein  Drehirngsverdoppler.    Wenn  die  bei- 
den Glieder  B^,  B^  ikre  Drehpaarungen  in 
emer  und  derselben  Ebene  enthalten,  so  ist 
eine  stetige  Drehung    dieser   Glieder   nicht 
möglich^  da  es  solche  Lagen  gibt,  in  welchen 
die  Drehpaarungen  dieser  Bew^ung  hinder- 
lich werden.     Der  Medianismus  IQ  erlaubt, 
das  Gallowaysche  EurbelYiereck  so  zu  zer- 
legen, daB  die  Glieder  B^  und  B^  Tom  Gliede  B^  abgetrennt  sich  be- 
wegen,   wahrend    die    relatiTe  Bewegung    aller  drei   Glieder  dieselbe 


Fig.  14. 


bleibt  Zu  diesem  Zwecke  muß  man  die  Punkte  M^  und  Jf,  des 
Meehanismus  III  mittelst  zweier  Kurbeln  auf  Kreisen  f&hren  (Fig.  14). 
Die  Mittelpunkte  C  und  D,  sowie  die  Radien  r^  und  r,  dieser  Kreise 
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können  durch  eine  einfache  Eonsbiiktion  so  bestimmt  werden^  daB  die 
Gerade  M^M^,  deren  Punkte  Jlf^Jlf^  in  Folge  der  Ähnlichkeitstrans- 
formation  ebaifaÜB  Kreise  beschreiben,  eine  mit  dem  Gliede  JB^  des 
gegebenen  Gallowayschen  Eurbelvierecks  identische  Bewegung  toU- 
fahrt.    In  der  Fig.  14  ist 

genommen;  dann  ist 

^1  "■  Ai  ^«  ="  -SB- 
Natürlich  müssen  die  beiden  ähnlich-veränderlichen  Dreiecke  groB  ge- 
nug genommen  werden,  damit  keiner  von  den  festen  Drehpunkten 
Mq^  M^  den  vollen  Kreisbewegungen  der  Punkte  M^f  M[f  M^,  Jtf^ 
hinderlich  wird.  AuBerdem  müssen  die  Drehpaarungen  so  ausgeführt 
sein,  daB  das  Glied  M[M'^  über  einem  der  ahnlich-yeriaiderlichen  Drei- 
ecke und  unter  dem  anderen  sich  hinbewegen  kann. 

Das  in  dem  obigen  Beispiele  gezeigte  Ziel  kann  auch  ohne  ähnlich- 
veränderliche   Systeme    erreicht    werden,    indem    man   zwei   gelenkige 

Parallelogramme  benützt  Die 
Koppel  eines  solchen  Gelenk- 
vierecks hat  bekanntlich  eine 
fortschreitendeKreisbewegung; 
und  man  kann  in  den  Koppeln 
zweier  solcher  Parallelogramme 
solche  Punkte  nehmen,  die 
genügend  weit  entfernt  von 
allen  Drehpaarungen  bleiben, 
und  durch  eine  Verbindung 
dieser  Punkte  miteinander 
durch  eine  Kurbel  eine  solche 
Bewegung  für  dieselbe  erhalten,  wie  sie  von  der  Koppel  eines  ge- 
gebenen Kurbelvierecks  ausgeführt  wird.  Der  Mechanismus  Dl  hat 
aber  nicht  den  Nachteil,  welcher  beim  gelenkigen  Parallelogramme 
auftritt,  daB  derselbe  sich  in  ein  Antiparallelogramm  verwandeln  kann, 
und  hat  auBerdem  folgenden  Vorzug:  wollten  wir  die  relativen  Langen 
der  Glieder  eines  Kurbelvierecks  ändern,  so  müBte  man  die  Lagen  von 
vier  Drehpaarungen  und  die  Längen  von  vier  Kurbeln  der  beiden  HilÜEi- 
Parallelogramme  wechseln,  während  bei  dem  Mechanismus  III  die  Ab- 
änderung nur  von  zweien,  die  Punkte  M^  und  üf,  führenden  Kurbeln 
genügt. 

85.  Mechanismus  IV.    Er  hat  einen  ÜberschuB  der  Freiheitsgrade 
in  den  Paaren  (A^Ä^)  und  (Ä^Ä^)-    Die  einfachste  Art  eines  solchen 
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MedumismiiA  erhSLt  man,  indem  man  je  einen  Punkt  der  Glieder  A^ 
und  A^  ia  der  Ebene  festhalt  und  das  kinematische  Paar  (A^A^)  so 
eiiuichtet,  wie  es  beim  Mechanismns  I  gezeigt  wurde.  Wir  erhalten 
somit  ein  G^lenksystem,  welches  als  ein  Eurbelviereck  BEFDB 
(Fig.  15)  betrachtet  werden  kann,  bei  dem  die  beiden  Kurbeln  durch 
ahnlich-yeranderliche  Systeme  ersetzt  sind  und,  um  die  dadurch  er- 
scheinenden zwei  Über- 
sehüsse  von  Freiheits- 
gmden  zu  tilgen,  diese 
beiden  Systeme  noch 
durch  eine  Drehpaarung 
G  miteinander  verbun- 
den sind.  Mn.Ti  kann 
übrigens  leicht  einsehen, 
daB  dann  der  Punkt  C 
immer  einen  Kreis  be- 
schreibt Die  Koordi- 
naten von  E  und  F 
werden  nämlich,  nach 
der  Eigenschaft  des  ähn- 
lich-veränderlichen Sy- 
stems, durch  die  Koor- 
dinaten von  C  linear 
ausgedrftckt  Wenn  wir 
die  Koordinaten  des 
letzteren  Punktes  in  die 
Gleichung,  welche  die 
Unveranderlichkeit  der 
Entfernung  EF  aus- 
drAckty  einsetzen,  so  er- 
halten wir  eine  Gleich- 
mig  zweiten  Ghrades,  die 
sidi  als  eine  Ereis- 
{^iehung  erweist.  Dieses 

kann  übrigens  leicht  auch  auf  geometrischem  Wege  gefunden  werden. 
Die  Punkte  E  und  F  beschreiben  Linien,  die  der  Bahn  des  Punktes 
C  ahnlich  sind  und  zu  ihren  Ähnlichkeitspolen  mit  der  letzteren  die 
Punkte  B  und  D  haben;  ihre  Geschwindigkeiten  sind  derjenigen  des 
Punktes  C  proportional;  daher  sind  die  Bahnen  von  E  und  F  ebenfalls 
Kreise  und  werden  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit  durchlaufen. 
Die  Badien  r^,  r,    der  von    den    Punkten  E  und   F  beschriebenen 


Fig.  17. 
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Fig.  18. 


Kreise  verhalten  sich  zum  Badins  des  Kreises  von  C,  wie  BE  zu  BC  und 
DFzvL  BC\  und  wenn  man  beachtet,  daß  r^  und  r,  im  allgemeinen  nicht 
gleich  sindy  andererseits  aber  die  Entfernung  EF  konstant  bleibt,  so  mufi 
man  daraus  schließen,  daß  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  zusammen 
fallen,  d.  h.  die  Gerade  EF  dreht  sich  einfach  um  einen  festen  Punkt. 
26.  Ahänderungen  der  Mechanismen  I,  II,  III  und  IV.  In  allen 
oben  beschriebenen  Mechanismen  sind  diejenigen  kinematischen  Paare, 

welche  einen  Überschuß 
von  Freiheitsgraden  enir 
halten  und  die  an  das 
unbewegliche  Glied  der 
Kette  sich  anschließenden 
Glieder  mit  dem  letzteren 
verbinden,  durch  feste 
Drehpaarungen  beige- 
stellt. An  Stelle  dieses 
Bewegungszwanges  kann 
auch  ein  anderer  treten; 
z.  B.  kann  man  die  For- 
derung aufisteUen,  daß  zwei  Punkte  eines  solchen  Gliedes  gegebene 
Linien  in  der  festen  Ebene  beschreiben.  Werden  fBr  diese  Linien 
Kreise  genommen,  so  können  wir,  um  ein  kinematisches  Paar  mit  einem 

Überschusse  der 
Freiheitsgrade  zu 
bekommen,  zwei 
Punkte  des  ähn- 
lich-verander- 
liehen  Gliedes 
durch  zwei  Kur- 
beln mit  festen 
Drehpunkten  ver- 
binden. 

Diese  AImui- 
denmgen  der  Me- 
chanismen kann  man  als  solche  kinematische  Ketten  betrachten,  welche  ge- 
lenkige Vierecke  enthalten,  von  denen  aber  einige  Glieder  veranderUch  sind. 
Zur  Erlioterong  wollen  wir  das  Gesagte  auf  den  Mechanismos  lY 
anwenden.  Man  kann  sich  zwei  Arten  von  Mechanismen  mit  solcher 
Ab&nderung  vorstellen:  1)  solche,  bei  denen  das  eine  von  den  Paaren 
(^itj),  {A^A^  auf  diese  Weise  abgeändert  ist,  und  2)  solche,  bei 
welchen  dieses  in  den  beiden  genannten  Faarai  geschehen  isk     Das 


Pig.  19. 
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ergibt  die  in  den  Figuren  16  und  17  abgebildeten  MechaniBmen.  In 
dem  ersten  von  ihnen  haben  die  Vierecke: 

BM^M  C  zwei  veränderliche  Glieder ^ 

AM[MC    „ 

AM[M^B  ein  veränderliches  Qlied, 

AM[M^C    y,  „  „    . 

Der  zweite  Mechanismus  enthält  drei  gelenkige  Vierecke:  AM[M^B 
und  CM'^M^Df  in  welchen  das  mittlere  Glied  veränderlich  ist,  und 
ein  gewöhnliches  Eurbelviereck  CM[M[^, 

27.  Die  Mechanismen  V,  VI  und  VII.  Diese  Mechanismen  können 
auch  von  dem  eben  gezeigten  Standpunkte  aus  betrachtet  werden.  Die 
ersten  zwei  derselben 
(Fig.  18  nnd  19)  stellen 
gelenkige  Vierecke  mit 
drei  veränderlichen  Glie- 
dern dar.  Da  ein  solches 
Viereck,  wenn  seine 
Glieder  nur  durch  Dreh- 
paanmgeoi  miteinander 
verbunden  werden,  drei 
überschüssige  Freiheits- 
grade hat,  so  müssen  die- 
selben getügt  werden, 
was  auf  verschiedene  Weise  erreicht  werden  kann.  Im  Mechanismus  V 
(Fig.  18)  wird  ein  Punkt  M^  des  Gliedes  Ä^  auf  einer  gegebenen 
Linie  ö^  geführt  und  die  Glieder  A^  und  A^  sind  mit  dem  Gliede  A^ 
durch  Koppeln  verbunden.  Im  Mechanismus  VI  (Fig.  19)  werden  die 
Punkte  M^  und  M^  der  Glieder  A^,  A^  genötigt,  gegebene  Linien  zu 
beschreiben  und  die  Glieder  A^  und  A^  sind  durch  eine  Koppel  verbunden. 

Man  kann  diese  drei  Freiheitsgrade  auch  dadurch  wegnehmen,  dafi 
man  in  jedem  der  Glieder  ^,  A^,  A^  einen  Punkt  in  der  festen  Ebene 
auf  einer  gegebenen  Linie  fahrt;  dadurch  wird  aber  eine  Verbindung 
des  mittleren  Gliedes  A^  mit  dem  festen  Gliede  A^  eingeführt  und  die 
kinematische  Kette  hört  dann  auf,  eine  einfache  Kette  zu  sein  (§  19). 

Der  Mechanismus  VII  stellt  eine  vollständige  aus  ähnlich-veränder- 
lichen Gliedern  gebildete  Kette  dar.  Eine  solche  Kette  ist  in  der  ein- 
fachsten Form  in  Fig.  20  gezeichnet.  Die  Mannigfaltigkeit  solcher 
Ketten  wird  durch  die  Form  der  vier  ahnlich-veränderUchen  Dreiecke, 
die  Entfernung  der  festen  Drehpunkte  im  Gliede  ^,  die  Längen  der 
Koppeln  und  durch  die  Form  der  führenden  Linien  6i,  6^  bedingt 
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Über  die  Benennimg  nnd  kinematlsclie  ünterscheidimg 

der  versclüedenen  Arten  von  Enrrenpimkten  sowie  tber 

Ertlmnnmgen  und  Windungen  verscMedener  Ordnnng. 

Von  B.  Mrhmke  in  Stuttgart 

Bezüglich  der  singolaren  Punkte  ebener  und  raumliclier  Eurren 
hat  mir  die  Einsichtnahme  in  den  von  Herrn  y.  Mangoldt  verÜELfiten 
Abschnitt  über  die  Anwendung  der  Differential-  und  Litegralrechnung 
auf  Geometrie  in  der  Encyklopadie  der  mathematischen  Wissenschaften 
(in,  D  1,  2f  insbes.  Nr.  3, 19,  29)  und  in  die  einschlagigen  Arbeiten, 
die  dort  wie  auch  in  der  ^^Allgemeinen  Theorie  der  Eurren  doppelter 
Erümmung*'  von  W.  Schell  (2.  Aufl.,  Leipzig  1898,  S.  13—17,  39) 
angefBhrt  sind,  gezeigt,  da£  es  für  die  acht  Ebuptarten  von  Punkten 
bei  Baumkurren,  ja  sogar  für  die  einfachste  Art  von  Punkten  bei 
ebenen  Eurren,  zu  welcher  Art  der  gewöhnliche  Eurvenpunkt  gehOrt, 
an  passenden  Namen  ^mzlich  fehlt.  Dies  veranlaBt  mich,  hier  Kamen 
vorzuschlagen,  die  ich  seit  etwa  20  Jahren  in  meinen  Vorlesungen 
benütze  und  die  auch  die  Billigung  des  verstorbenen  Chr.  Wiener, 
dem  ich  sie  in  den  80  er  Jahren  mitteilte,  gefunden  haben.  Im  Streben 
nach  einfacher  und  anschaulicher  Darstellung  und  zugleich  im  Hinblick 
auf  Anwendungen,  die  ich  in  späteren  Veröffentlichungen  zu  machen 
beabsichtige,  bediene  ich  mich  bei  den  angeschlossenen  analytischen 
Untersuchungen,  deren  Ergebnisse  ich  ebenfedls  wiederholt  in  Vor- 
lesungen entwickelt  habe,  der  Ausdrucksweise  der  Einematik,  wenigstens 
des  Begriffes  der  Geschwindigkeiten  verschiedener  Ordnung.  Der  Ge- 
danke, die  Begriffe  Erümmung  und  Windung  in  der  in  §  8  gezeigten 
Weise  zu  verallgemeinem,  auf  den  ich  durch  kinematische  Fragen  ge- 
führt worden  bin,  scheint  mir  auch  für  die  reine  Oeometrie  von  Be- 
deutung zu  sein  (vgl.  die  Anmerkung  auf  S.  82).  Der  verallgemeinerte 
Erümmungsbegriff  ist  bereits  von  Herrn  B.  Müller,  dem  ich  im 
März  1897  den  fraglichen  Gedanken  mitgeteilt  hatte,  in  einer  kine- 
matischen Arbeit  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  48  (1902),  S.  208—219, 
mit  Erfolg  angewendet  worden. 

§  1.    Namen  für  die  vier  bezw.  acht  Hauptarten  von  Punkten  bei 
ebenen  bezw.  räumlichen  Kurven. 

Zu  der  Erkenntnis,  daB  bei  den  ebenen  Enrven  vier,  bei  den 
Raumkurven  acht  Hauptarten  von  Punkten  unterschieden  werden  müssen, 
gelangt  man  wohl  am  leichtesten  auf  die  folgende  Weise.    Betrachten 
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wir  die  Euire  als  Bahn  eines  bewegten  PnnkteS;  dann  können  wir  von 
der  zu  tmteTsuchenden  Stelle  aus  in  zwei  Bichtnngen,  vorwärts  und 
rückwärts,  anf  der  Kurve  weitergehen.  Bei  einer  ebenen  Kurve  wird 
die  ganze  Ebene  durch  die  zu  jener  Stelle  gehörige  Tangente  der  Kurve 
imd  irgend  eine  Sekante  (z.  B.  die  Normale)  in  vier  Quadranten  ge- 
teilt Bezeichnet  man  ab  den  ersten  Quadranten  immer  den;  in  welchen 
man  beim  Vorwärtsschreiten  auf  der  Kurve  zunächst  gelangt,  so  wird 
man  beim  Bückwärtssehreiten  in  irgend  einen  der  vier  Quadranten 
kommen,  was  vier  Fälle  gibt.  Die  bei  einer  Baumkurve  möglichen 
acht  Falle  entspringen  ähnlicherweise  dem  Umstände,  daS  durch  die 
Schmi^ungsebene  der  Kurve,  eine  von  ihr  verschiedene,  aber  die 
Tangente  enthaltende  Ebene  (z.  B.  die  rektifizierende  Ebene)  und  eine 
beliebige  durch  den  Punkt  gehende,  die  Tangente  nicht  enthaltende 
Ebene  (z.  B.  die  Normalebene)  der  Baum  in  acht  Oktanten  zerlegt  wird.  ^) 
Was  nun  zuerst  die  Benennungen  bei  ebenen  Kurven  betrifit,  so 
habe  ich  in  dieser  Zeitschrift  Band  35  (1890),  S.  4  den  Namen 
EinsdipunU  ffir  alle  die  Punkte  vorgeschlagen,  bei  denen  (wie  beim 
gewöhnlichen  Punkt)  die  Kurve  in  der  Nähe  des  betreffenden  Punktes, 
ohne  hier  eine  Bückkehrstelle  zu  haben,  auf  einer  und  derselben  Seite 
der  Tangente  bleibt  (Fig.  1).  Dieser  Name  sollte  den  Gegensatz  zum 
Wendepunkt   (Fig.   2)   ausdrücken,  bei  welchem   sich   die  Kurve  von 


Vig.  1. 


»ig.  2. 


Fig.  8. 


Fig.  4. 


Wendepunkt. 


Schnabel. 


einer  Seite  der  Tangente  nach  der  andern  wendet  —  wieder  ohne  daß 
eine  Bückkehrstelle  vorhanden  wäre.  Weil  mir  inzwischen  kein  besserer, 
überhaupt  kein  anderer  Name  bekannt  geworden  ist,  behalte  ich  den- 
selben bei,  ebenso  behalte  ich  bei  die  Namen  Spitze  f&r  den  Bückkehr- 
ptmkt  erster  Art  (Fig.  3)  und  Schnabd  für  den  Bückkehrpunkt  zweiter 
Art  (Fig.  4),  worin  ich  z.  B.  mit  B.  Gugler  (Lehrbuch  der  deskriptiven 
Geometrie,  4.  Aufl.,  Stuttgart  1880,  S.  180)  übereinstimme.    Den  Bück- 


1)  Im  wesentlichen  denselben  Gedanken  finde  ich  bei  F.  Klein,  Anwendung 
der  Differential-  und  Integralrechnang  auf  Qeometrie,  Leipzig  1902,  S.  438  nnd 
4S9,  angewendet. 
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kehrpmikt  zweiter  Art  ^^chnabelspitze^  statt  kurz  Schnabel  zu  nennen, 
ist  deshalb  nnzweckmäßig,  weil  man  dnrch  die  Benützung  eines  zu- 
sammengesetzten Wortes  in  diesem  einen  Falle  sich  der  Möglichkeit 
beraubt,  fUr  die  Banmknirenpunkte  in  einÜEbcher  Weise  Namen  zu 
bilden;  das  Wort  Spitze  in  gleicher  Bedentong  wie  Bückkehrpnnkt  (statt 
nur  fBr  den  Rückkehrpunkt  erster  Art)  zu  gebrauchen,  was  manche 
tun,  verbietet  sich  nach  Annahme  des  Wortes  Schnabel  von  selbst. 

Bezüglich  der  scheinbaren  Gestalt  einer  Raumkurve  in  der  Nahe 
irgend  eines  ihrer  Punkte  sind  bekanntlich^)  die  drei  FSHe  zu  unter- 
scheiden, ob  das  Auge  sich  in  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes, 
d.  h.  nicht  in  der  zu  jener  Stelle  gehörigen  Schmiegungsebene  befindet 
—  ich  spreche  in  diesem  Falle  vom  gewöhnlichen  Anblick  der  fraglichen 
Eurrenstelle  —  oder  ob  das  Auge  in  der  Schmiegungsebene  liegt, 
aber  nicht  in  der  Tangente,  oder  endlich  in  der  Tangente,  in  welch' 
letzterem  Falle  ich  vom  Tangentena/nblick  der  Eurvenstelle  spreche.  Nimmt 
man  im  Anschluß  an  die  bekannten  acht  Modelle  von  Chr.  Wiener,  die 
(mit  unwesentlichen  Änderungen)  in  den  Figuren  5 — 12  paraUelperspek- 
tiyisch  dargestellt  sind,  die  Tangente  der  Kurve  im  betrachteten  Punkt  zm- 
rr-Achse,  die  Hauptnormale  zur  y-Achse,  die  Binormale  zur  jer-Achse,  die 
Grundrißtafel  parallel  der  xy-  oder  Schmiegungs-Ebene,  die  Aufrißtafel 
parallel  der  xg-  oder  rektifizierenden  Ebene,  die  Seitenrißtafel  parallel 
der  ye-  oder  Normal-Ebene,  dann  zeigt  der  Grundriß  den  gewöhnlichen 
Anblick  der  Eurvenstelle,  der  Seitenriß  den  Tangentenanblick,  während 
der  Aufriß  dem  Anblick  der  Eurvenstelle  entspricht,  den  sie  beim  Be- 
trachten aus  einem  beliebigen,  d.  h.  nicht  in  der  Tangente  befindlichen 
Punkte  der  Schmiegungsebene  darbietet  Ich  bezeichne  nun  die  acht 
Hauptarten  von  Raumkurvenpunkten  durch  zusammengesetzte  Worter, 
wobei  mir  der  gewöhnliche  Anblick  das  Qrundwortj  der  TangenienafMick 
die  nähere  Bestimmung  liefert.  Für  die  Beschreibung  der  einzelnen 
Falle  ist  es  noch  zweckdienlich,  den  Achsen  und  Tafeln  die  übliche 
Stellung  zu  geben,  so  daß  die  +  ^Achse  von  links  nach  rechts,  die 
+  j^Achse  von  hinten  nach  vom,  die  +  ier- Achse  von  unten  nach  oben 
geht.  Dann  lassen  sich  die  Oktanten  durch  die  Beiwörter  rechts  bezw. 
links,  vom  bezw.  hinten,  oben  bezw.  unten  unterscheiden,  oder  (weniger 
anschaulich,  aber  für  analytische  Untersuchungen  zweckmäßiger)  durch 
die  Vorzeichen  der  Eoordinaten  der  in  ihnen  befindlichen  Punkte,  so 
daß  bei  x  das  Vorzeichen  +  rechts  bedeutet,  das  Vorzeichen  ->  links 
usw.    Man  erhalt  auf  diese  Weise  für  die  acht  Arten  von  Eurvenpunkten 


1)  S.  z.  B.  H.  Fine,   On  the  singolarities  of  curves  of  donble  curvatore, 
DisB.  Leipzig  1886  =  Am.  J.  Math.  8  (1886),  p.  166. 
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Zeichenverbindiuigen,  die  weder  mit  den  von  Staudt  (Geometrie  der 
Lage,  S.  113f.)y  noch  mit  den  von  Chr.  Wiener  (diese  Zeitsclirift, 
Bd.  26,  1880,  S.  95 f.)  benützten  übereinstimmen,  die  mir  jedoch  für 
die  Anwendungen  am  geeignetsten  zu  sein  scheinen. 

Die  Kurve  sei  in  solche  Lage  gebracht,  daß  man  beim  „Vorlauft, 
d.  h.  wenn  man  vom  betrachteten  Punkt  aus  in  der  Kurve  vorwärts 
schreitet,  in  den  Oktanten  rechts-vom-oben  (+  +  +)  kommt.    Als 

L  FaU  werde  der  untersucht,  in  welchem  der  „Rücklauf^  in  den 

Oktanten  links-vom-unten  ( 1 — )  führt  (s.  Fig.  5).     Der  (nach  dem 

Obigen  aus  dem  Gfrundriß  zu  ersehende)  gewöhnliche  Anblick  ist  hier 
der  eines  Einseitpunktes,  denn  im  Grundriß  haben  wir  beim  Bücklauf 
eine  Bewegung  nach  links  vom.  Der  Tangentenanblick  —  nach  dem 
Früheren  aus  dem  Seitenriß  zu  erkennen  —  ist  der  einer  Spitze,  weil 


Fig.  5. 


Fig.  6. 


OjZr 


( 1 ).    SpitzeneinBeitpaiikt. 


( 1 — |-).    Schnabelemseitponkt. 


die  Kurve  im  Seitenriß  beim  Rücklauf  nach  vom  unten  gehi  Daher 
ist  gemäß  den  oben  für  die  Namengebung  aufgestellten  Grundsätzen 
hier  von  einem  SpUgeneinseUpunkt  zu  sprechen.  Wie  der  Au£dß  zeigt, 
erblickt  man  beim  Betrachten  der  Kurvenstelle  aus  einem  nicht  in 
der  Tangente  befindlichen  Punkt  der  Schmi^ungsebene  einen  scheinbaren 
Wendepunkt.  Zu  diesem  Fall  gehören  außer  dem  gewöhnlichen  Kurven- 
punkt noch  zahlreiche  singulare  Punkte  (s.  §  6),  weshalb  es  nicht 
angeht,  einen  Spitzeneinseitpunkt  schlechtweg  als  gewöhnlichen  oder 
regulären  Kurvenpunkt  zu  bezeichnen,  wie  das  häufig  geschiehi 

2.  FaU:   Bücklauf  nach  links  vom   oben   ( f-  +)   (s.   Fig.   6). 

Gewöhnlicher  Anblick  der  eines  Einseitpunktes,  Tangentenanblick  der 
eines  Schnabels,  folglich:  SdinabdeinseüputüU,  Erscheint  von  der 
Sduniegungsebene  (nicht  Tangente)  aus  gesehen  als  Einseitpunkt. 

8.  Fall:  Bücklauf  nach  links  hinten  oben  ( h)  (s.  Fig.  7). 

Gewöhnlicher  Anblick:  Wendepunkt;  Tangentenanbhck:  Einseitpunkt, 
deshalb  Einseihoendqmikt.     Dieser  Name   paßt  in  sofern  recht  gut, 

ZaMwhrifl  f  MAthemAtUc  n.  Phyiik.  49.  Band.  190S.  l.Heft.  5 
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als  die  Kurve  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Schmiegungsebene  bleibt 
Erscheint  von  der  Schmiegungsebene  aus  gesehen  als  Einseitspunki 

4«  Fall:   Rücklauf  nach  links  hinten  unten  ( )  (s.  Fig.  8). 

Dieser  Fall  ist  dadurch  ausgezeichnet^  daß  der  Punkt  unabhängig  von 
der  Lage  des  Auges  immer  als  Wendepunkt  erscheint.    Ich  gebe  ihm 


Fig.  7. 


Fig.  8. 


m 


( 1-).    Einseitwendepnnkt. 


( ).    Echter  Wendepunkt. 


deshalb  den  Namen  echter  Wendepunkt,  statt  „Wende-Wendepunkt^,  wie 
er  in  Befolgung  des  früheren  Ghrundsatzes  eigentlich  zu  nennen  wäre. 

6.  Pall:  Rücklauf  nach  rechts  hinten  oben  (H h)  (b.  Fig.  9). 

QewShnlicher  Anblick:  Spifae;  Tangentenanblick:  Einseitpunkt,  folglich 


Fig.r 


Fig.  10. 
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(+ ),   WendespitK. 


KiHmt^Htjft^  ein  die  Sache  trefiender  Name,  da  die  Spitie  auf  einer 
und  derw^lbtui  Seite  der  SchmiegungBebene  liegt  Erscheint  von  der 
Sohuui^\ui)t»el>ene  aus  gesehen  als  Schnabel 

e.  Fall:  Rücklauf  uacb  rechta  hinten  unten  (+ )  (s.  Fig.  10). 

Mewi^hulioher  Anblick:  Spitae;  TWigentttanUick:  Wendepunkt,  somit 
HVMifrv^Mfl>t;  in  ÜWnnnutinuuong  damit«  daB  die  Spitse  sich  von  einer 
Seih^  der  Sohnue|tuu|X»ebt>iie  nach  der  anden  woidei.  Erscheint  aus 
einein   lH^liebi>ieu  INinkt  der  Schmiegung^betie  betrachtet  als  Spitze. 
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7.  FaU:  Rücklanf  nach  rechts  Yom  ernten  (+  H — )  (s.  Fig.  11). 
Gewöhnlicher  Anblick:  Schnabel;  Tangentenanblick:  Spitze;  deshalb 
SpUeenschnabd.  Anblick  ans  einem  beliebigen  Punkt  der  Schmiegnngs- 
ebene:  Spitze. 

8.  FaU:  Rücklanf  nach  rechts  vom  oben  (+  +  +)  (s.  Fig.  12). 
Dieser  FaU  zeichnet  sich  wie  der  vierte  dadurch  aus,  daß  immer  der- 


Fig.ll. 


Fig.  IS. 


(4-  H ).    Spitzenschnabel. 


(+  4-  +).    Echter  Schnabel. 


Pig.  18. 


selbe  Anblick  sich  darbietet,  nämlich  der  eines  Schnabels,  wo  auch 
das  Auge  sich  befinden  mag.  Ich  wähle  deshalb  den  Namen  echter 
Seh$uM  (statt  ^.Schnabel-Schnabel'O. 

Diese  Zusammenstellung  hat  gezeigt,  daß  es  bei  den  Baumkurven  je 
zwei  Arten  von  Einseitpunkten,  Wendepunkten,  Spitzen  und  Schnäbeln  gibt. 

Es  ist  beachtenswert,  daß  die  Gestalt  eines  Baumkurvenpunktes 
aus  dem  Namen  mit  Sicherheit  abgeleitet  werden  kann.  Nehmen  wir 
zum  Beispiel  die  Wendespitze.  Man 
zeichne  zuerst  (&  Fig.  13)  im  Ghrund-, 
Auf-  und  Seitenriß  die  Koordinaten- 
achsen  und   den  yorwärtslaufenden 

Teil   der   Kurve  —   in    der  Figur     

ToU  ausgezogen  —  der  immer  nach 
rechts  vom  oben  gehen  und  im 
Gfrund-  und  Aufriß  die  o^-Achse,  im 
SeitemiB  die  y-Achse  berühren  muß. 
Nun  zeichne  man  den  rückwärts- 
laufenden Kurventeil  (in  der  Figur 

punktiert)  so  ein,  daß  er  mit  dem 

Tonrartslaufenden  Teil  gemeinsame 

Tangente  erhalt  und  daß  im  Grundriß 

dem  gewohnlichen  Anblick  entsprechend  eine  Spitze,  im  Seitenriß  dem 

Tangentenanblick  entsprechend  ein  Wendepunkt  entsteht.     Man  sieht 


^~ 
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dann  aus  diesen  beiden  Bissen^  daß  man  beim  Rücklauf  in  den  Oktanten 
rechts  hinten  unten  kommt,  wonach  sich  der  Aufriß  ei^anzen  laBi 

Den  Figuren  5 — 13  ist  ein  linkshändiges  (französisches)  Koordinaten- 
system zu  Grunde  gelegt.  Wählte  man  statt  dessen  ein  rechtshändiges 
(englisches)  Koordinatensystem,  so  würde  jede  der  dargestellten  Formen 
sich  in  ihr  Spiegelbild  bezüglich  der  a:y-Ebene  verwandeln.  Diese 
neuen  Formen  sind  jedoch  als  nicht  wesentlich  yerschieden  von  den 
ursprünglichen  anzusehen. 

§  2.    Analytische  Kennzeichen  der  verschiedenen  Arten  von 
Kurvenpunkten. 

Es  bezeichne  p  einen  beweglichen  Punkt^  der  eine  beliebige  Kurve 
beschreibt,  und  zugleich  die  Lage  des  Punktes,  in  deren  Nahe  die 
Gestalt  seiner  Bahn  untersucht  werden  soll.  Betrachten  wir  p  im 
Sinne  von  Möbius  und  Grassmann  als  Punkt  mit  der  unveriuiderlichen 
Masse  1,  dann  stellt  bekanntlich 

^         dt 

die  Geschwindigkeit  von  p  nach  Große  und  Richtung,  d.  h.  als  Vektor 
dar,  ebenso  ^^      ^%p 

die  als  Vektor  aufgefaßte  Beschleunigung  oder  Geschwindigkeit  2.  Ordnung, 
allgemein  ^^ 

seine  Geschwindigkeit  n-ter  Ordnung.^)  Wir  setzen  die  Gesdiwindigkeiten 
aller  Ordnungen  als  vorhanden  und  stetig  voraus.  Jedoch  seien  im 
Zeitpunkt  t,  welchem  die  Lage  p  entspricht,  beliebig  viele  der  Ge- 
schwindigkeiten gleich  Null,  und  die  Geschwindigkeit  niedrigster  Ordnung, 
welche  nicht  Null  ist,  habe  die  Ordnung  a.  Dann  ist,  wenn  p^^  die 
dem  Zeitpunkt  (t  +  Af)  entsprechende  Lage  des  bewegten  Punktes 
vorstellt,  nach  dem  Taylorschen  Satze: 


1)  Dasselbe  würde  gelten,  wenn  p  den  Träger  des  bewegten  Punktes  in 
Bezng  auf  einen  beliebigeh  festen  Ursprung,  d.  h.  den  Vektor  bezeichnete,  der 
seinen  Anfangspunkt  im  Ursprung,  seinen  Endpunkt  im  bewegten  Punkt  hat 

2)  Das  -f  bedeutet  natürlich  geometrische  Addition.  Nach  Grassmann 
ist  die  Summe  eines  Punktes  von  der  Masse  1  und  eines  Vektors  deijenige  Punkt 
von  der  Masse  1,  der  durch  Verschiebung  des  gegebenen  Punktes  um  den  ge- 
gebenen Vektor  entsteht. 
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folglich 

In  dieser  öleichmig  steht  links  ein  mit  der  Sehne  pp^  paralleler  Vektor.^) 
lilBt  man  den  absoluten  Wert  von  A  t  unbegrenzt  abnehmen,  so  nähert 
sich  die  Gerade  pp^  unbegrenzt  der  Bahntangente  in  p,  ako  die  Unke 
Seite  einem  zur  Tangente  paraUelen  Vektor,  während  die  rechte  Seite 
den  Vektor  p^'^  zur  Ghrenze  hat.  Daher  wird  die  Richtung  der  Bahrh 
tangenk  im  Punkte  p  durch  die  Richtung  des  Vektors  p^''\  d.  h.  durch 
dk  Bichtung  der  Greschumdigheit  niedrigster  Ordnung  angegeben,  die  an 
jener  SteOe  nicht  NuU  ist,^ 

Von  den  auf  p^^^  folgenden  Geschwindigkeiten  p("^^)  usw.  können 
beliebig  viele  parallel  zu  p^^^  sein.^)  Die  Geschwindigkeit  niedrigster 
Ordnung;  welche  nicht  paraUel  zu  |/^)  ist,  habe  die  Ordnung  ß.  Dann 
liegt  det  Punkt 

i-P  +  '^P'^^'  +  l^+tyi  +  '-'  +  ir^iP'^''^ 

offenbar  auf  der  zur  Stelle  p  gehörigen  BahntangentC;  und  folglich  ist 

ein  Vektor,  der  zur  Geraden  qp^,  also  auch  zur  Verbindungsebene  der 
Bahntangente  mit  dem  Punkte  p^  parallel  ist.  Geht  man  wieder  zur 
Grenze  A^  =  0  über,  so  verwaiidelt  sich  diese  Ebene  in  die  Schmiegungs- 
ebene  der  Bahn  im  Punkte  p,  wahrend  die  rechte  Seite  der  vorher- 
gehenden Gleichung  den  Grenzwert  |>0^  annimmt.  Somit  ist  die  Schmiegungs- 
Aene  der  Bahn  im  Punkte  p  paraUel  dem  Vektor 


d.  A.  paraUd  der  Geschwindigkeit  niedrigster  Ordnung  von  p,  die  nicht 
paraM  zur  Bahntangente  ist 

Durch  die  beiden  Geschwindigkeiten  p^"*)  xmAp^  ist  die  Schmiegungs- 
ebene  der  Bahn  im  Punkte  p  bestimmt.  Von  den  auf  pf^  folgenden 
Geschwindigkeiten  p^fi'^^^  u.  s.  w.  können  beliebig  viele  parallel  zur 
Schmiegungsebene    sein.      Die    Geschwindigkeit   niedrigster    Ordnung^ 

1)  Nach  Grassmann  ist  die  Punktdifferenz  (p^  —  p)  gleich  dem  von  p  nach 
^  gehenden  Tekior.    (S.  anch  Anm.  8.) 

8)  Vgl.  diese  Zeitschrift,  Bd.  86  (1890),  S.  8. 

3)  Parallel  nennen  wir  nicht  nur  Tektoren  gleicher  Richtang,  sondern  auch 
entgegengesetater  Richtung. 
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welche  nicht  parallel  zur  Schmiegungsebene  ist;  habe  die  Ordnung  y. 
Wir  schreiben  die  frühere  Gleichung  für  p^  jetzt  so: 

^    /?!  ^    ^  0»  +  1)J^  ^ 

+  -i^v^'^  +  •  •  • 

Auf  der  rechten  Seite  der  vorhergehenden  Gleichung  stehen  in  der 
ersten  Reihe  lauter  Vektoren^  die  zur  Tangente  parallel  sind,  in  der 
zweiten  Reihe  lauter  zur  Schmiegungsebene  parallele  Vektoren.  Wir 
denken  uns  p^  so  nahe  bei  |>;  d.  h.  A^  so  klein  genommen,  daß  in 
jeder  der  drei  Reihen  das  erste  Glied  die  Summe  der  folgenden  über- 
wiegt oder  die  Gleichung  naherungsweise  geschrieben  werden  kann: 


nir) 


Der  Vektor  pp^  erscheint  hier  in  drei  Komponenten  zerlegt,  die  den 
Geschwindigkeiten  der  Ordnungen  er,  ßy  y  parallel  sind,  und  zwar  wird 
z.  B.  die  erste  Komponente  gleiche  Richtung  haben  wie  p^^^,  oder  aber 
die  umgekehrte  Richtung,  je  nachdem  A^  positiv  oder  negativ  ist 
Die  einer  Zunahme  von  t  entsprechende  Bewegungsrichtung  gelte  als 
Vorlauf.     Ihm  entspricht  ein  positiver  Wert  von  A^,  etwa 

A^  -  +  r, 
womit  man 

erhält.  Die  Komponenten  des  Vektors  pp^  sind  jetzt  wegen  der  posi- 
tiven Zahlfaktoren  gleichgerichtet  mit  den  Vektoren  |)^"\  p^^  p^'^\  oder 
wenn  man  sich  diese  Vektoren  von  p  ausgehend  denkt,  so  muß  p^  in 
dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Oktanten  liegen.  Mit  anderen  Worten: 
Beim  VorUmf  kommt  man  in  den  RauMy  der  von  den  als  Vektoren  be- 
trachteten und  an  p  angebogenen  Geschwindigkeiten  p^"\  p^\  p^^^  der 
Ordnungen  a,  /},  y  eingeschlossen  wird. 

Der  rückläufigen  Bewegung  entspricht  eine  Abnahme  von  t  oder 
ein  negatives  A^.     Sei 

A^=-r, 
dann  wird 

Px-p-i  (- 1)"!»"" + ^  (-  ^y^ + Y^  (-  ^y^''- 
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Daians  folgt:  Beim  RückUwf  kommt  man  in  den  von  den  Vektoren 
(- 1)^*'),  (-  lyp^,  (~  l)yp<y)  eingeschlossenen  Raum. 

Die  Faktoren  (-  1)«,  (-  ly,  (-  l)r  haben  den  Wert  +  1  oder 
-  1^  je  nachdem  die  (ihrer  Natur  nach  positiven  ganzen)  Zahlen  a,  ßy 
y  gerade  oder  ungerade  sind.  Es  genügt  also,  der  Reihe  nach  für  jede 
der  ZaJden  cc,  ß,  y  +  oder  —  zu  setzen,  je  nachdem  sie  gerade  oder  tm- 
gerade  ist,  und  die  erhaltene  Zeichenverbindung  mit  den  unter  den  Figuren 
5—12  stehenden  m  vergleichen^  um  m  erkennen,  zu  welcher  der  acht  Haupt- 
arten von  Kurvenpunkten  der  untersuchte  BahnpunJct  gehört. 

Je  nachdem  die  Vektoren  p^^\  p^,  p^^^  zu  einander  liegen^  wie  die 
+  X',  +  y->  +  ^-Achse  eines  linkshändigen  oder  eines  rechtshändigen 
Koordinatensystems,  wird  es  sich  unmittelbar  um  die  in  den  genannten 
Figuren  dargestellten  Formen  oder  um  ihre  Spiegelbilder  in  Bezug  auf 
eine  wagerechte  Ebene  handeln. 

Die  wichtigen  Zahlen  a,  ß,  y  haben  übrigens  auch  eine  einfache 
rein  geometrische  Bedeutung:  Es  ist  a  die  Zahl  derjenigen  Schnittpunkte 
einer  hditbigen  durdi  p  gelegten,  die  Kurventangente  nicht  enfhaitenden 
Ebene  mit  der  Kurve,  die  man  sich  in  p  zusammengefallen  zu  denken 
hat,  ß  die  entsprechende  Zahl  für  eine  hdiebige  durch  die  Tangente  ge- 
legte, aber  von  der  Sehmiegungsdfene  verschiedene  Ebene,  y  die  entsprechende 
ZaM  für  die  Schmiegungsebene.^)  Der  Beweis  ist  auf  verschiedene  Art 
leieht  zu  erbringen.^ 

Bei  einem  gewöhnlichen  Kurvenpunkt  hat  man  a  =  1,  ß^2,  y  =  3. 
Jeder  Punkt^  für  den  y  >  3  ist,  soll  ein  singulärer  Punkt  heißen.  Zur 
Abküizung  werde  die  Zahlenverbindung  (a,  ß,  y)  das  Zeichen  des  Kurven- 
punktes  genannt 

1)  Es  stimiaen  also  die  Zahlen  a,  ß^  y  mit  den  Zahlen  Z,  m,  n  in  BjÖrlings 
Arbeit,  Arch.  M.  Ph.  (2)  8  (1890),  8.  88,  äberein. 

2)  Z.  B.,  da  nach  Grassmann  die  Bedingung  für  das  Yereinigtliegen  eines 
Punktes  und  einer  Ebene  das  Verschwinden  ihres  äußeren  Produktes  ist,  werden 
die  Schnittpunkte  einer  durch  p  gehenden  Ebene  s  mit  der  Kurve  durch  die 
Wurzehi  folgender  Gleichung  in  At  geliefert: 

Die  dem  Punkte  p  entsprechende  Wurzel  At=^0  ist  augenscheinlich  a-fach,  oder 
/)-&ch,  oder  y-fach,  je  nachdem  die  Ebene  e  die  Tangente  nicht  enthält: 
ly^^el^O,    oder    die   Tangente    enth&lt    und   von   der  Schmiegungsebene  ver- 

«»^«"^=       [p(-),]„o,...[|,«'-»).]-o,    [pW*]^o, 

oder  mit  der  Schmiegungsebene  zusammenfällt: 
[pW,]  -  0. . . .  [p(^-  ».]  -  0,    [pWJ  =  0, . . .  Lpö'-  «*]  =  0,    [pC)*]  ^  0. 
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§  3.    Beispiele. 

Zar  Erläuterang  der  gewonnenen  Ergebnisse  mögen  folgende  Bei- 
spiele dienen.  Bei  der  Bewegung  eines  starren  rännilichen  Systems 
ist  bekanntUch  im  allgemeinen  kein  Punkt  in  Ruhe^  also  fttr  jeden 
Systempunkt  a  »  1.  Es  gibt  aber  in  jedem  Augenblick  unendlich  viele 
Systempunkte  —  sie  erfflllen  eine  Flache  dritter  Ordnung  JP*  —  deren 
Bahnen  yierpunktig  berührende  Schmiegungsebenen  besitzen,  f&r  die 
also  ;/  =  4  ist.^)  Alle  Punkte  dieser  Flache,  bei  denen  die  Geschwindig- 
keit und  die  Beschleunigung  nicht  parallel  sind,  also  /}  »  2  ist  und  bei 
denen  auch  die  Geschwindigkeit  vierter  Ordnung  nicht  parallel  zur 
Schmiegungsebene,  d.  h.  y  nicht  größer  als  4  ist,  beschreiben  deshalb 
augenblicklich  Bahnstellen  mit  dem  Zeichen  (1,  2,  4),  d.  h.  Schnabel- 
einseitpunkte  (s.  Fig.  6).  Die  Schmiegungsebene  ist  bei  ihnen  der  Be- 
schleunigung parallel,  gerade  wie  bei  den  gewohnlichen  Bahnstellen, 
die  von  den  außerhalb  F^  liegenden  Systempunkten  beschrieben  werden. 
Nun  liegt  auf  der  Flache  F^  die  sog.  Wendekurve  f',  eine  Baumkurve 
dritter  Ordnung,  bei  deren  sämtlichen  Punkten  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung  parallel  sind,  also  /3  =  3  ist,  falls  nicht  etwa  die  Ge- 
schwindigkeiten erster  und  dritter  Ordnung  auch  parallel  sind.  Die 
Punkte  dieser  Kurve  durchlaufen  demnach,  worauf  ihr  Name  hinweist^ 
für  gewohnlich  Wendepunkte  in  ihren  Bahnen,  aber  es  gibt  nach  §  1 
zwei  gestaltlich  ganz  verschiedene  Arten  von  Wendepunkten,  und  ee 
fehlt  in  der  kinematischen  Literatur  jede  Angabe  über  die  wirkliche 
Gestalt  der  hier  auftretenden  Wendepunkte.  Bis  auf  die  gleich  zu  be- 
sprechenden Ausnahmepunkte  werden  von  den  Punkten  der  Wendekurv€ 
augenblicklich  Bahnstellen  mit  dem  Zeichen  (1,  3,  4),  d.  h.  Einseit- 
wendepunkte (Fig.  7)  erzeugt.  Die  Schmiegungsebene  ist  jedesmal  zu 
den  Geschwindigkeiten  erster  und  dritter  Ordnung  parallel.  Nun  ent- 
hält die  Wendekurve  im  allgemeinen  auch  eine  endliche  Zahl  von 
Punkten,  bei  denen  die  Geschwindigkeit  vierter  Ordnung,  aber  nicht 
diejenige  fünfter  Ordnung,  zur  Schmiegungsebene  parallel,  also  y  ^h 
ist.  Diese  Punkte  beschreiben  Bahnstellen  mit  dem  Zeichen  (1,  3,  5)^ 
also  echte  Wendepunkte  (Fig.  8).  Es  ist  nämlich,  wie  ohne  Beweie 
angeführt  sei,  der  Ort  der  Systempunkte,  bei  denen  augenblicklich  die 
Geschwindigkeiten  von  den  Ordnungen  x,  A,  fi  einer  und  derselben 
Ebene  parallel  sind,  eine  Fläche  dritter  Ordnung  0^,  ^y  ^^),  einem 
Schnittpunkte  der  Wendekurve  mit  der  Fläche  <^i,  s,  4  kommt  deshaH 

1)  Vgl.  etwa,  auch  zum  Folgenden,  A.  Schön  flies,  Geometrie  der  Bewegung 
Leipzig  1886,  §§  8  und  9. 

2)  Es  ist  F'  selbst  eine  der  Flächen  0,  nämlich  <^,8,s. 
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im  allgemeineii  die  fragliche  AnHnahmeBtelliuig  zu.  Auf  der  Flache  F* 
befindet  sich  ferner  eine  Ranrnknrve  sechster  Ordnung  c\  deren  Punkte 
Bahnen  mit  fBn^unktig  berührender  Schmi^pingsebene  besitzen  (y  »  5). 
Diese  Punkte  durchlaufen  daher  im  allgemeinen  Bahnstellen  mit  dem 
Zeichen  (1,  2,  5);  es  sind  dies  Spitzeneinseitpunkte,  die  sich  von  den 
gewöhnlichen  Punkten  im  Aussehen  wenig  unterscheiden  (vgl.  auch  §  9). 

§  4.    Ausdruck  Ar  die  Krflmmong  nnd  mögliche  Werte  derselben. 

Es  werde  nun  der  Punkt  p^  unendlich  nahe  bei  p  angenommen 
mi  dt  ^  At  geschrieben.  Aus  §  2  übernehmen  wir  die  Gleichung 
für  (j^  —  jp)>  nämlich: 

(1)  A-i'-^>'  +  (-^i'^-*^>+-- 

Für  das  Bogenelement  ds  können  wir  die  Länge  der  Sehne,  d.  h.  des 
Vektors  pp^  nehmen,  der  die  linke  Seite  von  Gleichung  (1)  bildet.  Bis 
auf  unendlich  kleine  Größen  höherer  Ordnung  ist  dieselbe  gleich  der 

Lange  des  ersten  Gliedes  der  rechten  Seite  von  (1),  des  Vektors  -^JP^"^- 

Man  hat  folglich,  wenn  allgemein  die  Größe  der  Geschwindigkeit  nter 
Ordnung,  d.  h.  die  Lange  des  Vektors  j?^"),  mit  t;^  bezeichnet  wird: 

(2)  ^-^f'a- 

Die  Tangente  in  pj  ist  parallel  der  Geschwindigkeit  p[  dieses  Punktes. 
Mit  Hilfe  des  Taylorschen  Satzes  erhalt  man,  da  p^  dem  Zeitpunkte 
{t  +  dt)  entspricht  und  die  Vektoren  p',  p",  . . .  |)<«-^)  verschwinden: 

(3)  i'i-(^i''-'  +  -  +  (f^l^  +  -- 

Der  sog.  Eontingenzwinkel,  der  spitze  Winkel  zwischen  den  Tangenten 
in  p  und  p^j  werde  mit  dq)  bezeichnet.  Er  ist  gleich  dem  Winkel, 
den  der  Vektor  p[  mit  der  Eurventangente  in  p  einschließt  und  laßt 
sich  mit  Hilfe  der  senkrechten  Projektion  dieses  Vektors  auf  die  Haupt- 
normale  in  p  bestimmen,  welche  Projektion  gleich  dem  Produkt  aus 
d^  nnd  der  Lange  des  genannten  Vektors  ist  Die  Länge  von  p[  ist 
bis  auf  unendlich  kleine  Großen  höherer  Ordnung  gleich  der  Länge  des 
ersten  Gliedes  der  rechten  Seite  von  (3),  d.  i. 


74  Ober  die  Benennung  und  kinematiBche  Unterscheidung  etc. 

Andererseits  ist  die  Projektion  von  p[  aof  die  Hauptnormale  gleich 
der  Summe  der  Projektionen  der  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  stehenden 
Glieder,  oder,  weil  die  Glieder  mit  Exponenten  kleiner  als  ß  Vektorwi 
parallel  znr  Tangente  vorstellen  und  folglich  znr  Projektion  keinen 
Beitrag  liefern,  wird  bis  auf  anendlich  kleine  Großen  höherer  Ordnung 
die  fragliche  Projektion  auch  gleich 


wenn  man  allgemein  die  Projektion  der  Geschwindigkeit  nter  Ordnung 
auf  die  Hauptnormale  mit  v^  bezeichnet.     Also  hat  man 

oder 

Demnach  ergibt  sich  fOr  die  Krümmung  Jc^  ^  der  Kurve  im  Punkte 
p  zunächst 

Wie  man  sieht,  erhalt  die  Krümmung  hloß  anter  der  Bedingung 

2a  =  ß 
einen  endlichen,  von  Null  rerschiedenen  Wert,  nämlich 

(ö\  Je   ■  «'(«-!)»  ^OiN 

^^^  *r    (ß-iy.    v*)' 

während 

*  =  0     wird  für  2a  <  /J  und 

*  =  oQ     „       „    2a>ß, 


1)  Eine  leichte  Umformung  ergibt  für  den  ErfimmungshalbmeMer 

_  (2tt)!    «S 

in  Übereinstimmung  mit  der  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  S6  (1890),  S.  6  fOr  die  Be- 
wegung in  der  Ebene  auf  andere  Weise  abgeleiteten  Formel  (7).  Im  Fall  eines 
gewöhnlichen  Bahnpunktes,  a  « 1 ,  kommt  man  zu  der  allbekannten  Beziehimg 

-    *? 
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Die  Gleichung  2a  =  ß  erfordert^  daB  ß  eine  gerade  Zahl  sei,  was 
nur  bei  Einseitpiinkten  und  Schnäbeln  zutrifft.  Hiemach  ist  eine  end- 
liche^ von  Null  verschiedene  Erümmong  bloß  in  Einseitpunkten  (Fig.  5 
nnd  6)  und  Schnäbeln  (Fig.  11  nnd  12)  möglich^  wahrend  in  einem 
Wendepunkte  (Fig.  7  und  8)  und  in  einer  Spitze  (Fig.  9  uiid  10)  die 
Eronunung  bloß  einen  der  beiden  Werte  Null  und  Unendlich  hab^ 
kann.^) 

§  5.  Ansdrack  for  die  Windung  und  mögliche  Werte  derselben. 

Um  die  Windung  to  der  Kurve  im  Punkte  p  berechnen  zu  können^ 
haben  wir  den  spitzen  Winkel  d^"  zwischen  den  Schmiegungsöbenen 
in  p  und  dem  unendlich  benachbarten  Punkt  p^  zu  bestimmen.  Von 
der  zweiten  Schmiegungsebene  können  wir  annehmen,  daß  sie  durch 
die  Tangente  in  p  geht;  sie  ist 
außerdem  parallel  zur  Beschleunigung 
j?j'  von  p^.  Um  diese  Ebene  zu  er- 
halten, verlege  man  den  Yektor  p^, 
ohne  seine  Richtung  zu  ändern,  mit 
seinem  Anfangspunkt  nach  p  und 
verbinde  dann  seinen  Endpunkt  mit 
der    Tangente    T    in    p    durch    eine 

Ebene.  Der  fri^liche  Endpunkt  habe  (s.  Fig.  14)  den  Abstand  h  von 
der  Schmiegungsebene  in  p  und  den  Abstand  h^  von  der  Tangente  T, 
dami  ist 

(«)  rf*-A. 

Es  ist  h  gleidi  der  senkrechten  Projektion  des  Vektors  p^  auf  die 
Bmormale  B  der  Kurve  in  p.  (Über  die  Vorzeichen  wird  am  Schlüsse 
von  §  8  das  Nötige  gesagt  werden).  Statt  \  kann  auch  die  nur  um 
anendlich  kleine  Größen  höherer  Ordnung  davon  verschiedene  senk- 
rechte Frojektion  des  Vektors  p'^  auf  die  Hauptnormale  .W  in  p  ge- 
nommen werden.^    Der  Taylor  sehe  Satz  gibt  nun: 

Pi==P    +iiP    +JiP     +'" 


1)  For  ebene  Kurven  hat  Chr.  Wiener  in  seiner  darstellenden  Greometrie, 
1.  Bd.  (Leipzig  1884),  S.  206 — 207,  diese  Ergebnisse  abgeleitet  und  zwar  rein 
geometrisch  durch  Betrachtung  der  zugehörigen  Evoluten. 

2)  Diese  Frojektion  ist  gleich  einer  Kathete  in  dem  in  Fig.  14  eingezeichneten 
rechtwinkligen  Dreieck,  das  ^  als  Hypotenuse  und  A  als  die  dem  Winkel  d^ 
gegenüber  liegende  Kathete  hat,  wobei  h  von  höherer  Ordnung  unendlich  klein 
ist  als  ^.         . 
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oder 


tf-2)! 


p(/»)  + 


Die  Projektion  von  p'^  auf  die  Binormale  B  ist  gleich  der  Summe  der 
IVojektionen  der  Vektoren  auf  der  rechten  Seite  von  (6),  von  welchen 
die  vor  p^^^  kommenden  parallel  zur  Schmiegnngsebene  sind,  sodaB  ihie 
Projektionen  auf  B  verschwinden,  während  die  auf  pf^^^^  folgenden  als 
unendlich  klein  höherer  Ordnung  nicht  in  Betracht  kommen.  Wemi 
daher  allgemein  die  Binormalkomponente  der  (Geschwindigkeit  n-ter 
Ordnung^  d.  h.  die  Projektion  des  Vektors  p^*)  auf  die  Binormale,  durch 
i\  beBeiohnet  wird,  erhalt  man 

Auf  Umliche  Weise  findet  man 

V^'  ^  —  (^  —  2)!  *'** 

I>aiiiU8  folgt  wegen  Gleichung  \jk\i 

Fdr  die  gMuchte  Windung  eigibt  sich  daher 

l>i<^  0)^i<^ung  »'igt^  daB  eine  endliche  Ttm  Null  TeraehiedcDe  Windung, 
uml  »war  Twitt  W*irt* 

^S^  ir-    ^     *^     '- 


\N  VNu  Mvi^  «t^MiatkWa  R»Kii|^«kt   ^«  — l.  $^t.  7^^  ni  die  Be- 

4«i  X\'t»4wi^?<JMt^V^»*iN'<r»  r  — 


r»  — 


*v  r, 


\  »^t 


^a^^^^^^n    ^^^•^^•^^^BJ    w^'^^a^a^^    ^^^K 
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dann  und  bloB  dann  vorhanden  ist,  wenn  die  Beziehung 

besieht,  daß  man  aber 

w  =  0  erhalt  Übr  a  +  ß<y 
und 

Sind  a  und  ß  beide  ungerade  oder  beide  gerade,  so  ist  zur  Ep- 
follung  der  Bedingung 

a  +  ß^y 

notwendig,  daß  y  gerade  sei;  ist  eine  der  Zahlen  a  und  ß  ungerade, 
die  andere  gerade,  so  erfordert  jene  Bedingung  ein  ungerades  y.  Zu 
diesen  Fallen  gehören  die  Zeichenverbindungen 1-  (Einseitwende- 
punkt), +  +  +   (echter  Schnabel),  — | (Spitzeneinseitpunkt)  und 

H (Wendespitze).    Wir  haben  somit  gefunden: 

Eine  endlithe,  von  NuU  verschiedene  Windung  kann  bloß  hei  Spiteen- 
emseitpunkten  (Fig.  5),  Einseitwendepunkten  {Fig.  7),  Wendespitzen 
(Fig,  10)  und  eckten  Schnabdn  (Fig.  12)  vorkommen^  in  einem  Schnabd- 
etnset^wfti^  (Fig.  6),  einem  echten  Wendepunkt  (Fig.  8),  einer  Einseit- 
spUge  (Fig.  9)  und  einem  Spüeensdinabd  (Fig.  11)  ist  die  Windung  ent- 
weder NüU  oder  unendlich. 

§  6.  Sinteilnng  der  Baumkurvenpunkte  nach  den  möglichen  Werten 
der  Krflmmung  nnd  Windung. 

Sowohl  bei  der  Krümmung  als  bei  der  Windung  sind  die  drei 
(alle,  daB  entweder  ein  endlicher,  nicht  verschwindender  Wert,  oder 
der  Wert  0,  oder  der  Wert  oo  vorhanden  ist,  als  wesentlich  ver- 
schieden anzusehen.  Denn  die  Zahlen  a,  /3,  y,  von  deren  gegenseitigen 
QroBenverhältnissen  jene  Falle  abhangen,  sind  wegen  ihrer  geometrischen 
Bedeutung  (s.  §  2)  projektiv  unveränderlich,  weshalb  durch  kollineare 


1)  Daß  der  TorrionBradiuB  0,  oder  nicht  0  und  nicht  oo,  oder  oo  ist,  je 

nachdem  a-\-ß^f^  hat  bereits  mein  Kollege  Herr  Wolf  fing  im  Archiv  d.  Mathem. 

n.  Phjsik  (8)  16  (1807)»  8.  149,  gezeigt,  ohne  zu  wissen,  dafi  ich  dieses  Ergebnis 
Qfld  einige  sich  daran  knüpfende  Folgenmgen  damals  schon  seit  einem  Jahrzehnt 
in  meinen  VortrSgen  zn  entwickeln  pflegte.  Übrigens  hat  Herr  WOlffing  dort 
uch  die  sphärische  Krümmung,  sphärische  Torsion  und  einige  verwandte  GrOßen 
in  fthnlicher  Weise  behandelt 
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Transformation  der  gegebenen  Enrvenstelle  kein  Fall  in  einen  andern 
übergeführt  werden  kann.  Nach  den  Ergebnissen  der  letzten  beiden 
Paragraphen  sind  sowohl  beim  Spitzeneinseitpnnkt  als  auch  beim 
echten  Schnabel  bezüglich  der  Krümmung  und  ebenso  bezüglich  der 
Windung  alle  drei  Falle  möglich^  also  je  neun  Falle  zu  unterscheiden. 
Beim  Schnabeleinseitpunkt  und  beim  Spitzenschnabel  dagegen  sind  bei 
der  Krümmung  wohl  alle  drei  Falle,  bei  der  Windung  aber  nur  zwei 
Falle  möglich,  was  im  ganzen  je  sechs  verschiedene  Falle  gibt.  Ähn- 
liches hat  man  —  es  erscheinen  bloß  Krümmung  und  Windung  yer- 
tauscht  —  beim  Einseitwendepunkt  und  bei  der  Wendespitze.  Beim 
echten  Wendepunkt  und  der  Einseitspitze  endlich  treten  bei  der 
Krümmung  und  Windung  je  nur  zwei  Falle  auf,  sodaB  bei  diesen 
beiden  Arten  von  Kurrenpunkten  bloß  je  vier  Falle  bestehen.  Im 
ganzen  gibt  es  daher  2*9  +  4-6  +  2-4»50  Falle,  und  diese  F&Ue 
sind  nach  dem  zu  Anfang  Bemerkten  im  Sinne  der  projektiven  (Geo- 
metrie, natürlich  auch  vom  Standpunkt  der  Sonematik  betrachtet^ 
wesentlich  verschieden.     Es  folgt  eine  Übersicht  der  möglichen  Falla 


Name  des  Pnnktes 


Zahl  der  möglichen  Fälle 
bezüglich  der 
Erflmmong       Windong 


im  ganzen 


1.  Spitzeneinseitpnnkt    . 

2.  Schnabeleinseitpunkt. 

3.  Einseitwendepunkt.    . 

( — +) 
4  Echter  Wendepunkt  . 
( ) 

5.  Einseitspitze   .    .    .    . 

6.  Wendespitze   .    .    .    . 

(+ — ) 

7.  Spttzenschnabd .    .    . 

8.  Echter  Schnabel     .    . 


3 
2 
3 
2 
2 
3 
2 
3 


9 
6 
6 
4 
4 
6 
6 
9 


Es  ist  leidit  zu  zeigen,  daß  alle  diese  50  FWe  wirklich  bestehen. 
Betrachten  wir  einige,  nach  verbreiteten  Anschauungen  recht  unwahr- 
nohf^inliehe  FlUle.  Sei  etwa  ein  echter  Wendepunkt  mit  unendlich 
ItlH^ßtir  Krümmung  und  unendlidi  großer  Windung  anzugeben.  Die 
^^tt^u  (t,  ßf  y  mOasen  hier  alle  drei  ungerade  sein,  femer  2a  >  /I  und 
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a  +  ß>y.  Die  ein&chste  Lösung  ist  a  =  3,  /J  =  5,  y  =  7.*)  Oder 
ein  echter  Schnabel  mit  der  Krümmung  Null  und  der  Windung  Null: 
Einfaehstes  Beispiel  a  »  2,  ß  =^^}  y  =  10.')  Oder  eine  Spitze  mit  der 
Krümmung  Null  und  einer  endlichen,  von  Null  verschiedenen  Windung: 
Einfachstes  Beispiel  die  Wendespitze  mit  «(  »  2,  ß'^^f  y  »  7.  Nicht 
überflüssig  ist  vielleicht  die  Bemerkung,  daß  ein  singularer  Punkt  ge- 
staltUch  mit  einem  gewöhnlichen  Eurvenpunkt  vollständig  überein- 
stimmen kann:  Einfachster  Fall  a  =>  3,  /3  »  6,  y  =^  9*);  in  der  Tat  ist 
dies  zwar  ein  singularer  Punkt,  aber  ein  Spitzeneinseitpunkt  mit  einer 
endUehen,  von  Null  verschiedenen  Krümmung  und  Windung.^) 

§  7.  Berflhrungsordnong  und  Sohmiegungsordnong. 

Die  Ordnung  der  Berührung  zwischen  einer  Kurve  und  ihrer 
Tangente  im  Punkt  p  erklären  wir  für  unsere  Zwecke  am  bequemsten 
ab  die  Ordnung,  von  welcher  der  Kontingenzwinkel  dq>  unendlich  klein 
wird,  wenn  man  das  Bogenelement  ds  unendlich  klein  erster  Ordnung 
setzt')  Zufolge  den  Gleichungen  (2)  und  (4)  in  §  4  ist  ds  von  der- 
selben Ordnung  unendlich  klein  wie  dfj  oder  dt  von  derselben  Ord- 

nxuig,  wie  dsi'   und  dtp  von  derselben  Ordnung  wie  dt^^^y  d.  h.  von 

derselben  Ordnung  wie  ds  ^  .     Wenn  daher  die  Berührungsordnung 

mit  V  bezeichnet  wird,  ist 

(9)  v_£ll5.') 


l)'Die  Kurve  mit  den  Eoordinatengleichongen 

hat  im  Urapnmg  einen  solchen  Punkt. 

2)  Im  üiBpmng  vorhanden  bei  der  Enrve  mit  den  Eoordinatengleichungen 

3)  Beispiel  der  im  Ürsprong  liegende  Punkt  der  Kurve  mit  den  Koordinaten- 

4)  Andererseits  gibt  es  auch  zahlreiche  Spiteeneinseitpunkte,  die  das  Auge 
sofort  als  singul&re  Punkte  erkennt,  z.  B.  wird  ein  Spitzeneinseitpunkt  mit  der 
Eritanmung  und  Windung  Null,  wie  der  mit  dem  Zeichen  (1,  4,  7),  von  überall 
lier  gesehen  außergewöhnlich  flach  erscheinen. 

6)  Diese  Erkl&rung  ist  leicht  auf  die  von  Cauchy  gegebene  (vgl.  v.  Man- 
goldt  a.  B.  0.  S.  18)  und  die  von  MObius  (Barycentrischer  Calcul,  1887,  §76,  S.  90 
«  Werke  Bd.  1,  S.  98)  zurflckzufUhren.    Vergl.  auch  die  folgende  Anmerkung. 

6)  Für  as  1  wird  v^ß  —  1,  gleich  der  um  1  verminderten  Zahl  |3,  welche 
Ukgibt,  eine  wieviel-punktige  Berührung  zwischen  der  Kurve  und  ihrer  Tangente 
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Der  obigen  Erklärang  entsprechend  sei  unter  der  SchnnegungH' 
Ordnung,  die  als  MaB  f&r  die  Innigkeit  des  Anschmiegens  der  Kurve 
an  ihre  Schmi^ongsebene  dienen  soll;  die  Ordnung  verstanden^  Ton 
welcher  der  Winkel  d^  zwischen  zwei  unendlich  benachbartei] 
Schmiegnngsebenen  unendlich  klein  ist,  das  Bogenelement  da  wiedei 
ab  unendlich  klein  erster  Ordnung  vorausgesetzt    Nach  §  5  Gleichung  (7) 

ist  d'9'  von  derselben  Ordnung  unendlich  klein,  wie  dP—^,  aber  ii^ 

\_ 
wie  schon  bemerkt^  von  derselben  Ordnung  wie  ds^,  demnach  d%'  von 

derselben  Ordnung  wie  ds  "  .  Man  erhält  folglich,  wenn  die  Schmi^nngs- 
ordnung  mit  t;  bezeichnet  wird: 


(10) 


Als  normale,  weil  beim  gewöhnlichen  Eurvenpunkt  vorkommende 
Werte  sind  i; » 1  und  t; »  1  anzusehen.  Deshalb  liegt  es  nahe,  bei 
der  Berührungsordnung  und  bei  der  Schmiegungsordnung  je  die  drei 
Falle  >  1,  »  1,  <  1  zu  unterscheiden.  Es  fährt  dies  aber  zu  der- 
selben Einteilung  der  Eurvenpunkte,  wie  sie  in  §  6  nach  den  mög- 
lichen Werten  der  Erümmung  und  Windung  vorgenommen  worden  ist 
Denn  man  hat 


1  —V  =« 

a 

je  nachdem  ako 

"li, 

ist  auch 

=  0 

2a ^/J,  dh.  * 

nicht  0  und  nicht  oo*). 

,=  oo 

besteht  Es  wird  gewöhnlich  übersehen,  daß  die  letztere  Erklärung  des  Begriffes 
der  Berührungsordnung  bei  singnlftren  Punkten  mit  «  ^  1  nicht  mehr  anwendbar 
ist.  Die  Berührungsordnung  soll  ja  ein  Mafi  für  die  Innigkeit  des  Anschmiegens 
der  Kurve  an  ihre  Tangente  sein,  man  würde  aber  z.  B.,  von  der  Gleichung 
v^p  —  l  ausgehend,  für  einen  Einseitpuukt  mit  «  »  8,  /}  =«  4,  dessen  ErQmmung 
oo  ist  und  bei  dem  die  auBerordentliche  Flüchtigkeit  der  Berührung  zwischen 
Kurve  und  Tangente  vom  Auge  sofort  erkannt  wird,  die  Berührungsordnung  8 
erhalten,  einen  wesentlich  höheren  Wert,  als  beim  gewöhnlichen  Kurvenpunkt 
{9^\\  und  denselben  Wert,  wie  bei  einem  Einseitpunkt  a»!,  ^»4,  dessen 
Krümmung  Null  ist  und  der  dem  Auge  wesentlich  flacher  erscheint  als  ein  ge- 
wöhnlicher Punkt.  Die  obige  Formel  liefert  dagegen  die  den  wirklichen  Yer- 
h&ltnissen  entsprechenden  Werte  y -3-  bezw.  yaeS. 

1)  Auf  dieselbe  Art  habe  ich  das  schon  in  dieser  Zeitschrift  a.  a.  0. 8. 5  bewiesen. 


nnd  je  nachdem 

ist 
d.b. 


w 
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t,|i, 

«  +  ß^y, 

=  0 

nicht  0  nnd  nicht 

(X> 

=  CX) 
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Noch  leichter  ist  dieser  Zusammenliaiig,  wenigstens  bei  den  oben  ge- 
gebenen Erklärongen  der  Berührongsordnung  und  Schmiegnngsordnung, 
niimittelbar  aus  den  Formeln 

7       dw  d» 

ds '  ds 

zn  ersehen,  denn  dieselben  zeigen,  daß  der  Wert  k  (w)  Null,  oder  nicht 
Null  und  nicht  unendlich,  oder  unendlich  sein  wird,  je  nachdem  die 
Ordnung   der  unendlich   kleinen  Größe   dq>  (d^)   größer,   gleich   oder 

kleiner  ist  als  diejenige  Yon  ds,  d.  h.  je  nachdem  v  (y)  ^  1. 

§  8.  Krflmmungen  und  Windungen  versohiedener  Ordnung. 

Ist  die  ErtLmmung  A; »  —^  in  einem  Eurvenpunkte  Null  oder  un- 
endlich, so  erfüllt  sie  ihren  Zweck  nicht  mehr,  beim  Vergleich  zweier 
Kiurenstellen  derselben  Art  als  Maß  für  die  stärkere  oder  schwächere 
Biegong  einer  Kurve  in  der  Nähe  eines  Punktes  zu  dienen,  oder  als 
Maß  für  die  Schnelligkeit,  mit  welcher  ein,  die  Kurve  mit  bestimmter 
Schnelligkeit  durchlaufender  Punkt  sich  von  der  zugehörigen  Tangente 
entfernt.  Ebenso  ist  es  mit  der  Windung  als  einem  Maße  für  die 
schnellere  oder  langsamere  Entfernung  eines  die  Kurve  beschreibenden 
Punktes  von  der  Schmiegungsebene,  die  zur  betrachteten  Stelle  gehört. 
Man  erhält  jedoch  bei  einem  Kurvenpunkte  mit  der  Berührungsordnung 
V  nnd  der  Schmiegungsordnung  v  wieder  endliche  und  nicht  ver- 
schwindende, abo  zu  einem  zahlenmäßigen  Vergleich  geeignete  Werte, 
wenn  man  die  Quotienten 

(U)  ..-1^ 

und 

(12)  «>""§ 

bfldet^  bei  denen  jedesmal  Zähler  und  Nenner  von  derselben  Ordnung 
unendlich  klein  sind.    Es  soll  k^  die  Krümmung  i/-ter  Ordnung,  Wv  die 

Z#{tKlirlf 1 1  Msthenuitik  a.  Pbyrik.  49.  Band.  1908.  LHeft.  6 
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Windung  v-ter  Ordnnng  genannt  werden.^)  Die  Krümmnng  (Windung) 
in  irgend  einem  Punkt  wird  offenbar  Nnll  oder  unendlich,  wenn  die 
BerQhnmgsordnnng  (Windungsordnnng)  in  jenem  Puiikte  großer  bezw. 
kleiner  ist  als  die  Ordnungszahl  der  Krümmung  (Windung).  Die 
Gleichungen  (2)  und  (4)  in  §  4,  (7)  in  §  5  ergeben  ohne  weiteres 

und 

(14)  w. 


(«irtf-2)!    ^y 


(y-2)!      t>vvß' 

WO   für  1/  und  t;  die  Werte  aus  Gleichung  (9)  und  (10)  in  §  7  ein- 
gesetzt werden  können. 

Über  die  Vorzeichen  sei  noch  folgendes  bemerkt.  Die  Geschwin- 
digkeiten v^  sind  ab  absolute  Längen  positiv  zu  nehmen.  Wie  üblich, 
werde  Torausgesetzt,  daß  die  Bogenlänge  8  mit  t  wächst^  was  darauf 
hinauskommt;  der  Tangente  T  im  betrachteten  Eurrenpunkte  die 
Richtung  des  Vektors  p^^^  als  positive  Richtung  zu  geben.  Bei  der 
Hauptnormale  betrachte  man  als  positive  Seite  die,  auf  welche  die 
Projektion  der  Geschwindigkeit  ff^  fällt.  Dann  wird  'Vßj  also  auch 
die  Krümmung  einer  beliebigen  Ordnung,  wenn  sie  endlich  und  von 
Null  verschieden  ist^  immer  positiv.  Die  positive  Richtung  in  der  Bi- 
normalen  B  wähle  man  so,  daß  die  positiven  Teile  der  TangentCi  Haupt- 
normale und  Binoimale  zu  einander  liegen,  wie  diejenigen  der  Achsen 
eines  Koordinatensystems  gebräuchlicher  Art.  Dann  wird  "Ü^  und  eben- 
so die  Windung  einer  jeden  Ordnung  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 

1)  Von  geometrischen  Sätzen,  in  denen  diese  Begriffe  eine  Rolle  spielen, 
seien  bloß  folgende,  ohne  Beweis,  mitgeteilt: 

Haben  zwei  Kwrven  in  einem  gemeinsamen  eingulären  Punkt  der  BeriOmingS' 
ordnwng  v  dieselbe  Tangente  und  dieedbe  Schmiegungeebene^  so  bleibt  das  VerhaUnis 
ihrer  Krümmwugen  v-ter  Ordnung  in  diesem  Punkt  unverändert,  wenn  man  beide 
Kurven  einer  und  derselben  beliebigen  koUinearen  Transformation  unterwirß  (das 
Verhältnis  jener  Erfimmnngen  ist  eine  „projektive  Invariante^'). 

Haben  swei  Kurven  in  einem  gemeinsamen  singulären  Punkt  der  Sehmiegungs- 
ordnung  v  dieselbe  Tangente  und  dieselbe  8ehmiegungsä>ene,  so  ist  das  VerhaUms 
ihrer  Windungen  v-ter  Ordnung  in  diesem  Punkt  eine  projektive  Invarianie.  Im 
FaXte  v^l  gilt  letzterer  Sats  noch,  wenn  die  Kurven  in  dem  gemeinsamen  PuM 
dieselbe  8€hmiegungsd)enej  aber  verschiedene  Tangenten  haben.  Für  den  Fall  ge- 
wöhnlicher Enrvenpnnkte  habe  ich  diese  und  eine  fieihe  verwandter  Sätze,  die  in 
ähnlicher  Weise  verallgemeinert  werden  können,  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  86  (1891), 
S.  66—60,  mitgeteilt.  Es  liegt  nahe,  den  Begriff  des  Ghinßschen  Erfimmnngsmaßes 
einer  Fläche  ähnlich  wie  den  der  Krümmung  einer  Kurve  für  den  Fall  eines 
Bingolären  Flächenpnnkts  zn  verallgemeinem,  ein  Gedanke,  den  ich  bei  anderer 
(Gelegenheit  dnrchzofOhien  beabsichtige. 
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die  Projektion  der  Geschwindigkeit  jf^"^  auf  die  Binormale  nach  der 
positiyen  oder  negativen  Seite  der  letzteren  f  ällt,  oder  was  dasselbe  ist, 
je  nachdem  dieVektorenjp("),|?W,p(y)  zn  einander  liegen^  wie  die  positiven 
Achsenhalften  eines  linkshändigen  Koordinatensystems^  oder  nicht.  Wie 
schon  in  §  2  bemerkt  wnrde,  gelten  im  ersteren  Falle  die  Fig.  5 — 12^ 
während  im  letzteren  an  Stelle  der  dort  abgebildeten  Kurven  ihre 
Spiegelbilder  in  Bezug  auf  die  ;ry-Ebene  treten  müssen.  Wir  stoßen  hier 
auf  die  Unterscheidung  positiv  und  negativ  gewundener  Kurvenstellen;  mit 
der  sich  auch  die  Herren  Kneser^)  und  Staude')  beschäftigt  haben. 

§  9.  Beispiele. 

Nehmen  wir  die  in  §  3  angefangene  Betrachtung  der  bei  der  Be- 
wegong  eines  starren  raumlichen  Systems  im  gewohnlichsten  Falle  von 
den  Systempunkten  beschriebenen  Bahnstellen  wieder  auf,  um  die  Er- 
gebnisse der  §§  4 — 8  auf  dieselben  anzuwenden.  Die  von  den  gewohn- 
lichen Punkten  der  Fläche  F^  beschriebenen  Schnabeleinseitpunkte  mit 
dem  Zeichen  (1,  2,  4)  haben  eine  endliche ,  nicht  verschwindende 
Erfimmungy  dagegen  die  Windung  Null,  und  ebenso  ist  es  bei  den 
Spitzeneinseitpunkten  (1^  2,  b),  welche  die  Punkte  der  in  F^  liegenden 
Ananahmekurve  c*  beschreiben;  die  Windungsordnung  ist  im  ersten 
Fall  2y  im  zweiten  3,  also  besteht  für  diese  Punkte  eine  endliche,  von 
Nnll  verschiedene  Windung  2-ter  bezw.  3-ter  Ordnung.  Die  gewöhn- 
lichen Punkte  der  Wendekurve  t^  beschreiben  Einseitwendepunkte  mit 
dem  Zeichen  (1, 3, 4),  also  mit  der  Krümmung  Null  und  einer  end- 
lichen, von  Null  verschiedenen  Windung;  wegen  der  Berührungsordnung 
2  ist  eine  endliche,  nicht  verschwindende  Krümmung  2-ter  Ordnung 
Torhanden.  Bei  den  von  den  Ausnahmepunkten  der  Wendekurve  be- 
schriebenen echten  Wendepunkten  (1,  3,  5)  sind  die  Ejrümmung  und 
die  Windung  beide  Null;  die  Berührungsordnung  und  die  Windungs- 
ordnung betr^  2,  sodaß  die  Krümmung  und  die  Windung  2-ter  Ord- 
nung mdlich  und  nicht  Null  sind. 

Man  bemerke,  daß  fOr  die  Erzielung  möglichst  flacher  Bahnstellen, 
d.  L  solcher,  die  einer  Geraden  sich  möglichst  anschmiegen,  die  ge- 
wohnlichste ebene  Bewegung  eines  starren  Systems  günstiger  ist,  als 
die  gewöhnlichste  raumliche  Bewegung,  da  bei  der  ersteren  der  Bau- 
sche Punkt  einen  Einseitpunkt  (1,  4)  mit  der  Berührungsordnung  3 
beschreibt,  während  bei  der  letzteren  die  Berührungsordnung  der  er- 
zengten Bahnstellen  sich  nicht  über  2  erhebt. 

1)  J.  f.  Math.  113  (1894),  S.  89. 

2)  Am.  J.  Math.  17  (1896),  S.  369. 
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Ziun  Ostwaldsclien  Axiom  der  Mechanik.^) 

Von  E.  Förster  in  Gottingen. 

Die  Bemühungen;  das  sogenannte  „Ostwaldsche  Axiom^  des  größten 
Energieumsatzes  als  Grandprinzip  an  die  Spitze  der  analytischen 
Mechanik  zu  stellen  und  aus  demselben,  ähnlich  wie  aus  den  Prinzipien 
von  D'Alembert,  Gauß  u.  s.  w.  die  Bewegungsgesetze  eines  beUebigen 
Systems  materieller  Punkte  abzuleiten,  haben  bekanntlich  zu  einem 
negativen  Resultate  geführt.^  In  der  Tat  überzeugt  man  sich  leicht, 
daß  es  im  allgemeinen  überhaupt  keine  Bewegung  gibt,  welche  den  An- 
forderungen des  Ostwaldschen  Satzes  Genüge  leistet. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  es  nicht  möglich  sei,  diesem  Mangel 
dadurch  abzuhelfen,  daß  man  den  Satz  in  zweckentsprechender  Weise 
abändert,  ohne  den  charakteristischen  Grundgedanken  desselben  zu  yer- 
wischen.  Das  Folgende  stellt  einen  Versuch  einer  solchen  Abänderung 
dar,  nach  welcher  der  Ostwaldsche  Satz  nur  als  eine  neue  Formu- 
lierung des  längst  bekannten  Gauß  sehen  Prinzipes  des  kleinsten 
Zwanges  erscheint.  Ein  neues  Grundgesetz  der  Mechanik  ist  damit 
freilich  nicht  gewonnen,  was  wohl  auch  von  vornherein  nicht  zu  er- 
warten war.  Es  soll  vielmehr  einzig  und  allein  der  richtige  Kern  des 
Ostwaldschen  Satzes  bloßgelegt  werden,  wobei  auch  die  eigenartige 
Ausdrucksweise,  die  der  Satz  in  dieser  Fassung  gestattet,  vielleicht  nicht 
ohne  Interesse  sein  dürfte. 

Um  zu  einer  zweckmäßigen  Abänderung  des  Ostwaldschen 
Theoremes  zu  gelangen,  gehen  wir  von  der  folgenden  Betrachtung  aus: 
Das  genannte  Theorem  verlangt,  daß  unter  allen  jenen  virttiellen  Be- 
wegungen eines  Systemes  materieller  Punkte,  welche  außer  den  Systems- 
bedingungen noch  dem  Energiesatze: 

(1)  T+TJ^  Konstante 

genügen,  für  die  wirkliche  Bewegung  der  „Energieumsatz^  ein  Maximum^ 
oder,  was  offenbar  auf  dasselbe  hinausläuft,  der  Zuwachs  der  lebendigen 
Kraft  T  ein  Extremum  sei.  Ist  also  der  Anfangszustand  des  Systems, 
d.  h.  sind  die  Werte  der  Koordinaten  und  Geschwindigkeiten  der  einzelneu 
Massenpunkte  zur  Zeit  t,  gegeben,  und  ist  die  potentielle  Enei^e  V 

1)  Ostwald,  Lehrbuch  d.  allg.  Chemie,  ü,  S.  37,  1891. 

2)  Vgl.  etwa:  Zempl^n,  Über  den  EnergieumBatz  in  der  Mechanik,  Annalen 
d.  Physik,  10,  2,  S.  419,  1903,  woselbst  auch  die  einschlägige  Literatur. 
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als  Funktion  der  Koordinaten  bekannt,  dann  sollen  nnter  allen  jenen 
virtudlen  Beschlennigongen  x",  y"y  z\  welche  mit  dem  Energiesatze  (1) 
und  den  Systemsbed i ngnngen  vereinbar  sind;  gerade  jene  heransgefanden 
werden,  für  welche  bei  beliebig  kleinen  Werten  von  r  der  Zuwachs  der 
lebendigen  Kraft: 

ein  Extremmn  ist. 

Entwickeln  wir  JT  nach  Potenzen  von  r,  so  ergibt  sich: 

^m  dT  ^    1       ,    d«r  ,     1       3    d^T  , 

fl  T  Ti  Tl 

Das  erste  Glied,  -irr  •  ty  ist  nach  (1)  gleich  ^  -jr  ''^  oder: 

dT  dU  "STTdü    ,   ,   dU   ,   ,   du   n 

wo  die  Summe  über  die  Koordinaten  sämtlicher  Massenpunkte  zu  er- 
strecken ist.     Unter  dem  Summenzeichen  kommen  aber  nur  die  Koor- 

d  T 
dinafcen   und  Geschwindigkeiten   vor,  d.  h.  -irr  ist  von  den  Beschleu- 

nigongen  völlig  unabhängig  und  somit  für  alle  betrachteten  virtuellen 
Bewegungen   gleich.     Soll  also  ziT  für  beliebig  kleine  Werte  von  r 

d^T 
ein  Extremum  sein,  so  muß  -j^  ein  solches  sein.    Diese  Forderung  ist 

aber,  wie  eine  einfache  Rechnung  ergibt,  überhaupt  unerfüllbar,  außer 
wenn  das  System  anfangs  in  Ruhe  war.  Im  allgemeinen  besHmmt  dem- 
nach das  Ostwaldsche  Axiom  überhaupt  heine  Bewegung. 

Ganz  anders  gestaltet  sich  aber  die  Sache,  wenn  wir  statt  /dT  oder 

^.i  den  folgenden  Ausdruck  betrachten: 

d^T 
denn  ersetzen  wir  die  Forderung  eines  Extremums  für  -,t^   durch  die 

Forderung,  daß  S  ein  Maximum  sein  sdly  so  erhalten  wir  die  bekannten 
Lagrangeschen  Bewegungsgleichungen.     Nach  (1)  ist  nämlich 

® ^i'-i^''»«*'" +  »■"  +  '"■)! 
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wo  0  ein  Aggregat  von  Gliedern  bedeutet^  die  nur  Ton  den  Koordi- 
naten und  den  Geschwindigkeiten^  nicht  aber  Ton  den  Beechleunignngen 
abhangen.  Soll  0  ein  Maximum  sein^  dann  muß^  da  4>  als  Eonstante 
zu  behandeln  ist^ 

^-^i[K+§f)'+ K+f)'+ (-"+l?)*]-2«-2* 

ein  Minimum  sein.  Z  ist  nichts  anderes  als  der  analytische  Ausdruck 
für  den  G  au  ß  sehen  ^wang^;  und  unsere  Forderung  des  Maximmnfl 
f&r  0  deckt  sich  demnach  mit  dem  bekannten  G au  ß sehen  Satze  des 
kleinsten  Zwanges.    Wie  aus  diesem  fließen  also  auch  aus  der  Bedingimg 

(2)  e  »  Max. 

in  Verbindung  mit  (1)  die  gewöhnlichen  Bewegungsgleichungen. 

Zieht  man  es  vor,  statt  des  Umweges  über  das  Gaußsche  Prinzip 
direkt  aus  (1)  und  (2)  die  Bewegungsgleichungen  abzuleiten,  so  bietet 
dies  selbstverständlich  keinerlei  Schwierigkeiten.  Zunächst  findet  man 
wie  vorhin 

Aus  (2)  folgt,  da  die  Koordinaten  und  Geschwindigkeiten  gegeben 
sind;  also  nicht  mit  variiert  werden  dürfen: 

(3)d©-0=-2[(|f+»»a'")*^"+(|f+»«y>y"+(|?+m*")d."} 
Sind  die  Bedingungen  des  Systems  in  der  Form  von  ft  Gleichungen 

gegeben,  so  unterliegen  die  Variationen  8x'\  8y"y  8e"  -  -  -  noch  den 
fi  Bedingungen 

wozu  noch  als  letzte  Bedingung  (1)  hinzukommt.  Di£ferentiiert  man 
(l)  nach  t,  so  erhalt  man 


dT  .  du 
dt 


.du     ^      ^T»      /  '   fr  .     /   //  ,     f  //\  ,   'S^/d  U   ,  ,  du   ,  ,  du  ,\ 

Die  Variation   von  (5)  ergibt  demnach  für  die  dx"  •  •  •  die  Be- 
dingung 
(6)  ^m{x'8x"  +y8y"  +  0^80")  =  0, 
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Ans  (3),  (4)  und  (6)  folgt  in  der  bekannten  Weise,  wenn  li  und  (i 
Torlaafig  unbestinunte  Funktionen  der  x,  tf,  Z]  x',  y\  e'  sind: 

»  =  1 

Entweder  sind  sämtliche  x\  y\  z'  gleich  Null,  also  das  System  anfangs 
in  Ruhe;  dann  stimmen  die  Gleichungen  (7)  ersichtlich  mit  den  be- 
kannten Bew^ungsgleichungen  überein.  Sind  aber  irgend  weichender 
x\  y',  z'  von  Null  yerschieden,  dann  multiplizieren  wir  die  Gleichungen 
(7)  bezw.  mit  x\  y\  z'  und  addieren  alle  so  entstehenden  Gleichungen 
for  alle  Systempunkte.    Es  ei^bt  sich: 

2-(»v + ,Y + •■'-)  +2'fw-' + If »' + IF'') 

Die  linke  Seite  verschwindet  wegen  (5),  die  Doppelsumme  auf  der 
rechten  Seite  verschwindet  ebenso  wegen  9?<  (^i  •  •  •  ^n)  =  0,  und  es 
bleibt  nur  übrig: 

Da  nach  Voraussetzung  nicht  alle  x\  y\  z'  verschwinden,  muß  also 
ft»0  sein,  und  die  Gleichungen  (7)  fallen  meder  mit  den  bekannten 
Bewegungsgleichungen  zusammen. 

Dafi  femer  tatsachlich  ein  Maximum  vorhanden  ist,   ei^bt  sich 
anmittelbar  aus  der  Betrachtung  der  zweiten  Variation  von  0.    Es  ist: 

d«e— 2'[K'+|D***"+K'+|f)*Y'+H"+|f)*V'] 

Die  erste  der  beiden  Summen  rechts  ist  nach  (7)  gleich 
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verschwindet  also  wegen  (4).  Die  zweite  Samme  rechts  ist  wesentlich 
positiv,  mithin  ä*0  negativ  und  das  behauptete  Maximum  tatsnchlicli 
vorhanden. 

Die  Bedingungen  (1)  und  (2)  liefern  also  zusammen  die  Lagrange- 
schen Bewegungsgleichungen.  — 

Sollen  die  Lagrangeschen  Bewegungsgleichungen  zweiter  Art  in 
allgemeinen  Koordinaten  ji  •  •  •  gsn  erhalten  werden,  dann  braucht  man 
nur  ganz  analog  den  Ausdruck 

unter  Berücksichtigung  des  Enei^esatzes  zum  Maximum  zu  machen. 

Dabei  bedeutet^): 

jd  ^e  Determinante  der  quadratischen  Form  T ^ -\^  aikq'iQk] 

i,k 

Äfiv  die  adjungierte  ünterdeterminante  zu  a^n.; 
Tu  die  Differenz:  T^  =  ^tt  5-7-  —  5 — 

9  hängt  demnach  einzig  und  allein  von  der  lebendigen  Kraft  T  ab; 
der  Oaußsche  Satz  des  kleinsten  Zwanges  erscheint  in  zwei  Teile  zer- 
legt, nämlich  (1)  und  (2),  wovon  (2)  nur  die  Änderung  der  kinetischen 
Energie  berücksichtigt,  während  die  potentielle  Energie  erst  durch  (1) 
eingeführt  wird. 

Eine  ganz  besonders  treffende  Ausdrucksweise  ergibt  sich  für 
diese  neue  Formulierung  des  Gau  fischen  Prinzips,  wenn  man  versucht, 

dieselbe  in  Worte  zu  kleiden.  Für  die  Funktionen  -jr^  imd 
j^  m(x"*  +  y"*  +  js"^  scheinen  sich  dann  die  Bezeichnungen  „Be- 
schleunigung der  lebendigen  Kraft''  imd  „lebendige  Kraft  der  Be- 
schleunigung^'  wie  von  selbst  darzubieten,  obwohl  dieselben  vom 
mechanischen  Standpunkte  kaum  zu  rechtfertigen  sind  und  nur  die 
Analogie  der  betrachteten  Formeln  mit  jenen  für  die  Beschleunigung 
und  die  lebendige  Kraft  andeuten  sollen.  Führen  wir  diese  symbolischen 
Bezeichnungen  ein,  dann  ergibt  sich  der  folgende  Satz,  der  sich  dem 
Gedächtnisse  leicht  einprägt: 

„Betrachten  wir  alle  jene  virtuellen  Bewegungen  eines  Systemes, 
die  mit  den  Anfangsbedingungen  und  den  Bedingungsgleichungeu  des 
Systemes,  sowie  mit  dem  Energiesatze  verträglich  sind; 


1)  Siehe:  A.  Waßmnth,  Über  die  Anwendung  des  Prinzips  des  kleinsten 
Zwanges  auf  die  Elektrodynamik.    Wiedemanns  Annalen  54,  p.  164 ;  1895. 
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Dann  ist  unier  allen  diesen  virtuellen  Bewegungen  für  die  umMiche 
Bewegung  die  ^^Beschleunigung  der  lebendigen  Kraff',  vermindert  um  die 
jjidendige  Kraft  der  Beschleunigung^  ein  Maocimum'^ 

Gottingen,  den  26.  Februar  1903. 

Anmerkung:  Die  im  vorstehenden  gegebene  Fassung  des  Ost- 
waldschen  Axioms  findet  sich,  wie  ich  nachträglich  bemerke,  schon 
bei  A.  Yoß,  „Über  ein  energetisches  Grundgesetz  der  Mechanik^' 
Sitzongsber.  d.  k.  bayr.  Akad.  d.  Wiss.  1901. 

Die  ,,Lebendige  Ejraft  der  Beschleunigung''  tritt  dort  als  „Be- 
schleunigung der  halben  relativen  kinetischen  Energie''  auf;  der  Beweis 
des  Satzes  deckt  sich  genau  mit  dem  im  vorigen  gegeben  zweiten 
direkten  Beweise,  während  die  ZurückfÜhrung  des  Satzes  auf  das 
Gaußsche  Prinzip,  die  mir  hauptsächlich  von  Interesse  zu  sein  scheint, 
dortselbst  nicht  durchgeführt  ist. 


Zur  Frage  der  Bezeichnirngsweise  in  der  darstellenden 

Geometrie. 

Von  E.  Müller  in  Wien. 

unzweifelhaft  kommt  in  den  mathematischen  Wissenszweigen  das 
Streben  nach  einheitlichen  Bezeichnungen  immer  mehr  zum  Durch- 
bmcL  Es  ist  daher  zu  begrüßen,  daß  Herr  Mehmke  gelegentlich 
der  Besprechung  des  Lehrbuchs  der  darstellenden  Geometrie  von 
M.  Bernhard  (S.  144  des  letzten  Bandes  dieser  Zeitschrift)  zur  Frage  der 
Bezeichnungen  in  der  darstellenden  Geometrie  Stellimg  genommen  und 
damit  zu  einer  Diskussion  über  den  Gegenstand  Veranlassung  gegeben 
bat  Yielleicht  trägt  eine  vorurteilslose  Besprechung  der  Frage  zur 
Forderung  der  Einheitlichkeit  bei,  deren  Nutzen  wohl  jeder  zugeben 
wird,  der  Schriften  verschiedener  Verfesser  über  unseren  Gegenstand 
gelesen  hat  Um  wie  vieles  leichter  liest  sich  eine  Abhandlung,  mit 
deren  Bezeichnungsweise  man  vertraut  ist! 

DaB  Herr  Mehmke  seit  Jahren  Punkte  mit  kleinen.  Geraden  mit 
großen  lateinischen  Buchstaben  auch  in  der  darstellenden  Geometrie 
bezeichnet,  war  mir  erfreulich  zu  hören,  da  ich  gleichfalls  diese  Be- 
zeichnungsweise  bevorzuge.  Verdient  sie  aber  einen  Vorzug?  Ich  vermute, 
wir  sind  beide  durch  die  Beschäftigung  mit  H.  Graßmanns  Schriften 
an  diese  Bezeichnung  gewöhnt  worden.  Nach  Gründen  für  sie  suchend, 
bin  auch  ich  darauf  gekommen,   daß  man  den  Punkt,  trotz  anderer 
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wissenschafUicher  AnfiGassimgen;  gewolmlich  als  Element  der  räumlichen 
Gebilde  betrachtet^  und  es  daher  passend  ist,  die  zufolge  dieser  Auf- 
fassung in  den  Figuren  häufiger  auftretenden  Punkte  mit  den  in  der 
Schrift  am  häufigsten  auftretenden  kleinen  Buchstaben^  Geraden  also 
mit  den  eine  Ausnahmestellung  einnehmenden  großen  Buchstaben,  des 
lateinischen  Alphabetes  natürlich,  zu  bezeichnen.  Unzweifelhaft  sind 
auch  die  kleinen  Buchstaben,  selbst  wenn  man  sie  sorgfaltig  zeichnet, 
rascher  herstellbar  als  die  großen  und  nehmen  weniger  Raum  ein. 
Wohl  kann  man,  wie  mir  ein  Kollege  einwarf,  die  großen  Buchstaben 
in  beliebiger  Kleinheit  schreiben.  Dann  werden  aber  die  kleinen  Buch- 
staben, da  man  einen  Größenunterschied  zwischen  den  beiden  Arten 
immer  wahren  muß,  zu  klein.  Leider  ist  es  durch  die  ausgezeichneten 
Werke  von  Fiedler,  Wiener  und  Rohn-Papperitz,  welche  um  die 
Einführung  konsequenter  Bezeichnungen  sich  große  Verdienste  erworben 
haben,  noch  üblicher  geworden,  Punkte  mit  großen  und  Geraden  mit 
kleinen  Buchstaben  zu  bezeichnen,  während  schon  vorher  Klingenfeld 
in  seinem  „Lehrbuch  der  darstellenden  Gbometrie^'  (Nürnberg  1851, 
2.  Aufl.  1871)  und  K.  Pohlke  in  den  verschiedenen  Auflagen  seiner 
Darstellenden  Geometrie  (Berlin  1860 — 1876)  die  umgekehrte  Bezeich- 
nung verwendet  haben.  ^) 

Zur  Bezeichnung  von  Ebenes  eignen  sich  wohl  am  besten  die 
kleinen  und  großen  Buchstaben  des  griechischen  Alphabets.  Die  Zeichen 
für  Ebenen  von  denen  für  Punkte  durch  fetten  Druck  zu  unterscheiden, 
wie  es  Fiedler  und  Wiener  machen,  erscheint  mir  unvorteilhaft,  weil 
in  der  Schrift  diese  Unterscheidung  schwierig  ist,  und  weil  man  beim 
Sprechen  die  Zeichen  wieder  durch  ein  Beiwort  unterscheiden  muß, 
was  schon  bei  „Klein — a"  und  „(Jroß — ^"  lästig  wird.  Ich  verwende 
für  Ebenen  gewöhnlich  kleine  griechische  Buchstaben,  für  ausgezeichnete 
Ebenen,  wie  Projektionsebenen,  und  für  krumme  Flächen  große  griechi- 
sche Buchstaben.  Die  Spuren,  oder  auch  Spurparallelen  einer  Ebene  a 
sind  dann  mit  A^jA^zu  bezeichnen.  Rohn-Papperitzhabenfür Ebenen 
durchgehends  große  griechische  Buchstaben  gewählt,  wahrscheinlich 
um  fiir  die  Winkelbezeichnimg  die  kleinen  Buchstaben  aufzusparen. 
Da  aber  die  ausdrückliche  Bezeichnung  von  Winkeln  in  der  darstellenden 
Geometrie  seltener  nötig  wird,  kann  man  bei  ihr  ebenfalls  kleine 
griechische  Buchstaben   verwenden,   wenn   man  im  Text  das  Winkel- 

1)  Während  des  Druckes  habe  ich  bemerkt,  daß  schon  in:  P.  Wolff,  Die 
beschreibende  Greometrie  nnd  ihre  Anwendungen,  Leitfaden  fOr  den  Unterricht  am 
Egl.  Grewerbe-Institut,  Berlin  1836,  Punkte  immer  mit  kleinen  lateinischen  Buch- 
staben, sowie  Grundriß,  Aufriß,  Seitenriß  von  p  mit  p\  p",  p'"  bezeichnet 
werden.  R.  Mehmke. 


Von  E.  MüLUBB.  91 

zeichen  <a,  a  oder  das  Wort  ,, Winkel^  hinzüftlgt.^)  In  den  Figuren 
wird  der  Badustabe  ohnedies  neben  einem  Bogen  stehen.  Von  Vorteil 
fnr  das  rasche  Yerstandnis  mancher  Figuren  ist  eine  einfache  Be- 
zeichnung des  rechten  Winkels.  Ich  verwende  dafür  einen  Bogen^  in 
den  ich  statt  des  Winkelzeichens  einen  Punkt  setze. 

Zur  Bezeichnung  von  I&ngenzahlen  (Koordinaten^  Abständen  etc.) 
benutze  ich,  um  mit  der  ftir  Punkte  nicht  in  Widerspruch  zu  geraten, 
kleine  Buchstaben  des  deutschen  Alphabets. 

Auf  einer  einheitlichen  Bezeichnung  beruht  die  Verwendbarkeit 
der  abgekürzten  Bezeichnungen  fOr  Verbindungs-  und  Schnittgebilde,  wie 
de  Rohn-Papperitz  in  die  darstellende  Geometrie  eingeführt  haben. 
Schade,  daß  sich  die  Verfasser  hierbei  nicht  inniger  an  die  Graß- 
mannschen  Bezeichnungen  anschlössen.  Wird  z.  B.  die  Schnittlinie 
zweier  Ebenen  a  und  ß  mit  [aß]  bezeichnet,  dann  kann  man  zuweilen 
auch  ihre  Projektionen,  ohne  Einführung  eines  neuen  Buchstaben  [aßj, 
[aßY'  nennen.  Vorteilhaft  erschien  mir  insbesondere  die  Anwendung 
des  Graßmannschen  Erganzungszeichens  |  in  dem  Sinne,  daß  \Ä  die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Lotebenen  zu  Ä  (die  zur  Richtung  von  Ä 
senkrechte  Stellung)  und  \a  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Lote  zu  a 
(die  zur  Stellung  von  a  senkrechte  Richtung)  bezeichnen  sollen.^  Dann 
bedeutet  z.  B.  [p\a]  oder,  wenn  man  will,  p\a  das  aus  p  auf  a  gefällte 
Lot  und  [plÄ]  die  durch  p  gehende  Lotebene  von  Ä.  Liegt  Ä  im 
unendlichen,  dann  soU  \Ä  die  zur  Stellung  Ä  senkrechte  Richtung, 
und  liegt  a  im  Unendlichen,  \a  die  zur  Richtung  a  senkrechte  Stel- 
lung bezeichnen.  Nach  diesen  Festsetzungen  bedeutet  dann  \\Ä  die 
Richtung  (den  unendlich  fernen  Punkt)  von  Ä  und  \\a  die  Stellung 
(die  unendlich  ferne  Gerade)  von  a,  also  z.  B.  [-BH^]  die  durch  B 
parallel  zu  Ä  gelegte  Ebene.  Femer  kann  [pa]  ohne  Zweideutigkeit  als 
Zeichen  für  den  Abstand  des  Punktes^?  von  der  Ebene  a  betrachtet  werden. 

Was  die  Bezeichnung  der  verschiedenen  Risse  eines  Elementes 
anlangt,  so  scheint  mir  hierfür  Einheitlichkeit  von  ebensogroßem 
Werte,  ist  aber  vielleicht,  wegen  der  Eonstanz  der  Bezeichnung  in 
jeder  Schule,  noch  schwieriger  zu  erreichen.  Man  müßte  aber  die 
Angelegenheit  nicht  vom  Standpunkte  der  Gewohnheit,  sondern  der 
Zweckmäßigkeit  betrachten.  Obgleich  da  und  dort  noch  manche  andere 
Bezeichnungsweisen  gebrauchlich  sind,  scheint  es  sich  mir  in  erster  Linie 

1)  Die  Bezeichnung   des  Winkek  zweier  Gebilde   durch  darüber  gesetstes 

Winkebeichen,  also  AB  statt  ^AB  erscheint  mir  beqnemer. 

8)  C.  Beuschle,  Die  Deck-Elemente,  Stattgart  1888  hat  \a  das  Zeniäi  von 
«  und  \A  die  ZemMiniie  von  A  genannt  und  auf  die  Verwendbarkeit  dieser  Be- 
griffe in  der  darstellenden  Geometrie  hingewiesen. 
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um  die  Frage  zu  handeln:  Sollen  wir  die  Projektionen  eines  Punktes  p 
durch  angefügte  obere  oder  untere  Zeiger  unterscheiden^  also  mit  p\ 
p"jP"'  oder  Pi^p^yP^  bezeichnen?  Trotzdem  ich  mich  ein  Jahrzehnt 
lang  in  die  letztere  Bezeichnung  eingewöhnt  hatte^  bin  ich  doch  wieder 
auf  die  erstere^  als  die  zweckmäßigere^  zurückgekommen  und  zwar  aus 
folgendem  Gfrunde.  Es  ist  sehr  bequem  und  auch  allgemein  gebrauchlich, 
eine  Anzahl  gleichberechtigter  Elemente  mit  demselben  Buchstaben, 
jedoch  verschiedenen  unteren  Zeigern  (z.  B.  p^,Pi, . .  .p^  zu  bezeichnen. 
Darauf  müßte  man  bei  Verwendung  der  imteren  Zeiger  zu  obigem 
Zwecke  verzichten.  Darum  ist  es  wünschenswert^  daß  sich  die  Be- 
zeichnung p',p"jp'\p^y . . .  für  die  verschiedenen  Bisse  eines  Punktes 
allgemein  einbüi^ere. 

Es  wäre  aber  vorteilhaft,  den  Grundsatz,  durch  obere  Zeiger  Projek- 
tionen zu  bezeichnen,  noch  weiter  durchzuführen.  Bei  orthogonal- 
und  schief- axonometrischen  sowie  Perspektiven  Darstellungen  werden 
die  Bildpunkte  oft  ebenso  wie  die  Punkte  des  Originals  bezeichnet. 
Für  manche  Erörterungen  ist  eine  Unterscheidung  nötig;  ich  würde  dann 

p^  für  die  orthogonale  Projektion  (axonometrisch) 
p*    „     „        schiefe  „ 

p^    „      „       centrale  „ 

vorschlagen^),  woraus  dann  die  Bezeichnungen  |)''',p'*,j>'*'  für  die  be- 
treffenden Grundrisse  sich  ergeben.  Auch  die  durch  Umlegung  er- 
haltenen Punkte  und  Geraden  sollten  dann  durch  obere  Zeiger,  etwa 
P)  P*f  P^  bezeichnet  werden,  hingegen  könnte  man  p^  für  den  Schatten 
des  Puntes  p  aufsparen. 


Bestimmnng  des  Schwerpimktes  einer  kmnmiliiiig  begrenzten 
ebenen  Fläche  mit  Hilfe  des  Polarplanimeters  von  Amsler.^) 

Von  6.  L,  TiRASPOLSKiJ  in  Tomsk  (Sibirien). 

Wenn  von  einer  Flache  ABC  der  Schwerpunkt  zu  bestimmen  ist, 
HO  logen  wir  sie  zwischen  die  Koordinatenachsen  OX  und  OY,  welche 
in  don  Punkten  A  und  Ji  berühren  mögen.  Um  den  Abstand  des 
Schwerpunktes  von  der  Achse  OY  zu  finden,  zerl^en  wir  die  Fläche 

l)  Hohn-Papporiti  sohmbeu  p^  und  p^. 

t)  Dio  tHM^i^tHttiig  diodOK  unpnlnglich  russisch  geschriebenen  Beitrages  far 
die  ZclUchiia  int  von  R,  Mohiuko, 
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ABC  in  Streifen  durch  eine  Reihe  von  Parallelen  ab,  cd,  -  --  zu  OY. 
Ans  der  Statik  weiß  man^  daß  der  Abstand  x  des  Schwerpunkts  der 
ganzen  Fläche  von  der  Achse  OT  wird: 


^      Zpx 


{Sp^I), 


wo  p  den  Inhalt  irgend  einer  der  Flachen  Aah,  acdh,  cefd,  •  •  •,  rc 
den  Abstand  ihres  Schwerpunkts  von   OY  bezeichnet.     Wenn  wir  die 

y 


f  B 


Zerlegung  so  vornehmen^  daß  die  Höhen  dieser  Streifen  unter  sich  und 
der  Einheit  gleich  werden^  z.  B.  gleich  1  cm: 


Ak  =  Ä6  =  cw  =  mn 


=  1  cm, 


80   kann   jede   Flache    durch    eine    mittlere    Linie    bestimmt    werden, 
nämlich 

Aah  =  rgr-l  cm, 

acdh  =  r^q^'\  cm, 

cefd  =  r,  j,  •  1  cm 

u.  s.  w. 
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ELierbei  kann  man  die  Linien  rg,  ^iQif  •  •  •  näherungsweise  er- 
halten, indem  man  über  die  Schwerpunkte  der  betreffenden  Flächen 
fährt,  also: 


oder: 


F'X  =-  Fläche  srqts  +  Fläche  s^r^q^tiS^^  + 


Diese  Flächen  werden,  wie  die  ganze  Fläche  JP,  mit  dem  Planimeter 
bestimmt.  Den  unbeweglichen  Fuß  des  Planimeters  stellt  man  außer- 
halb der  Flächen  auf  und  mit  dem  Fahrstiffc  umfahrt  man,  beim  Punkt 
A  beginnend,  die  Fläche  ÄsrqtÄ  und  weiter  ohne  Aufhören  und  Ab- 
lesen die  Fläche  Asir^qj^t^Ä  u.  s.  w.  Hierauf  gibt  die  Ablesung  am 
Planimeter  den  Wert  F-x^  woraus  x  durch  Division  mit  F  erhalten 
wird.  In  Bezug  auf  die  Achse  OX  ebenso  verfahrend  erhalt  man  y. 
Wenn  die  Höhe  nc  der  letzten  Fläche  großer  oder  kleiner  als  1  cm 
ist,  so  verkürzt  oder  verlängert  man  die  mittlere  Linie  r^q^  im  Yer- 
hältnis  nc:l.  In  Wirklichkeit  ist  es  nicht  notig,  die  Parallelen  ab, 
cd,  * ' '  auszuführen.  Es  genügt,  die  Reihe  der  Parallelen  rq,  r^q^,  •  •  • 
so  zu  bestimmen,  daß  rq  im  Abstand  Y,  cm  von  0  Y  geführt  ist  und 
die  übrigen  in  je  1  cm  Abstand  folgen,  und  dann  mit  dem  Planimeter 
die  Grenzen  der  Fläche  AsrqtA  u.  s.  w.  entlang  den  Kanten  eines 
Zeichenwinkels  zu  durchfahren,  oder  noch  besser  —  genauer  und 
schneller  —  mit  Hilfe  der  Reißschiene,  indem  man  den  Fahrstiffc  des 
Planimeters  senkrecht  mit  der  Reißschiene  und  wagrecht  entlang  der 
Reißschiene  führt.  Die  Höhen  ATCy  Tel,  Im,  •  •  •  kann  man  auch  von 
der  Einheit  verschieden  nehmen,  es  ist  nur  nötig,  daß  sie  untereinander 
gleich  sind  und  daß  die  Ablesung  am  Planimeter  im  Verhältnis  der  Höhe 
zu  1  vergrößert  wird.  Wenn  die  untersuchte  Fläche  eine  Symmetrie- 
achse hat,  nimmt  man  diese  als  eine  Koordinatenachse  und  wendet  das 
angedeutete  Verfahren  nur  einmal  an. 
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Eine  Bemerkung  znr  OrapMsclieii  Statik. 

Von  N.  J.  Hatzidakis  in  Athen. 

Hat  man  zwei  Systeme  von  Kräften,  von  denen  einige  den  beiden 
Systemen  gemeinsam  angehören,  so  verfahrt  man  gewöhnlich  znr  Eon- 
stroktion  des  Kräfte-  und  des  Seilpolygons  auf  folgende  Weise  (ygL 
z.  B.  J.  Petersen,  Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper j  deutsch  von 
V,  Fischer- Benzon,  S.  145 — 146,  §  122):  Diejenigen  Teile  der  zwei 
Eraftepolygone,  welche  den  gemeinsamen  Kräften  entsprechen,  sind  zn- 
ehiander  parallel,  können  mithin  dnrch  eine  bestimmte  parallele  Ver- 
schiebung znr  Deckung  miteinander  gebracht  werden.  Dadurch  erfährt 
aber  auch  der  Pol  0  eine  parallele  Verschiebung.  Es  können  also  auf 
diese  Weise  die  den  gemeinsamen  Kräften  entsprechenden  Teile  der 
Seilpolygone  als  Seilpolygone  betrachtet  werden,  die  demsdben  Kräfte- 
polygon, aber  verschiedenen  Polen  0  und  0^  (der  neuen  Lage  von  0 
nach  der  Verschiebung)  entsprechen,  und  für  diese  ist  (a.  a.  0. 
S.  143 — 144,  §  119)  schon  eine  Konstruktionsr^el  angegeben.  Ein 
Schüler  Ton  mir  in  der  Militärschule,  Herr  Aris  Ghronis,  hat  mich 
nun  neuerdings  darauf  aufinerksam  gemacht,  daß  man  obige  Kon- 
strnktion  noch  mehr  erleichtem  kann,  wenn  man  auf  folgende  Weise 
Terfahri:  Die  parallelen  Teile  der  Kräftepolygone  können  zusammen- 
&IleiL  Praktisch  wird  dies  dadurch  erreicht,  daß,  nachdem  man  schon 
das  dem  einen  beider  Systeme  von  Kräften  entsprechende  Kräftepolygon 
konstruiert  hat,  die  Konstruktion  des  anderen  Kräftepolygons  von  den 
gemeinsamen  Kräften  ausgehend  beginnt  und  zwar  als  diesen  gemein- 
samen Kräften  entsprechenden  Teil  des  zweiten  Kräftepolygons  den 
denselben  entsprechenden  Teil  des  ersten  betrachtet^  was,  da  der  Anfang 
der  Kräftepolygone  überhaupt  beliebig,  offenbar  gestattet  ist.  Dadurch 
wird  nun  erreicht,  daß  die  Beziehung  derjenigen  Teile  der  Seilpolygone, 
die  den  gemeinsamen  Kräften  entsprechen,  noch  einfacher  als  früher  wird: 
sie  sind  nämlich  jetzt  offenba/r  parallel  (der  Pol  ist  natürlich  derselbe). 
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Ein  Satz  Aber  die  Zweikörperbewegnng. 

Folgender  Satz  scheint  in  der  mathematischen  Literatur  nicht  vor- 
zukommen.^) 

Wirken  auf  zwei  frei  bewegliche^  einander  anziehende  oder  abstoßende 
Massenpunkte  kerne  äußeren  Kräfte^  so  schneiden  die  Tangenten^  die  man  in 
diesen  Punkten  an  ihre  Bahnen  ziehen  kanny  eine  beliebige  feste  Ebene  in  zwei 
Punkten  y   deren  Verbindungslinie  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  gfkt. 

Er  ist  in  geometrischem  Sinne  dualistisch  zu  dem  von  Poinsot^  her- 
rtOirenden  Satze: 

Die  Verbindungsebenen  jener  Tangenten  mit  einem  beliebigen  festen  Punkt 
schneiden  sich  fortwährend  auf  einer  festen  Ebene. 

Mit  Hilfe  Graßmannscher  Methoden  führt  man  den  Beweis  wie  folgt 
Seien  p  und  p'  die  beiden  Punkte,  m  und  m'  ihre  Massen,  k  nnd  k'  die  auf 
sie  wirkenden  Kräfte,  als  Vektoren  betrachtet,  dann  ist: 

"»5^  =  *'    ♦«'?&  =  *''    *  +  *'  =  <>• 
Verbindet   man  die  erste   Gleichung  mit  p,    die   zweite  mit  p'  durch 
äußere  Multiplikation  und  addiert,  so  kommt 

oder  dr  dpn.     ,dr  , dp'n      . 

woraus  durch  Integration 

4»tl+"['''t]-''- 

Weil  auf  der  linken   Seite  Linienteile  („Stäbe")  stehen,  so   stellt  die 

Litegrationskonstante   C   eine    Liniengröße  („Schraube")    vor.  Multipliziert 

man  die  letzte  Gleichung  einmal  mit  einer  beliebigen  Ebene  a,  dann  mit 
einem  beliebigen  Punkt  a,  so  ergibt  sich 

was  der  analytische  Ausdruck  für  die  beiden  Sätze  ist.  Wie  man  sieht, 
ist  der  feste  Punkt  [Occ]  des  ersten  Satzes  der  Nullpunkt  von  a  in  dem 
durch  die  Schraube  C  bestimmten  Nullsystem  und  die  feste  Ebene  [Cd] 
des  zweiten  Satzes  die  Nullebene  von  a  in  diesem  Nullsjstem.  Letztere  Ebene 
ist  übrigens  die  „invariable"  Ebene  von  Laplace  in  Bezug  auf  den  Punkt  o. 
Stuttgart  B.  Mehmke. 

1)  Diesen  Satz  zu  beweisen,  habe  ich  schon  188S  als  Prüfongsau&abe  gestellt. 

2)  Vgl.  W.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  u.  der  Kräfte,  2.  Aufl.,  H,  S.  605. 
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Dezimale  Ephemerideii. 

In  Band  46  dieser  Zeitschrift,  S.  383,  haben  wir  über  eine  Petition 
an  den  französischen  ünterrichtsminister,  die  darauf  abzielte,  die  regelmäBige 
Veröffentlichung  von  Ephemeriden  für  die  Dezimalteilung  des  Quadranten 
herbeizuführen,  berichtet.  Wir  können  heute  mitteilen,  daß  die  Herren 
J.  de  Bey-Pailhade,  Ingenieur  civil  des  Mines  in  Toulouse  (18,  rue  Saint- 
Jacques),  und  A.  Jouffraj,  Astronom  an  der  Sternwarte  in  Mustapha- 
Superieur  in  Algier  (viUa  Prima,  chemin  des  Alouettes)  die  Berechnung 
solcher  Ephemeriden  in  die  Hand  genommen  haben.  In  der  uns  vorliegenden 
Ankündigung  führt  M.  de  Bey-Pailhade  etwa  aus:  Nach  den  Erfahrungen 
der  Geodäten  ist  die  Zehnteilung  des  rechten  Winkels  der  Einteilung  in 
Grade,  Minuten  und  Sekunden  weit  überlegen^);  die  in  der  französischen 
Marine  angestellten  Versuche  haben  den  Beweis  geliefert,  daß  die  Seeleute 
Ton  der  Einführung  der  neuen  Winkelteilung  großen  Gewinn  hfttten^; 
endlich  weiß  man,  daß  auch  gewisse  umfangreiche  astronomische  Rechnungen 
dadurch  außerordentlich  vereinfacht  werden.')  Trotz  dieser  anerkannten 
Vorteile  hat  die  wissenschaftliche  Literatur  noch  keine  regelmäßige  Ver- 
öffentlichung aufzuweisen,  welcher  die  gegenseitige  Stellung  der  Haupt- 
gestime in  einer  zehnteiligen  Einheit  ausgedrückt  entnommen  werden  könnte. 
Diese  Lücke  wird  also  ausgefüllt  werden. 

Der  Nutzen  der  neuen  Veröffentlichung  wird  nach  Ansicht  von  M.  de 
Bej-Pailhade  darin  bestehen,  daß  die  zahlreichen  Besitzer  dezimal  geteilter 
Instromente  die  Angaben  der  Ephemeriden  seitheriger  Einrichtung  nicht  um- 
zurechnen brauchen  und  die  Seeleute  sidi  mit  geringen  Kosten  die  Vorteile 
des  Dezimalsystems  zu  Nutze  machen  können,  daß  die  Astronomen  sich 
leichter  entschließen  werden,  an  neuen  Instrumenten  dezimal  geteilte  Kreise 
anbringen  zu  lassen  und  daß  man  bei  allen  einschlftgigen  Bechnungen  eine 
Bechenmaschine  wird  anwenden  können,  ohne  die  bei  der  Sexagesimalteilung 
nötigen  Verwandlungen  vornehmen  zu  müssen. 

Die  beiden  Herausgeber  richten  an  Sternwarten,  gelehrte  Gesellschaften, 
Bibliotheken  großer  Stftdte  und  an  Gelehrte,  die  dem  Fortschritt  huldigen, 
die  Aufforderung,  Bestellungen  auf  diese  Ephemeriden  bei  einem  von  ihnen 
zu  machen  und  etwaige,  die  Einrichtung  betreffende  Wünsche  ihnen  mit- 
zuteilen. Der  Subskriptionspreis,  der  erst  nach  Lieferung  des  Werkes 
eingezogen  werden  vnrd,  soll  höchstens  5  Frs.  betragen. 

1)  VffL  den  Bericht  über  Winkelteilung,  im  Namen  der  ,,Tafelkommi8Bion" 
der  Dentedien  Mathematiker- Vereinigung  ers&ttet  von  R.  Mehmke,  Jahresbericht 
der  Deatschen  Mathematiker-Vereinigung,  Band  8,  (1900),  S.  139—168,  insbesondere 
S.  149  Anm.  18  und  19,  S.  161  Amn.  22,  S.  166  Anm.  32,  S.  166  Anm.  36. 

2)  VgL  £.  Guyou,  Sur  rapplication  de  la  division  d^cimide  du  quart  de 
cercle  k  la  pratique  de  la  navigation,  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour 
Tan  1902,  Note  C,  1—16. 

3)  Vgl.  den  oben  genannten  Bericht  über  Winkelteilung,  Anm.  87  S.  167—168. 
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In  den  Phil.  Transactions  voL  10»  for  the  year  1770,  London  1771, 
findet  sicla  p.  240 — 256  von  R©v.  J.  Eowniog  ein  „Universal  eonstmctor 
of  eiiuations*'  beschrieben  und  abgebildet  Es  ist  dies  einer  der  ältesten 
Mechanismen  zur  Auflösung  von  Gleichungen  und  ein©  hinsichtlich  der 
geometrischen  Gmndlage  (welche  die  v*  Segners  che  Konstruktion  rationaler 
ganzer  Funktionen  bildet)  wie  der  technischen  Ausführung  sehr  beachtens- 
werte Leistung.  (Ich  habe  die  Abbildung  verkleinert  wiedergegeben  in  der 
Encyklopitdie  der  mathem,  Wissenschaften,  Band  I,  S.  1067.)  Auf  p.  251 
sagt  der  Erfinder,  daß  die  „Maschine"  „b^  an  eicellant  workman  of  this 
town"  ausgeführt  worden  sei  nnd  daß  er  sie  der  Society  anbiete.  Weiß 
jemajid,  ob  dieser  Apparat  noch  vorhanden  ist  und  wo  er  sich  befindet?  Li 
der  Encjclopedie  methodique^  Math^matiques,  i  I,  Paris  1784,  steht 
p.  659 — 663  ein  niit  (V)  unterzeichneter  Artikel  mit  der  Überschrift 
„Equations.  Construction  et  usage  d'une  m achin o  pour  trouver  les  racines 
de  quelqne  equation  que  ce  ptiisse  etre  (Algebre.  Machines )*S  Wer  ist  der 
Verfasser?  Bei  näherer  IVüfung  zeigte  sich  mir,  daß  dieser  Artikel  größten- 
teils eine  wörtliche  Üliersetzung  der  Abhandlung  von  Kowning  ist,  dessen 
Name  nicht  genannt  wird.  Bie  zu  diesem  Band  der  Encyclopedie  gehörigen 
Tafeln  sind  in  der  Landeabibliotbek  vm  Stuttgart  nicht  aufzufinden,  ich 
erinnere  mich  aber,  sie  in  der  Hofbibliotbek  zu  Darmstadt  gesehen  zu  haben 
und  glaube,  daß  die  darin  vorhandene  Abbildung  der  fraglichen  Maschine 
mit  der  von  Howning  im  wesentUcheii  übereinstimmt.  Nun  ist  weiter  in 
dem  Traite  complet  de  mt?canique  appliquee  aui  arts  von  J.-A.  Borgnis, 
T,  Vni,  Paris  1820,  p,  226—229,  eine  „machiue  pour  coastruire  les 
4quations,  par  Clairaut'*  beschrieben.  Die  sehr  schön  ausgeführte  perspek- 
tivische Abbildung  der  Maschine,  p*  23  Fig,  1,  sieht  aus  wie  eine  etwa 
auf  ein  Drittel  verkleinerte  Wiedergabe  der  oben  erwshitten  Abbilduag,  die 
Eowüing  von  seiner  Maschine  gibt  Aber  abgesehen  davon,  daß  Schatten 
und  Bchrafiierung  fehlen,  sind  nebensächliche  Einzelheiten,  z.  B,  FliLgel- 
schrauben,  in  der  Form  oft  etwas  geändert.  Darf  man  daraus  schließen, 
daß  ein  anderes  Exemplar  der  Maschine  als  Vorlage  gedient  hat?  Dia 
Erlö-uteruugsfiguren  = —  Darstellungen  der  v.  Segn ersehen  Konstruktion  — 
stimmen  auch  mit  denen  bei  Howning  überein,  nur  sind  die  Buchstaben 
manchmal  geändert.  Es  wäre  erwünscht,  die  Figuren  bei  Borguis  mit 
denen  der  Encyclopedie  zu  vergleichen.  Im  höchsten  Grade  rätselhaft  ist 
noch,  daß  Borgnis  die  Maschine  Clairaut  ^.uschreibt.  In  den  Schriften 
der  Pariser  Akademie  habe  ich  keine  auf  den  Gegenstand  besügliche  Arbeit 
von  Clairaut  finden  können.     Wer  kann  hier  Aufklärung  geben? 

Stuttgart.  B-  Mehmkb. 


I 


I 


Bücherschan.  99 


Bttcherschaii. 


Dr.  HermaiUI  Schnbert.  Professor  an  der  (xelehrtenachule  des  Johanneums 
zn  Hamburg.  Niedere  Analyais.  Erster  Teil.  „Sammlnng  Schubert  V/* 
(V  u.  181  S.)     Leipzig,  Q.  J.  Göschensche  Verlagsbandlung  1902. 

Der  Yerf.  trennt  diejenigen  Teile  der  Elementarmathematik,  die  man 
gewöhnlich  unter  dem  Namen  „niedere  Analysis'^  zusammenfaßt,  in  zwei 
Gebiete,  je  nachdem  die  ganze  Zahl  den  Ausgangspunkt  bildet  und  die 
Hanptrolle  spielt  oder  die  irrationale  Zahl  in  den  Vordergrund  tritt.  Das 
erste  dieser  Grebiete  findet  in  dem  vorliegenden  Bftndchen  der  „Sammlung 
Schubert"  durch  deren  Herausgeber  selbst  eine  vomehmlich  auf  das  Selbst- 
stadium berechnete  Darstellung.  Kombinatorik,  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und  die  Lehre  von  den  Eettenbrüchen  und  den  diophantischen  Gleichungen 
werden  in  einer  für  Mittelschulzwecke  mehr  als  ausreichenden  Ausführlichkeit 
behandelt;  was  das  Buch  als  Studienbehelf  besonders  wertvoll  macht,  das 
sind  die  überaus  zahlreichen  aus  großer  Lehrerfahrung  geschöpften  Beispiele; 
zu  emem  Teile  derselben  sind  auch  die  Lösungen  mitgeteilt,  wodurch  dem 
Leser  die  Kontrolle  seiner  eigenen  Arbeit  ermöglicht  wird. 

Über  den  Stoff  selbst  ist  wenig  zu  bemerken,  da  er  sich  innerhalb  der 
üblidien  Grenzen  bewegt.  Li  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  behandelt  der 
Verfasser  außer  direkten  Wahrscheinlichkeitsbestimmungen  a  priori  Teilungs- 
anfgaben,  die  er  force-majeur-Probleme  nennt,  dann  Aufgaben  über  die 
Wahrscheinlichkeit  der  verschiedenen  Entstehungsmodalitäten  beobachteter 
Ereignisse  (ürsachenprobleme)  und  Aufgaben  über  die  Wahrscheinb'chkeit 
von  Zeugenaussagen  (Glaubwürdigkeitsprobleme).  Ln  dritten  Abschnitt 
kommen  auch  einige  Formen  unbestimmter  Gleichungen  zweiten  Grades 
zmn  Vortrage. 

An  die  Spitze  eines  jeden  Paragraphen  sind  die  Formeln  gestellt,  die 
seinen  Hauptinhalt  bilden,  eine  Einrichtung,  die  Wiederholungszwecken  förder- 
lich sein  kann. 

Wien-  CzuBEB. 

Dr.  Ad«  Schwarz.  Zur  BilanBreohnimg  bei  Pensions-IiiBtitaten.   (15  S.) 

Leipzig  und  Wien,  F.  Deuticke,  1901. 
Das  kleine  Schriffcchen  behandelt  eine  bei  der  Bilanzierung  von  Pensions- 
instituten  auftretende  spezielle  Frage,  wie  nämlich  die  Gehaltssteigerung  und 
die  in  Prozenten  des  jeweiligen  Gehalts  ausgedrückte  jährliche  Steigerung 
des  Ansprudia  (auf  Livididen-  oder  Witwenpension  oder  auf  ein  Sterbequartal) 
in  Bechnung  zu  bringen  sei  insbesondere  auch  dann,  wenn  der  letztgenannte 
Prozentsatz,  wie  dies  mitunter  der  Fall  ist,  einmal  im  Laufe  der  Dienstzeit 
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eine  Änderung  erfährt.  Der  dabei  verwendete  mathematische  Gedanke  be- 
steht darin,  daß  die  Steigerungen  des  Anspruchs  in  den  aufeinanderfolgenden 
Jahren  vom  Bilanzzeitpunkt  gerechnet  eine  arithmetische  Beihe  zweiter 
Ordnung  bilden,  vorausgesetzt,  daß  der  Gehalt  von  Jahr  zu  Jahr  in  einer 
arithmetischen  Reihe  ersten  Ordnung  ansteigt  und  daß  das  Gehaltsprozent, 
welches  den  Anspruch  ausdr&ckt,  ebenfalls  in  arithmetischer  Beihe  wächst; 
die  Differenz  dieser  letzteren  Beihe  erfährt,  wie  schon  bemerkt,  eine  einmalige 
Abänderung.  Die  Formeln  werden  bis  zur  technischen  Durchführung  verfolgt 
Wien.  CzüBER. 

Dr.  Wilhelm  Benling^  kaiserlicher  Justizrat.  Die  Grundlagen  der 
Iiebensversioherang.  (XII  u.  67  S.)  Berlin  1901,  Ernst  Sieg&ied 
Mittler  und  Sohn. 

Die  vorliegende  Broschüre  ist  der  Wiederabdruck  einer  vor  33  Jahren, 
im  XV.  Bande  der  Goldschmidtschen  Zeitschrift  für  Handelsrecht,  erschienenen 
Abhandlung,  und  ihre  Neuauflage  hat  auch  heute  eine  Berechtigung.  In 
überaus  glücklicher  Weise  löst  darin  der  Verfasser  die  nicht  leichte  Auf- 
gabe, auf  kurzem  Wege  in  das  Wesen  der  Lebensversicherung  einzufOhren, 
ohne  einen  erheblichen  mathematischen  Apparat  aufzuwenden.  Das  Be- 
dürfnis nach  solcher  Darstellung  ist  unstreitig  vorhanden,  weil  es  Kreise 
gibt,  die,  ohne  Versicherungsrechnungen  berufsmäßig  zu  treiben,  vermöge 
ihrer  Stellung  mit  den  grundlegenden  Begriffen  des  Versiclierungswesens  sich 
vertraut  machen  sollen.  Dazu  bietet  ihnen  das  kleine  Büchlein  ein  vor- 
zügliches Mittel,  indem  es  den  Grundgedanken  der  Lebensversicherung,  ihre 
mathematischen  Grundlagen,  die  Struktur  der  Prämien,  die  Entstehung  der 
Prämienreserve,  den  Begriff  des  mit  einer  Versicherungsuntemehmung  ver- 
bundenen "Risikos  und  den  unterschied  zwischen  Gegenseitigkeits-  und 
Aktienuntemehmungen  klar  entwickelt.  In  den  Text  selbst  sind  mathematische 
Formeln  grundsätzlich  nicht  aufgenommen;  dagegen  sind  in  Fußnoten  die 
einfachsten  Ansätze  so  weit  geführt,  als  es  zur  begrifflichen  Erfassimg  not- 
wendig ist. 

Der  Verfasser  konnte  sich,  wie  er  berichtet,  mit  der  üblichen  Erklärung 
für  die  Bildung  einer  Lebenswahrscheinlichkeit  aus  den  Zahlen  der  Absterbe- 
ordnung, bei  welcher  die  Lebenden  des  niederen  Alters  als  mögliche,  die 
Überlebenden  des  höheren  Alters  als  günstige  Fälle  gedeutet  werden,  nie 
befreunden,  und  das  mit  Becht.  Denn  es  handelt  sich  hier  nicht  um  die 
Bildung  einer  Wahrscheinlichkeit  a  priori,  sondern  um  den  empirischen 
Wert  einer  hypothetischen  Wahrscheinlichkeit.  Der  vom  Verfasser  gefundene 
Ausweg,  die  Frage  so  zu  formulieren,  daß  es  sich  um  die  Wahrscheinlichkeit 
handle,  eine  bestimmte  von  den  l  Personen  des  niederen  Alters  gehöre  der 
engeren  Gruppe  der  Zj  Personen  an,  welche  das  höhere  Alter  überleben,  trifft 
nicht  auf  das  Wesen  der  Sache. 

unbegründet  ist  es,  heute  über  Mangel  an  Interesse  für  die  Geschichte 
der  Mathematik  und  an  Schriften  zu  klagen,  die  ihr  gewidmet  sind  (S.  Vlll). 
unzutreffend  bei  den  heutigen  Verhältnissen  ist  die  Angabe,  die  Eapitals- 
versicherung  auf  den  Todesfall  sei  die  gebräuchlichste  Versicherungsart 

Wien.  CzuBEB. 
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Dr.  Karl  YetterSy  Professor  an  der  k.  Gewerbeakademie  zu  Chemnitz: 
«Jiebrbnoh  der  darstellendeiL  Geometrie."  Hannover,  Verlag  von 
Gebr&der  J&necke.  1902.  285  S.  Preis  geb.  M.  5.60. 
Dieses  Lehrbucb  der  darstellenden  Geometrie  zeichnet  sich  durch  die 
Beichhaltigkeit  seines  Inhaltes  aus,  indem  trotz  des  geringen  ümfanges  von 
285  Seiten  im  ersten  Teile  nicht  nur  die  Projektion  in  einer  Tafel,  das 
Grund-  und  Anfrifi-Verfahren,  die  Darstellung  ebenflächiger  Körper  und 
einfacher  krummen  Linien  und  Flächen,  sondern  auch  die  Beleuchtung  und 
die  Schatten -Konstruktion  ebenflächiger  Körper  und  Rotationsflächen  be- 
handelt wird,  woran  sich  im  zweiten  Teile  noch  eine  kurze  Erörterung  der 
rechtwinkligen  Axonometrie,  der  schiefen  Projektion  und  der  Linearperspek- 
tive schließt  Zahlreidie  gut  gewählte  Aufgaben,  im  ganzen  321,  'sind  den 
einzelnen  Abschnitten  beigegeben.  Das  Buch  ist  nach  der  Ansicht  des  Ver- 
fassers zwar  nicht  für  Studierende  der  Mathematik,  aber  auch  nicht  für 
Bauhandwerker,  yielmehr  fOr  den  Gebrauch  an  höheren  technischen  Lehr- 
anstalten berechnet.  Aber  gerade  mit  Bücksicht  auf  diese  Bestimmung 
yermißt.man  in  dem  Buche  das  Prinzipielle,  Methodische,  die  Formulierung 
allgemeiner  Sätze,  die  den  Leser  von  dem  gerade  behandelten  Falle  unab- 
luLngig  machen.  So  wird,  um  ein  Beispiel  zu  erwähnen,  der  gewiß  fimda- 
mentale  Prozeß  der  Abwicklung  in  Bezug  auf  seine  allgemeine  Eigenschaften 
nirgends  eingehend  erörtert  Die  Schraubenlinie  finden  wir  S.  174  definiert 
als  entstanden  durch  Aufwicklung  einer  auf  dem  abgewickelten  Mantel  eines 
Kreiscylinders  gezeichneten  Geraden;  die  Abwicklung  eines  Kreiscjlinders 
aher  wird  erst  im  nächsten  Abschnitt  Seite  183  erledigt  in  Form  der  Auf- 
gabe: Dais  Netz  eines  schief  abgeschnittenen  Kreiscjlinders  zu  zeichnen.  Li 
nuithematischer  Hinsicht  sind  einige  üngenauigkeiten  zu  yerbessem:  so  werden 
S.  102  die  Bezeichnungen  „Tetraeder,  Oktaeder^^  etc.  für  die  regtdären 
Polyeder  yerwendet;  es  gibt  aber  doch  auch  ein  allgemeines  Tetraeder  u.  s.  f. 
Anf  S.  150  findet  man  die  Behauptimg:  „Bei  einer  krummen  Linie  liegen 
niemals  drei  auf  einander  folgende  Punkte  auf  einer  Geraden'^  und  weiter 
unten  wird  von  „unendlichen  Zweigen^^  einer  Kurve  gesprochen,  während 
imendlich  ferne  Punkte  gemeint  sind.  Bndlich  mag  noch  bemerkt  werden, 
dafi  der  mit  „Die  freie  Perspektive^^  überschriebene  Abschnitt  (S.  272)  diese 
Bezeichnung  nicht  mit  Becht  führt,  da  die  Grundebene  umgeklappt  und  der 
in  ihr  liegende  Grundriß  zur  Konstruktion  verwendet  wird. 

Die  zahlreichen  dem  Texte  eingefQgten  Figuren  sind  im  allg^neinen 
gut  disponiert  und  anschaulich.  Hier  und  da  wäre  eine  größere  Genauig- 
keit am  Platze:  so  enthält  z.  B.  die  Figur  106  a  auf  S.  107,  die  Parallel- 
projektion eines  regulären  Dodekaeders,  doch  zu  grobe  üngenauigkeiten  und 
beweist,  daß  man  solche  Darstellungen,  wegen  der  vielen  Kontrolen,  die  sich 
dem  Auge  darbieten,  eben  wirklich  konstruieren  muß.  Trotz  dieser  bei  einer 
nenen  Auflage  leicht  zu  beseitigenden  Mängel  wird  namentlich  ein  in  mathe- 
matischen Dingen  sattelfester  Leser  in  dem  Buche  mancherlei  Anregung  und 
Belehrung  finden. 

München,  Mai  1903.  Karl  DoehlbmAmk. 
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J.  Schlotke,  Direktor   a.   D.  der  Gewerb escimle   m  Hambiu-g:    Iiebxbuch 
der    daretellenden    0eoinetai0,     I.  Teil:  Spezielle  Darstellende   Geo- 
metrie.    Mit  199  Figuren.     5.  Aufl.  167  S.     Preis  M.  3,60  kart.   3,80- 
II,  Teil:    Schatten-    und   Beleucbtutigslehre.     Mit   7IJ  Figuren.     3.   Äiifl, 
60  8,    Preis  M,  2,00  kart..  2,20.    m.  Teil:  Perspektive.    Mit  133  Figuren, 
2,  Aufl.    133  S.    Preis  M.  4,40  kart.  4,60.    Dresden:  Verlag  von  Gerhard 
Kühtmann,  1902. 
Die  drei  ersten  Teile  des  Schlotk eschen  Leitfadens  gehören  wohl  zu 
den  besten  elementareD  Bachern  über  darstellende  Geometrie.     Sie  zeichnen 
sich   aus  durch   eine  iluBerst  klare,   durchsichtige  und  einfache  Darstellung, 
dnrch  YorteUhafte  Disposition  des  Stoffes,  durch  eine  zielbewußte,  praktische 
Methode    und    durch   auschaii liehe   Pignren-      Die  Eigenscbafteu   der  Kegel- 
schnitte, welche  in  dem  Buche  Verwendung  finden,  werden  elementar  abgeleitet 
Was  den  ersten  Teil  betrifft,  so  beginnt  denelbe  mit  einer  kurzen  Dar- 
Btellung  der  Parallelperspektive  bezw,  schiefen  Projektion,  welche  die  Mittel  an 
die  Hand  gibt,  die  Figuren  zur  Erläuterung  des  Grund-  und  Aufriß -Verfahrens 
besser  zu  verstehen  gv.  auch  selbst  herzustellen.    Durch  Projektion  in  zwei 
Tafeln  werden   dann  der  Punkt,  die  Gerade,  die  Ebene  sowie  ebene  Durch- 
sctnitte  Yon  Körpern  erledigt.    Daran  sehließt  sich  die  Betrachtung  der  Kege!- 
Bchnitte,   welche    aus    dem    Uradrebungscy linder    und   ümdrehungskegel    als 
ebene    Schnitte    gewonnen    werden.     Hier    mag    bemerkt    werden,    daß    die 
Figuj*en    55^    b%^    78,    82    doch    richtig   in   schiefer   Projektion   konstruiert 
werden   sollten.     Die  Darstellung   des  Kegels   und  Cylinders  ist  ja  ohnedies 
schon  vorausgegangen,  die  der  berührenden  Kugeln  bietet  allerdings  gewisse 
Schwierigkeiten,      Der   für    die   Figur    charakteristische   Schnitt  würde   sich 
in  der   zweiten  Figur  als  Aafiiß   von   selbst  darbieten.     E^  folgt  dann  ein 
Kapitel   über  Durchdringungen   mit   vielen  tlbtingsbeispielen ,   sowie   die  Be- 
trachtung krummer  Flächen.  - —  Der  zweite   Teil   behandelt   im  ersten  Ab- 
schnitt die  Konstruktion  der  Schlagschatten  in  den  durch  ParallelprojektioDen 
dargestellten    Abbildungen    bei    Annahme    paralleler   Lichtstrahlen    und   im  ■ 
zweiten  Abschnitt  kurz,  aber  ansreichend  die  Beleuchtungsiehre.  ■ 

Der  lU.  Teil  des  vorhegenden  Buches  endlichj  die  Perspektive,  enthElt 
zunächst  die  perapektive  Darstellung  ra unilicher  Objekte  unter  Annahme 
einer  horizontaJen  Ebene;  dann  folgt  die  freie  Perspektive,  die  Abbildung 
des  Kreises  und  einfacher  ümdrehungskörper,  sowie  einiges  über  Schatten- 
konstruktionen, Spiegelbilder,  Stereoskope,  endlich  die  Reliefperspektive, 
Vielleicht  wtirde  es  zur  Verbreitung  des  Buches  in  Künstlerkreisen  beitragen^ 
wenn  noch  gewisse  Aufgaben  aus  der  Praxis  des  Maiers  (z.  B.  Personen 
in  versebiedonen  Tiefen  eines  Bildes,  Figuren  anf  Treppen  n.  s,  f.)  Auf- 
nahme fanden. 

München,  Mai  1903.  Karl  Doehlemanw, 
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H.  Sieard*     Trait^    dn    cinämatique    tb^oriqne,    avec    des    notes    par 

A.  Labroiisse.      Verlag    von   Gauthier-Villars,    Paris   1902.      Vm    o. 

185  a     Preis  4  fr.  50  c. 

Kaeh  einigen  Vorbemerkungen  über  den  Begriff  des  Vektors  und  das 
Moment  eioes  Vektoi-s  in  Bezug  auf  einen  Punkt  etc.  (lO  S*)  behandelt 
der  Verfasser  im  1.  und  2.  Buche  auf  34  S.  die  Bewegung  eines  einzelnen 
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Punktes  (Geschwindigkeit  und  Beschleunigung,  Anwendungen  ik 
bewegung  etc.).     Das  3.  Buch  entwickelt  in  geometrischer  Darsteu 
einfachsten  Satze  über  die  komplane  Bewegung  eines  starren  ebenen  Sj^ 
die  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  und  die  k 
gemeine  Bew^^g  eines  starren  räumlichen  Systems,  zuletzt  noch  den  Satz 
von  Coriolis   über   die  Zusanmiensetzung   der  Beschleiuiigungen  (24  S.). 
Das  vierte  beschäftigt  sich  mit  demselben  Gegenstande  etwas  eingehender 
in  analytischer  Behandlung  (50  S.);  in  einem  5.  Buche  finden  wir  endlich 
die  Satze  über  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Bewegungen  eines 
starren  Körpers    (8   S.).      Die   Noten   von   Labrousse    (51  S.)   betreffen 
1)  die  Formeln  von  Olinde  Bodriques  und  ihre  Anwendung  auf  eine 
spezielle  Art  der  Bewegung,   2)  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  resp. 
ränmlichen   Systems   als    speziellen   Fall   der   linearen  Transformation   der 
Ebene  und  des  Baumes  in  sich,  3)  den  linearen  Strahlenkomplex  und  seine 
Bedeutung  für  die  Kinematik,    4)  einen  Satz  von  Schöne  mann  über  die 
Bewegung  eines  starren  räumlichen  Systems,  von  welchem  vier  Punkte  ge- 
zwungen sind  auf  festen  Flächen  zu  bleiben,  5)  einige  Bemerkungen  über 
Gelenkmechanismen,  zum  Teil  ohne  Beweise. 

Bei  dem  vorliegenden  Buche  handelt  es  sich  hiemach  um  eine  ge- 
drängte Übersicht  über  das  gesamte  Gebiet  der  theoretischen  Kinematik, 
und  insofern  ist  es  zu  einer  ersten  Orientierung  recht  wohl  zu  gebrauchen. 
Wenn  der  Verfasser  aber  meint  ^),  das  Buch  enthalte  „tout  ce  qu'il  y  a 
dessentiel  en  cin^matique'',  so  dürfen  wir  dem  gegenüber  doch  nicht  ver- 
schweigen, daB  es  die  weit  verzweigte  Fortbildung,  welche  die  geometrische 
Bewegungslehre  in  den  letzten  zwanzig  Jahren  namentlich  in  Deutschland 
gehmden  hat,  gänzlich  außer  Acht  läßt  In  dieser  Hinsicht  können  uns 
besonders  die  Abschnitte  über  die  ebene  Bewegung,  auch  im  Sinne  einer 
eisten  Einführung,  nicht  völlig  befriedigen. 

Erwähnt  sei  femer  die  unverkennbare  Anlehnung  an  das  wesentlich 
tiefer  eindringende  Werk  von  Koenigs'),  über  das  wir  früher  ausführlich 
berichtet  haben.  —  Die  beigegebenen  jEHguren  sind  z\mi  Teil  aufEallend 
flüchtig  gezeichnet  und  in  den  Buchstaben  mit  verschiedenen  Fehlem  behaftet. 

Braunschweig.  B.  Müller. 

D«  Tessari^  la  oostnuione  degli  ingranaggi  ad  uso  delle  scuole  degli 
ingegneri  e  dei  meccanici  (Biblioteca  matematica  vol.  IX).  Torino  1902. 
Fratelli  Bocca  editori.     XV  u.  225  S.  nebst  8  Figurentafeln. 

Das  vorliegende  Werk  behandelt  in  streng  wissenschaftlicher  Form 
und  auf  kinematisch -geometrischer  Grundlage  die  Konstruktion  der  Zahn- 
räder in  ihrem  vollen  Umfange.  Die  Einteilung  des  vorgetragenen  Lehrstoffs 
ist  naturgemäß  in  der  Hauptsache  die  bisher  gebräuchliche:  Eine  kurze 
Einleitang  (4  S.)  gibt  die  erforderlichen  Definitionen  und  die  Problemstellung 
im  allgemeinen,  und  hieran  schließen  sich  zunächst  einige  Kapitel  über  die 
Konstraktion  der  Bäder  für  parallele  Achsen  und  konstantes  Verhältnis 
der  Umdrehungsgeschwindigkeiten.    (Grundlegende  Konstruktionen,  die  cjkloi- 


1)  Tgl.  die  Widmungswoxte  zu  Anfang. 

2)  le^ons  de  cin^matique,  Paris  1897. 
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dische  mit  dem  speziellen  Falle  der  einerseits  geradlinigen  Verzalinung, 
Satzräder,  Evolventen-  und  Triebstoclnrerzahniing,  Hookesche  Rader,  93  S.) 
Der  Verfasser  wendet  sich  hierauf  zur  Betrachtung  der  Bilder  mit  parallelen 
Achsen  und  ver&nderHchem  Verhältnis  der  Umdrehungsgeschwindigkeiten, 
(ünrunde  Räder,  54  S.)  Er  beschäftigt  sich  eingehend  und  teilweise  unter 
Benutzung  analytischer  Hilfsmittel  mit  der  mathematisch  interessanten  Auf- 
gabe, die  Gestalt  (d.  h.  die  Rollkurve)  des  zweiten  Rades  zu  bestimmen, 
wenn  die  des  ersten  gegeben  ist  Wird  außerdem  vorgeschrieben,  wieviele 
Umdrehungen  des  ersten  Rades  einer  Umdrehung  des  zweiten  entsprechen 
sollen,  so  ist  die  Lage  der  zweiten  Radachse  nicht  mehr  willkürlich;  sie 
ergibt  sich  mit  Hilfe  einer  Fehlerkurve,  und  gleichzeitig  liefert  eine  einfache 
Näherungskonstruktion  die  zugehörige  Rollkurve.  Eine  von  Buxmester  leider 
ohne  Ableitung  mitgeteilte  Näherungsformel  fOr  den  Abstand  der  beiden 
Radachsen  wird  von  Tessari  gleichfalls  ohne  Beweise  übernommen.  —  Es 
folgt  die  Konstruktion  der  Räder  mit  sich  schneidenden  Achsen.  (Eonisclie 
Räder,  31  S.)  Dabei  wird  u.  a.  das  Verfahren  von  Tredgold  zur  angenäherten 
Bestimmung  der  Zahnformen  an  einem  Beispiel  in  Grund-  und  Aufriß  aus- 
führlich erläutert.  Den  Schluß  bildet  die  Theorie  und  Konstruktion  der 
Räder  mit  windschiefen  Achsen.  (Hyperboloidische  Räder,  41  S.)  Hier 
fesselt  uns  insbesondere  die  geschickte  Behandlung  der  recht  komplizierten 
Aufgabe:  Es  ist  die  Oberfläche  der  Zähne  des  einen  Rades  gegeben,  die 
entsprechende  Oberfläche  für  das  andere  Rad  zu  ermitteln.  Die  Lösung 
gelingt  nach  den  Regeln  der  darstellenden  Geometrie  in  verhältnismäßig 
einfacher  Weise,  wenn  als  gegebene  Zahnfläche  eine  bestimmte  Ebene  oder 
ein  hyperbolisches  Paraboloid  gewählt  wird. 

Für  den  ersten  und  bei  weitem  größten  Teil  des  Werkes  —  soweit 
es  sich  nämlich  imi  cylindrische  Räder  handelt  —  liegt  ein  Vergleich  mit 
den  entsprechenden  Abschnitten  von  Burmesters'  Kinematik  außerordenÜich 
nahe.  Dabei  zeigt  sich,  daß  beide  Werke  in  materieller  Beziehung  keine 
tiefgehenden  Unterschiede  aufweisen.  Hinsichtlich  der  Form  der  Darstellung 
erscheint  uns  das  Burmestersche  Werk  noch  immer  als  ein  unübertroffenes 
Muster  knapper  und  dabei  doch  mathematisch  scharfer  Ausdrucksweise-,  die 
Darlegungen  Tessaris  sind  zwar  ebenfalls  durchaus  klar  und  wissenschaftlich 
korrekt,  aber  wesentlich  breiter  und  reich  an  Wiederholungen,  der  Gang 
der  Untersuchung  bis  ins  Einzelne  nach  pädagogischen  Gesichtspunkten  sorg- 
fältig gegliedert.  Es  steht  zu  erwarten,  daß  gerade  diese  Eigenschaften 
namentlich  in  technischen  Leserkreisen  warme  Anerkennung  finden  werden. 
Auf  jeden  Fall  bedeutet  das  Buch  eine  wertvolle  Bereicherung  unsrer  modernen 
kinematischen  Literatur. 

Braunschweig.  R.  Müller. 
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tärieures  de  la  th^rie  des  ^galittis 
logiques.    S.M.Ea.  11.  17. 


B.   Analysis  und  Algebra. 


Wahrschetnlichkeitsrechnnng. 

5.  P.  Ä.  Nekrasov.  Novyja  osnovanija 
u6enija  o  verojatnostjach  summ  i  sred- 
nich  veli^in.  (Neue  Grundlagen  der 
Theorie  der  Summen  und  Mittelwerte.) 
S.M.M.  28.  41.  173. 

6.  P.Mansion.  Th^or^es  de  Jacques 
Bemoulli.     A.LK.G.  6.  427. 

7.  *d' Ärgais.  ün  problema  di  calcolo 
della  probabiHtä.    A.M.A.P.  16. 

8«  M.  Badawreau.  Bdcr^ation  math^- 
matique.    R.S.  (4.)  17.  660. 

9.  C.  Moreau.  Solution  d'un  problöme 
de  probabilit^.    A.Gr.  (3)  4.  184. 

10.  H.  Belannoy.  Probleme  de  pro- 
babilitä.    LM   9.  97. 

11.  •/.  J.  Bjelankin.  Über  die  Wahr- 
scheinlichkeit von  Ereignissen,  die 
sich  wiederholen  (russ.).  B.UK.  1902 
Nr.  2  (7). 

12.  W.  Gosiewshi.  0  zadaniu  petors- 
burskiem  (Über  das  Petersburger  Pro- 
blem).   W.M.  6.  167. 

13.  *  Whitney.  Evolution  and  the 
theory  of  probability.    Ü.C.  8. 

Siehe  auch  763. 


Methode  der  kleinsten  Qaadrate. 

14.  K.  BoMin.  Sur  Textension  d*ane 
formule  d'Euler.    B.V.A.S.  58.  779. 

15.  *Ä.  L.  Andreini.  Intomo  a  S 
teoremi  relativi  alla  teorica  dei  miniioi 
quadrati.    R.T.C.  14.  162. 

16.  £.  Goedseels,  Sur  Papplication 
de  la  m^thode  de  Cauchy  atix  moindres 
carrös.    A.S.B.  26.  148. 

Felilerreclinnng. 

17.  *A.  V.  Obermayer.  Ein  Apparat 
zur  Veranschaulichung  des  Fehler- 
gesetzes.    M.A.G.  80.  130. 

18.  *L.  Hermann.  Eurvenanalyse 
und  Fehlerrechnung.   A.F.G.P.  89.  600. 

19.  *E.  lAndOöf.  Zur  Frage  von 
der  Bedeutung  der  Fehlerrechnung  bei 
der  harmonischen  Analyse  von  Kurven. 
A.F.G.P.  87.  697. 

20.  C.  Tr^pied.  Influence  des  erreurs 
instrumentales  sur  les  coordonn^es  rec- 
tilignes  des  astres  photographi^s.  C.B. 
134.  1097. 

21.  *Luedecke.  Methode  zum  Messen 
der  Abweichungen  der  Bohrlöcher  von 
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ihrer  unprOnglichen  Bichtung.    B.H.Z. 
1901.  276. 

22.  K.  Pearson.  On  the  mathemati- 
cal  theoiy  of  errors  of  judgement. 
T.R.S.L.  198.  A,  286. 

28.  V.Baggi,  Snl  modo  di  eliminare 
reiTore  dovato  alla  disogaalianza  dei 
dkmetri  dei  collari  nei  livelli  a  can- 
nocchiale  mobile.     A.A.T.  37.  646. 

24«  ^V.Baggi.  Proposto  di  an  nnovo 
lipo  di  livello  a  cannocchiale  atto  ad 
eliminare  qnalsiasi  errore  stromentale. 
RTC.  14.  161. 

Siehe  auch  90;  249;  703. 

PoUtiBehe  Arithmetik. 

26.  D.  Hector.  Mathematical  treat- 
ment  of  the  problem  of  production^  rent 
interert  and  wages.     T.N.Z.I.  34.  614. 

26.   *Ä.  Torrents  y  Montier.     Com- 

paiacion  matematica  entre  los  distintos 

modos  de  calctdar  lee  descaentos  simple 

7  compnesto.    M.A.C.B.  (3)  4.  No.  10, 

Siehe  auch  22. 


RenteiirecliiiiEiig. 

27«  C.  Diller.  Die  Auszahlnngsweise 
in  üa&n  Einfloß  auf  die  Rentenwerte. 
Ö.V.Z.  29.  No.  45. 

Siehe  auch  25. 

Statistik. 

28.  E.  ökinghaus.  Die  mathe- 
mitiflche  Statistik  in  allgemeinerer  Ent- 
wicklnng  und  Ausdehnung  tind  die  for^ 
mile  BeTÖlkernngstheorie.   M.  H.  13. 294. 

29.  K.  Pearaon.  Mathematical  con- 
tribntions  to  the  theorj  of  evolution  XI. 
P.R  S.L.  89.  330. 

30.  M.  A,  Letoem  and  M.  A.  Whüeley. 
I>ata  for  the  problem  of  evolution  m 
man.    Bi.  1. 

81.  E.  G.  Brown.  On  the  phenomena 
of  Tftiiation  and  their  symbolic  ex- 
presdon.    T.N.Z.I.  34.  519. 

82.  *K.  Pearson.  On  the  systematic 
fitting  of  curves  to  obseryations  and 
meanitements  L    Bi.  1. 

38.  E.  Hüber.  Die  neueren  englischen 
Sterblichkeitsmessungen.  M.V.T.  1902. 
Heft  6. 

M.  K.  Pearson.  On  the  inheri- 
tance  of  tbe  mental  characters  in  man. 
P.R. S.L.  69.  158 

SS.  *K.  Pearson.  On  the  correlation 
of  intellectual  abüity  with  the  size  and 
«Ittpe  of  the  head.     P.R. S.L.  69.  388. 


80.  *W.  Batesm.    Herediiy  differen- 
tiation  and  other  conceptions  of  biology. 
P.R. S.L.  69.  198.  —  K.  Pearson  450. 
Siehe  auch  18. 

Teniekenmgsmathematik. 

87.  B.  Oster.  Über  die  Herleitung 
der  Formeln  fSr  Lebensversicherungs- 
Prämien.    A.a.  (3)  4.  44. 

38.  M.E.Hamza.  Note  sur  la  thäorie 
math^matique  de  Tassurance  contre  le 
risque  d'invalidit^.    C.LA.  3.  154. 

89.  T.  FaXkowicz.  Die  Invalidität  mit 
Ausschluß  des  ünfallrisikos  zum  Gre- 
brauch  für  Arbeiterpensionskassen. 
M.V.T.  1902.   Heft  7. 

40.  G.  BöMmann.  Ein  Satz  von 
Wittstein  über  das  durchschnittliche 
Risiko.    M.V.T.  1902.   Heft  7. 

41.  KDickmann.  Die  doppelte  Grup- 
pierung der  Versicherungen  der  Prämien- 
reserve.    Z.G.V.  3.  56. 

42.  E.  Hoppe.  Gemischte  Kapital- 
versicherung mit  unbedingtem  Anspruch 
auf  Prämienrückgewähr.  Ö.V.Z.  29. 
No.  25  ff. 

48.  H  Onnen  et  J.  H  Peek.  Methode 
de  d^termination  et  de  r^partition  des 
bdn^fices  r^alis^s  dans  Tassurance  sur 
la  vie.    C.LA.  3.  278. 

44.  Sprague.  Berechnung  des  Abzugs 
vom  Deckmigskapital  beim  Rückkauf. 
Z.G.V.  2.  Ergänzungsheft. 

Spiele. 

45.  H.  Delannoy,  H.  Brocard.  Ques- 
tion  de  dominos.    I.M.  9.  62. 

46.  F.  FiUing.  Weiterer  Beitrag 
zur  verallgemeinerten  ROsselsprungau^ 
gäbe.    A.Gr.  (3)  3.  136. 

.  47.   Duporcq.     Probleme   du   billard 
elliptique.     l.M.  8.  29. 

48.  C,  Flye  Ste  Marie.  Le  jeu  de  la 
Tchouka.    LM.  9.  207. 

Siehe  auch  12. 

Nnmeiisclies  Bechnen. 

49.  *F.  Ferrol.  Ein  Beitrag  zum 
praktischen  Rechnen.    D.W.B.  1.  206. 

50.  L.  D.  Arnes.  Evolution  of  slowly 
convergent  numbers.    A.S.M.  3.  185. 

51.  B.  CfriUi.  Metodo  di  Homer  per 
eseg^re  la  divisione  di  due  polinomi. 
P.P.P.  8.  86. 

52.  J.  W.  BuUers.  On  decimal  coi- 
nage  and  approzimation.  P.E.M.S. 
20.  50. 
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Analytisolie  Nihenmgsmetliodeii. 

Siehe  707. 

Namerisohe  Gleiclmiigeii. 

58.  F.  Giudice,  Esistenza,  calcolo  e 
differenze  di  radici  d'  equazioni  nu- 
meriche.    B.G.M.P.  16.  180. 

54.  A.  Pellet.  Galcul  des  racines 
d'une  äquation.    I.M.  9.  166. 

55.  F.  J,  van  den  Berg.  Over  New- 
tons benaderinffsleerwijze  yoor  de  oploB- 
sing  van  yexgel^kingen.    G.A.A.  9.  53. 

56.  C.  Ä.  Mebius.  Auflösung  der 
Gleichungen  8.,  4.  und  6.  Grades  durch 
besondere  Funktionen.  B.y.A.S.  68. 
106. 

Interpolation. 

57.  C.  Ältuia.  ün  capitol  al  teoriei 
interpolatiunii  (Ein  Kapitel  aus  der 
Theorie  der  Interpolation).   G.  M.  B.  8. 66. 

58.  *T.  C.  Hudson.  A  new  method 
of  interpolation.    M.N.A.S.  62.  17. 


59.  *B.  T.  A,  InnM.  On  inteipolation. 
P.A.  9.  889. 

60.  N.  F.  Bugaet).  0  rjade  podob- 
nom  rjadu  Lagran2a  (Über  eine  Beihe 
ähnlich  der  Reihe  von  Lagrange).  S.M.M. 
22.  674. 

61.  *H.  S.  Davis.  Note  on  the 
interpolation  of  logarithms.  A.J.B.  21. 
148. 

62.  *J.  Hartmann.  Über  eine  ein- 
fache Interpolationsformel  für  das  pru- 
matische  Spektrum.  P.A.O.P.  12.  An- 
hang 1. 

Hittelwerte. 

63.  *H.  C.  Plummer.  Note  on  tbe 
principle  of  the  aiithmetic  mean.  M.N.  A.S. 
62.  646.      „.  ^ 

Siehe  auch  6;  209. 

Harmonlsclie  Analyse. 

64.  L.  Crrabowski.  Theorie  des  har- 
monischen Analysators.     S.A.W.  110. 

Siehe  auch  18;  19;  794. 


C.   Geometrie. 


Nomograpliie* 


65.  M.  d*Ocagne.  Sopra  alcuni  prin- 
cipi  elementar!  di  nomografia.  P.M.R. 
(2)  4.  247. 

66.  *jRfcet.  La  nomografia.  B.A.G. 
1900  Des.   1901  Jan. 

67.  Jlf.  d'Ocagne,  Sur  quelques  tra- 
vaux  relatifs  a  la  nomographie.  B.D. 
(2)  26.  67. 

68.  * — .  Sur  la  repr^sentation  nomo- 
graphique  des  formmes  ä  8  variables. 
R,A.  1901  ISept 

69.  *G.  Boccardi.  Di  alcuni  dia- 
grammi  astronomici.    M.S.S.J.  29.  176. 

70.  ^Molfino.  Nomogrammi  dell' 
asimut    A.J.G.  2. 

Siehe  auch  876. 

C^rapkisclier  Kalknl. 

71.  *G,  AmoHX.  Arithmi^tique  gra- 
phique.    A.F.  29.  81. 

7i.  K,  T,  FoMm.  Ober  kubische 
Konstruktionen.    A.Gr.  (8)  8.  112. 

lt.  J.  SobMa.  Uvahy  o  gmfick^m 
integrov4ni  differencialnich  rovnic  hlaTnS 
lineamych  prr^ho  Hdu,  ^^Betrachtungen 
über  die  graphische  Integration  von 
Differentialgleichungen»  insbesondere  der 
linearen  1.  Ordnung).    C.  81.  266. 


74.  N.  E.  Delaunay.  Graficeskoe 
postroenie  ellipti^eskich  i  nekotorjch 
ultraellipti^eskich  fdnkcij.  (Graphische 
Konstruktion  der  elliptischen  und  einiger 
ultraelliptischen  Funktionen.)  S.M.M. 
28.  24. 

75.  *S.  Stokes.  Keplers  Problem. 
E.M.W.  72.  630.  —  S.G.B.  576. 

76.  ^S.  B.  G.  Graphical  method  of 
finding  the  excentric  anomalj.  E.M.W. 
72.  491. 

Siehe    auch    80;    117;    420;    562;   668; 
701;  706. 


Winkelteilimg. 

77.  E.  Wolffing.  Bibliographie  der 
8-  und  n-Teilung  des  Winkels  m. 
M.B.  4.  76. 

l^.H.Sckoler.  Angenäherte  n-Teilung 
eines  Winkeb  mit  Zirkel  und  Lineal. 
A.Gr.  (3)  4.  128. 

79.  E.  Lampe.  Bemerkungen  über 
einige  angenfiherte  n- Teilungen  tod 
Winkeln.    A.Gr.  (3)  4.  180. 

80.  E.B.  Escott,  K  Quint,  Goulard. 
Constructions  graphiques  approch^ 
des  polygones  r^guliers  de  7,  de  9  et 
de  11  oöt^.    LM.  9.  238. 

Siehe  auch  184. 
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Kniren. 

81.  C.  Jud.  Inledoing  i  laeren  om 
de  giafiske  Eiirver.    M.S.Co.  (6)  10.  1. 

Siehe  auch  664. 

YerbindimgBkiirYeii. 

82.  *Ä.  Neuher.  New  device  for 
drawinj  railway  curves.    E.N.  46.  249. 

83.  ^CDaviso.  Le  svolte  stradali  a 
due  cerchi  circolari.   R.T.C.  14.  173. 

84.  *E.  E.  Woodman.  A  problem  in 
railway  location:  leserve  curve  connec- 
ting  two  given  points.  E.N.  46.  266.  — 
C.  B.  Breed  397.  —  B.  Ä.  Thompson  398. 

Georaetrisehe  Hihemiigsniethodeii. 

8o.  B.  Carrara.  I  3  problemi  classici 
degli  antichi,  in  relazione  ai  recenti  ri> 
snltati  della  scienza.  B.F.M.  3.  296; 
461;  696. 

^•J.E.Botkher.  Anschauliche  Ereis- 
berechiraiig.    U.M.N.  8.  113. 

87.  T.  Muir.  Fonnula  for  the  peri- 
meter  of  an  ellipse.    N.  66.  174. 

Inhalte. 

88.  »F.  T.  Lewis  etc.  Rapid  earth 
work  calcTÜating;  prismoidal  coirection 
formulae.   E.N.  46. 30;  31 ;  170;  190.  286. 

Meehaniselie  Quadratur. 

89.  ^  E.  Strömgren.  Über  mechanische 
Integration  und  deren  Verwendung  für 
nnmerische  Rechnungen  auf  dem  Ge- 
biete des  Dreikörperproblems.  M.  L.  A.  0. 
13. 

Bechenapparate. 

90.  *Ä  Sossna,  Ergebnisse  einer 
ZoTerlässigkeitsuntersuchung  mit  der 
Rechenmaschine  Bmnsviga.  M.A.M.F 
(t)  4.  48. 

91.  T.  H.  Blakesky.  On  a  method 
of  mechanicallj  obtaining  d  from  the 
hvperbolic  trigonometric  mnctionb  of  d. 
P.M.  4.  238. 

92.  N.  Ddaunay.  Sur  les  calculateurs 
cin^matiques  des  fonctions  elliptiques. 
BD.  (2)  26.  177. 

Bechensehieber. 

98.  *H.  Thiele.  Über  die  Verwendung 
des  Rechenschiebers  im  Laboratorium. 
Z.Ö.C.P.  7.  467. 

Siehe  auch  1. 


Oeometriselier  KalknL 

94.  F.  L.  Hitchcock.  On  vector  dif- 
ferentials.    P.M.  3.  676. 

Quatemionen. 

95.  F.  Daniels.  Sur  le  calcul  des 
quatemions.    E.M.  4.  111. 

96.  •  J..  L.  Dixon,  On  the  ^eometri- 
cal  interpretation  of  a  quaternion.  Q.  J. 
33.  271. 

97.  •C  J.  Joly.  The  interpretation 
of  a  quaternion  as  a  point  symbol. 
T.B.I.A.  32.  1. 

98.  *A.  S.  Hathaway.  Quaternion 
Space.    T.S.M.Am.  3.  46. 

%d.  *C.J.Joly,  On  quaternion  arrays. 
T.R.I.A.  32.  17. 

100.  Comhebiac.  Calcul  des  triqua- 
temions.    J.E.P.  (2)  7.  101. 

Zeielienwerkzeiige* 

101.  A.  Adler.  Zur  Theorie  der  Zeichen- 
instramente.   S.M.B.  1.  26. 

102.  J.  Kwrschak.  Das  Strecken- 
abtragen.   M.A.  66.  697. 

108.  C.  Pagliano.  Süll'  uso  del  com- 
passo  di  apertura  fissa  nella  risoluzione 
dei  problemi  della  geometria  elementare 
e  sulla  sostituzione  di  un  disco  al  pre- 
detto  compasso.    B.D.M.  1.  201. 

104.  J.  JV.  Miller.  On  an  instrument 
for  trisecting  any  angle.  P.E.M.S.  20.  7. 

105.  W.  R.  Bansom.     A  mechanical 

construction  of  confocal  conics.     A.  of 

M.  3.  164. 

Siehe  auch  92. 

Darstellende  Geometrie. 

106.  A.  Adler.  Zur  sphärischen  Ab- 
bildung der  Flächen  und  ihrer  Anwen- 
dung in  der  darstellenden  Geometrie. 
D.V.M.  11.  271. 

107.  A.  Hume.  Meridian  and  trans- 
verse  sections  of  helicoids  of  uniform 
pitch.     M.M.F.  9.  123. 

Projektion. 

108.  G.  Hauck.  Über  uneigentliche 
Projektionen.    S.M.B.  1.  34. 

109.  G.  Hauck.  Über  die  Beziehungen 
zwischen  3  Parallelprojektionen  eines 
räumlichen  Systems.  D.V.M.  11.  266. 
D.V.N.  73.  24. 

110.  8.  L.  Penfield.  On  the  use  of 
the    Stereographic  protection   for   ffeo- 

-aphical  maps  and  sailingcharts.    A  J.  S. 


s 
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111.  H.  Schmidt  Die  stereoskopische 
Projektion.    D.P.Z.  26.  844. 

Siehe  auch  780. 

PenpektiTe« 

112.  A.  V.  Öttingen.  Eine  Forderung 
der  malerischen  Perspektive  vom  mathe- 
matischen Standpunkte  aus  betrachtet. 
B.G.L.  68.  448. 

Photogrammetiie. 

118.  *  B.  Hussdberg.  Sur  une  ^quation 
personnelle  dans  la  mesure  des  clichäes 
spectroscopiques.    M.S.S.I.  81. 

114.  P.  Henry.  Influence  de  la 
ffrandeur  photographique  des  ^toiles  sur 
Fächelle  de  räduction  d'un  clichä.  G.B. 
184.  1488.     „.  ^ 

Siehe  auch  20. 

KriBtallograplii«* 

115.  *J7.  Dufet.  Notices  crystallo- 
graphiques.    B.S.M.F.  26.  88. 


116.  J.  G.  Crooddhüd.  Simpler  me- 
thods  in  crjstallography.  P.P.S.E. 
1900—1901.  408. 

117.  S.  L.  Penfidd.  Solution  of  Pro- 
blems in  crystallography  by  means  ot 
grraphical  methods.    A.J.S.  14.  249. 

118.  *Ä.  SdmuU.  Über  die  Klassi- 
fikation der  Krystalle  (ung.).   M.T.E.  18. 

119.  *V.  Gddsehmidt.  über  Winkel- 
projektionen.   Z.E.M.  86.  888. 

120.  *  J.  Beckevikamp.  Die  vidnalen 
Fl&chen  und  das  Bationalitätsgesetz. 
Z.K.M.  86.  111. 


Modelle. 

121.  V.Snyder.  Models  oftheWeiei- 
strass  Sigma  ftmction  and  the  elliptical 
integral  of  the  second  kind.  M.M.F. 
8.  121. 

122.  F.  SdUaing.  Neue  kinematische 
Modelle  zur  Yerzahnungstheorie  und 
ihre  Beziehung  zur  Theorie  der  Be- 
rührungstransformationen. D.y.M.  11. 
268;  D.V.N.  73.  23. 


D.   Meohanik. 


Prlnsipien  der  Mecbanlk. 

188.  CombMae.  Les  id^es  de  Hertz 
sur  la  m^canique.    E.M.  4.  247. 

124.  *H.  A.  Lorentz.  Eenige  be- 
schouwingen  over  de  grondstellingen 
der  mechanica.    G.A.A.  10.  876. 

125.  R,  Heger.  Energetik  im  Unter- 
richt.   U.M.N.  8,  68. 

188.  *P.  Duhem.  Sur  quelques  ex- 
tensions  r^centes  de  la  statique  et  de 
la  dynamique.    R.Q.S.  1901  Juillet. 

127.  T.  Schv^rtze.  Dynamische  Be- 
trachtungen über  mechanische  Funda- 
damentalbegriffe.    U.M.N.  8.  87. 

128.  */.  Otyser.  Zum  Begriff  der 
Bewegung.    N.O.  48.  62. 

129.  *0.  Ffnil  Messender  Versuch 
über  den  Zusammenhang  vonBewegungs- 
grOße  u.  Druck.    Z.P.  16.  141. 

ISO.  C.  H  HintOH.  The  recognition 
of  the  fourth  dimension.  B.S.W.  14. 
179. 

181.  *0.  ErynoMs.  On  the  snb-me- 
chanics  of  the  Univorse.  P.R.S.L.  69. 
426. 

188«  i\  A.  /«o»mimI.    Analogies  entre 
les  coQrl>08  ^nicnlaires  et  lee  tngectoiree 
d'un  point  mobile.    N.A.  (4)  2.  243. 
Siehe  auch  600. 


Kinematik. 


188.  B.  V.  Lüimffuü.  Die  Geometrie 
der  Bewegung  in  ihrer  Anwendung 
auf  die  Differentialgeometrie.  D.V.N. 
78.  6. 

184.  K.  T.  Vahlen.  Über  Bewegungen 
und  komplexe  Zahlen.    M.A.  65.  686. 

185.  */.  Cardinaal.  Over  de  beweging 
van  Teranderl^ke  stelsels.  G.A.A.  10. 
660;  687. 

186.  G.  0.  James.  Note  on  the  pro- 
jection  of  the  absolute  acceleration  ld 
relative  motion.    S.M.Am.  9.  143. 

187«  JP.  Kräfte  ^quivalence  du  mou- 
vement  d'une  ligne  droite  invariable  <r 
au  d^placemeot  d*une  position  donn^  c. 
k  une  autre  position  donn^  tf, .  E.H. 
4.  347. 

188«  F.  Kraft.  £quivalence  des  ro- 
tations  autour  d'axes  parallMea  et  des 
translations  d*un  systöme  invanable. 
EM.  4.  175. 

189«  G.  Lety.  Sur  les  mouvements 
pour  leequels  il  existe  plunenrs  centres 
d'airee.    N.A.  (4)  2.  97. 

140.  G.Fnbim.  Sugli  spaad  a  quattro 
dimensiom  che  amettono  un  groppo 
continuo  di  movimenti,  B.A.L.B.  11 
B.  5S. 
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141.  ^  F.  Bouquet.  Note  8ur  la  snr- 
hce  T^Ue  engendr^  par  une  droite 
Cusant  partie  d'un  syathne  invariable 
mobile.    F.T.  (10)  1.  9. 

142.  JS.  F.  Muirhead.  Note  on  ihe 
iheoiy  of  roUing  of  one  rigid  suiface 
on  another.    P.E.M.S.  20.  8. 

148.  G.  Koenias.  Snr  rassemblage 
de  deuz  coips.    G.R.  186.  843. 

Siehe  auch  122. 


Selmiiibeiireelinang. 

144.  Ä.  Grünwald.  Sir  Boberii  S. 
Ball*8  lineare  Schranbengebiete.  Z.S. 
4S.  49. 

145.  ^R  5.  BaU.  On  fnriher  de- 
▼elopments  of  the  theoiy  of  screws. 
T.R.I.A.  31.  473. 


Meeluuiisnieii. 

146.  /.  Biveiüe.  Note  snr  un  Systeme 
articnl^.    N.A.  (4)  2.  127. 

147.  *G.  PicdaH.  Le  frmzione  di 
Weierstrass  nella  cinematica  del  qua- 
drilatero  articolato.     A.I.Y.  (8)  3.  301. 

1^.  C.  Burali  Forti.  Ingranaggi  piani. 
A.AT.  37.  391. 

149.  E.  Delas8U8.  Snr  les  engrenages 
ä  contact  ponctael.    S.M.  30.  43. 

Siehe  aach  92;  122. 

Statik. 

150.  C.  Lagrange.  Snr  la  pr^tendne 
ind^tennination  des  r^actions  dans  lea 
^nations  de  T^quilibre  des  corps  in- 
d^foimables  B.A.B.  1901.    428.  535. 

151.  *B.  Seiliger.  Über  einen  Fnnda- 
mentabatz  der  Statik  eines  ähnlich  ver- 
änderlichen Systems  (russ.).  B.U.Ea. 
im.  76. 

162.  *(r.  Jjehr.  Composition  des  forces 
paralleles.    B.M.K  7.  83. 

16S.  Ä,  Dittrich,  Jak  tfeba  zvoliti 
vasby  a  sfly,  aby  soustava  jimi  dan& 
dala  se  reaJisoTati.  (Wie  muß  man  die 
Verbindnngen  and  Kräfte  wählen,  da- 
mit ein  gegebenes  System  derselben 
sich  verwirUichen  läßt).  C.  31.  288; 
406. 

164.  L.  Gümbel.  Der  transversal  be- 
lastete Stab  mit  nnverrflckbaren  oder 
nach  bestimmtem  Gesetze  nnd  Bichtnng 
der  Achse  nachgiebigen  Auflagern. 
D.V.N.  73.  86. 

Siehe  auch  271—273. 


Grapliisohe  Statik. 

155.  K.  Skutsch.  Graphische  Zer- 
legung einer  Kraft  in  6  Komponenten 
mit  vorgeschriebenen  Wirkungslinien. 
S.M.B.  1.  69. 

156.  M.  Paretti.  Contributo  alla 
trattazione  grafica  dell'  arco  continuo 
SU  apoggi  elastici.    M.A.T.  61.  307. 


Sehwerpunkte* 

157.  M.  d'Ocagne.  Sur  les  barycentree, 
cycliques  dans  les  courbes  alg^riques. 
S.M.  30.  83. 

158.  F.  Wastcels.  Sur  le  centre  de 
gravit^  des  figures  sph^riques.     M.  (3) 

2.  217. 

* 

Momente. 

159.  ^Jorini.  Singolaritä  nei  va- 
lori  dei  momenti  resistenti.  Pol.M. 
1901.  Aug.  Sept. 

160.  S.  JoUes.  Synthetische  Theorie 
der  Zentrifugal-  und  Trägheitsmomente 
eines  Baumstückes.    A.Gr.  (3)  4.  100. 

161.  *G.  K.  Suslaw.  XJher  die  Re- 
aktionen (russ.).   B.Ü.K.  1901.  No.  IIb. 


Kettenlinien. 

U2.*Aligud'Mazzei.  SuU*  equilibrio 
delle  linee  telegrafiche  aree  considerate 
come  curve  fimicolari.  B.A.G.  1901. 
Oct.  Nov. 

Siehe  auch  132. 


Dynamik  des  Punktes» 

168.  B.  Mehmke.  Anschauliche  Be- 
schreibung einiger  Bewegungen.  M.B. 
(2)  4.  66. 

164.  E.  Daniele.  Sopra  alcuni  parti- 
colari  movimenti  di  un  punto  in  un 
piano.     B.A.L.B.  11  A  362;  427. 

165.  F.  Daniele.  Intomo  ad  alcuni 
particolari  movimenti  di  un  punto  sopra 
une  superficie.    R.A.L.R.  11  B  4. 

166.  C.  MalUzos.  Sur  la  chute  des 
Corps  dans  le  vide  et  sur  certaines 
fonctions  transscendantes.  N.  A.  (4)  2. 197. 

Siehe  auch  132. 


Zentralbewegrnng. 

167*  V.  Jamet.  Sur  la  th^orie  des 
forces  centrales.    N.A.  (4)  2.  348. 

168.  C.  H.  C.  Grintois,  De  kinetische 
energie  der  centrale  beweging.  C.A.A. 
9.  211. 
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169.  P.  J.  Suchar.  Sur  une  loi  de 
force  centrale  d^temiin^e  par  la  con- 
sid^ration  de  Thodographe.  N.A.  (4) 
2.  123. 

Pendel. 

170.  D.  Efremov.  Novyj  Tyrod  for- 
muly  nugatxuka  (Neue  üerleitnng  der 
Pendelformel).    M.P.O.  28.  106. 

171.  Ä.  benizot.  0  pewnem  za- 
gadnieniu  Enlera  o  wahadle  (Über  eine 

fewisse  Aufgabe  Enlers  über  das  Pendel). 
'.W.  18.  1. 

172.  GreenhilL  Le  pendale  simple 
Sans    approximations.     N.A.  (4)  2.  241. 

178.  M.  Sparte.  Snr  le  mouvement 
du  pendule  conique  dans  le  cas  des  pe- 
tites  osciUations.    A.S.B.  26.  183. 

174.  G.  Neumayr.  Bestimmung  der 
Länge  des  einfachen  Sekundenpendels 
auf  absolutem  Wege.  A.A.M.  21.  479. 
Siehe  auch  187. 


Dynamik  des  Körpen. 

175.  L.  Lecomu,  Sur  les  petits 
mouvements  d*un  corps  pesant.  S.M. 
80.  71. 

176.  G,  Camhebiac.  Sur  la  force  vive 
utilisable.    S.M.  29.  314. 

177.  •P.  V.  Voronec,  Bewegungs- 
ffleichungen  eines  schweren  Körpers, 
der  auf  einer  horizontalen  Ebene  ohne 
zu  gleiten  rollt  (russ.).  B.U.K.  1901. 
No.  IIb. 

178.  *T.  Kdrmdn.  Die  Bewegung 
eines  schweren  Stabes,  der  sich  mit 
einem  runden  Ende  an  eine  horizontale 
Ebene  stützt  (ung.).  M.P.L.  10.  34; 
69;  131. 

179.  B.  de  Francesco,  Sul  moto  di 
tin  corpo  rigido  in  uno  spazio  di  cur- 
vatora  costante.    M.A.  65.  673. 

Siehe  auch  296. 


Dynamik  des  Systems» 

180.  •i).  SeiUger.  Studien  der  Dy- 
namik eines  Systems  (russ.).  B.Ü.Ka. 
lUOl.  61;  88. 

IMl.  *A.  Malipiero.  Sulla  trasfor- 
iiiii/i(ine  doUe  equazioni.  A.  I.  Y.  (8)  3. 469. 

IMtf,  P,  V.  Voronec.  Ob  uravnen^ach 
ilvi^oiiija  dlja  negolonomnych  sistem 
(|]|i(ir  dio  Büwogungsgleichungen  nicht- 
holdiionior  Systeme).     S.M.M.  22.  659. 

INH.  G.  K.  Sualov.  Ob  odnom  iznene- 
11  ii  iia^'ula  Dalambera  (Über  eine  Modi- 
Ukuiion  dos  d'Alembertschen  Prinzips). 
H  MM.  112.  6H7. 


184.  P.  BurgatH.  Sopra  un  teorema 
di  Levi-Givitä  ri^piardante  la  deter- 
minazione  di  soluzioni  particolari  di  xin 
sistema  Hamiltoniano.  B.A.L.R.  11  A 
309. 

185.  P.  Duhem,  Sur  la  stabilit^,  ponr 
des  perturbations  quelconques,  d'on 
Systeme  anim^  d'un  mouvement  de  ro- 
tation  uniforme.    J.M.  (5)  8.  6. 

186.  *  G.  Pkciati.  Sui  moti  stazionari 
di  sistemi  olonomi  so^etti  a  föne 
conservative  in  casi  particolari.   A.AV. 

4,  406. 

187.  *F.  W.  Riffert.  Die  der  Kraft- 
ausnutzunff  günstigste  Neigung  der  An- 
triebshebelächen  vonPendelhemmuiigeii. 
A.J.Ü.  26.  136. 

188.  W.  Ebert.  Gesichtspunkte  zur 
Verwendung  der  Jacobischen  Methode 
zur  Behandfijigdynamischer  Differential- 
gleichungen.   D.V.N.  73.  20. 

189.  *  Ovazza.  Contributo  alla  teoria 
dei  freni  ad  attrito.    Pol.M.  1900.  Dez. 

190.  M.  Bingelmann.  Sur  une  m^- 
thode  de  comparaison  des  moteurs  de 
diffärentes  puissances.    CR.  184.  1293. 

191.  M.  Badakovic.  Ober  die  Be- 
wegung eines  Motors  unter  Berück- 
sichtigung der  Elastizität  seines  Funda- 
mentes.    Z.S.  48.  28. 

192.  Ä.  Petot  Sur  les  conditions  de 
la  stabilit^  des  automobiles  dans  les 
courbes.    C.B.  134.  766. 

193.  F.  Jung.  Zur  geometrischen 
Behandlung  des  Massenausgleichs  bei 
vierkurbeligen  Schiffsmaschinen.  Z.S. 
48.  108. 

Siehe  auch  204;  663. 

Dreliaiig. 

194.  *C.  Barus.  The  general  equations 
of  rotation  of  a  rigid  body  S.  (2)  13. 914. 

195.  Ä.  Mayer.  Symmetrische  Lösmig 
der  Aufgabe,  die  Rotation  eines  starren 
Körpers,  dessenWinkelgeschwindigkeiten 
bereits  gefunden  wurden,  voUständig  za 
bestimmen.    B.G.L.  64.  63. 

196.  G.  Kolossoff.  Über  eine  Eigen- 
schaft der  Differentialgleichungen  der 
Botation  eines  schweren  Körpers  um 
einen  festen  Punkt  im  Falle  von  Frau 

5.  Kowalewski.    M.A.  56.  266. 

197.  *K.  Laves.  On  the  rotatory 
motion  of  a  body  of  a  variable  form. 
A.J.B.  22.  61. 

198.  A.  Demofüin.  Formules  d*Euler 
et  d'Olinde  Bodrigues.    M.  (3)  2.  186. 

199.  E.  Jahnke.  Über  Drehungen  im 
n-dimensionalen  Baume.    D.V.N.  73.  5. 
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Kreisel. 

200.  *A.  G.  Greenhia.  The  mathe- 
matical  theory  of  the  top.    S.  (2)  15.  712. 

201.  B,  MarcdUmgo,  Teoria  del  giros- 
copio  BÜnmetrico  pesante.  A.D.M.  (3) 
7.  99. 

202.  H.  E.  /.  G.  du  Bois.  Gfepolari- 
seerde  asymmetrische  tollen.  G.A.A.  10. 
416;  604. 

Siehe  auch  260;  623. 

Beibnng. 

206.  A.  Mayer.  Zur  Theorie  der 
gleitenden  Reibung.    B.G.L.  53.  285. 

204.  J.  J.  Taudin  Chabot.  Über  die 
Anti&iktionslagerung  und  über  ein  Dy- 
namometer fOr  kleine  Kräfte.  P.Z.  8.  513. 

Siehe  auch  189;  205;  219;  287. 

Stofi. 

205.  A.  Mayer.  Über  den  Zusammen- 
stoß zweier  Körper  unter  Berücksich- 
tigong  der  gleitenden  Reibung.  B.G.L. 
64.  208.  827. 

206.  »JT.  Szih  jun.  Der  Stoß  rauher 
Körper  (ung.)    M.T.E.  19.  286. 

Potentialtlieorie. 

207.  P,  Paei.  Generalizzazione  di  un 
teorema  di  Gauss.   R.G.M.P.  16.  192. 

208.  H.  Petrini.  Continuit^  et  die- 
continuit^  des  d^riväs  du  potentieL 
B.V.A.8.  58.  633. 

209.  E.  B.  Neumann.  Zur  Integration 
der  Potentialgleichung  vermittelst  G.  Neu- 
manns Methode  des  arithmetischen  Mit- 
tels.   M.A.  56.  49. 

210.  0.  JKf.  Ljapunov.  Sur  le  prin- 
cipe fondamental  de  la  m^thode  de 
Neumann  dans  le  probl^me  de  Dirichlet. 
S.M.Kh.  (2)  7.  229. 

211.  B,  MarcdUmgo,  Sulla  funzione 
di  Green  di  grade  n  per  lasfera.  R.  C.  M.  P. 
16.  230. 

Siehe  auch  283;  536;  554. 

Attraktion. 

212.  SdUt  L*attraction  dans  rUni- 
▼erse  stellaire.    B.A.  19.  225. 

Siehe  auch  534;  618. 

GraTitation. 

218.  *D.  Goldhammer,  Eine  Wieder- 
erweckung der  Hypothese  von  Le  Sage 
zur  Erklärung  der  allgemeinen  Gravi- 
tation.   B.U.Ka.  1901.  1. 


214.  *F.  Cremieu.  A  new  point  of 
view  about  gravitation.  R.  B.  A.  71. 
561. 

215.  P.  Lebedew,  Die  physikalische 
Ursache  der  Abweichungen  vom  New- 
tonschen  Gravitationsgesetze.  P.  Z.  4. 15. 

Siehe  auch  271;  752;  753. 

Hydrostatik. 

216.  A,  Firaud.  Sur  la  stabilit^  de 
de  IMquilibre  relatif  d'une  masse  fluide. 
B.A.  19.  143. 

211.  *H,Haedicke.  Der  Angriffspunkt 
des  Auftriebs.    J.S.G.B.  3.  283. 


Hydrodynamik. 

218.  L.Natanson.  Sur  la  propagation 
d'un  petit  mouvement  dans  un  fluide 
visqueux.    B.I.C.  1902.  19. 

219.  L.  Nataneon.  Über  die  Fort- 
pflanzung einer  kleinen  Bewegung  in 
einer  Flüssigkeit  mit  innerer  Reibung. 
Z.P.C.  40.  581. 

220.  *E.  Fontänen.  Du  mouvement 
stationnaire  des  liquides.    A.F.  29.  176. 

221.  E.  Laura,  Sul  meto  parallelo 
ad  un  piano  di  un  fluide  in  cui  vi  sono 
n  vortici  elementari.   A.A.T.  37.  469. 

222.  G.  H.  Darwin.  The  pear-shaped 
figure  of  equilibrium  of  a  rotating  mass 
of  liquid.  P.R.S.L.  69. 147;  T.R.S.L.  198 
A.  301. 

228.  H,  Poineare.  Sur  la  stabilit^  de 
r^quiHbre  des  figures  pyriformesaffect^es 
par  une  masse  fluide  en  rotation.  P.  R.  L.  S. 
69.  148;  T.R.S.L.  198  A.  333. 

224.  P.  Duhem.  Sur  la  stabilitä  de 
r^quilibre  relatif  d'une  masse  fluide 
anim^e  d'un  mouvement  de  rotation. 
J.M.  (5)  7.  331. 

225.  P.  Duhem.  La  viscosit^  au  voisi- 
nage  de  T^tat  critique.    CR.  134.  1272. 

226.  P.  Duhem.  Sur  les  fluides  com- 
pressibles  visqueux.     CR.  134.  1088. 

221m  de  Bussy.  Resistance  due  aux 
vagues  satellites.     CB.   134.  813;  882. 

228.  F.  Klein.  MechanischeWirkungen 
schwingender  Körper.  S.P.V.K.  1899  bis 
1900.     44. 

229.  *G.  Zakrzewski.  Sur  les  oscilla- 
tions  d'un  disque  plongd  dans  un  liquide 
visqueuse.    B.I.C  1902.  235. 

280.  W,  Stekloff.  Remarque  sur  un 
probläme  de  Clebsch  sur  le  mouvement 
d*un  Corps  solide  dans  un  liquide  in- 
d^fini  et  sur  le  probl^me  de  M.  de  Brun. 
CR.  135.  526. 
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281,  A.  Fliegner,  Der  Druck  in  der 
Mündungsebene  beim  Ausströmen  elasti- 
scher Flüssigkeiten.    V.N.2.  47.  21. 

282.  ♦Ä  T.  Barnes  and  E.  G,  Coker. 
On  a  determination  by  a  thermal  method 
of  the  Variation  of  the  critical  velocitj 
of  water  with  temperature.  B.B.A.  71. 
579. 

288.  ^Bazin,  Expdriences  nouvelles 
Bur  la  distribution  des  vitesses  dans  les 
tuyeaux.    M.A.P.  1902. 

284.  *0.  Büaser.  Die  Widerstands- 
formel  für  Binnenschiffe.  Z.B.B.E.  365; 
391. 

285.  D.  de  Francesco.  Alcune  formule 
della  meccanica  dei  fluidi  in  uno  spazio 
a  8  dimensioni  di  curvatura  costante. 
R.A.N.  (3)  8.  131. 

Siehe  auch  364;  367;  734. 

Wirbel. 

286.  Jomet.  Le  th^or^me  des  tour- 
billons  en  thermodynamique.  J.M.  (5)  7. 
235 

287.  K,  ZoraiJDski.  0  wlasnoficiach 
pewnej  calM  wielokrotnej ,  b^d^cej  no- 
gölnieniem  dwöch  twierdze^  z  teoryi 
wiröw  (Über  die  Eigenschaften  eines 
gewissen  mehrfachen  Inte^ais,  welche 
zwei  Lehrsätze  in  der  Theorie  der  Wirbel 
▼erallgemeinem).    T.W.  13.  107. 

Siehe  auch  221. 

Aerodynamik. 

288.  *C.  K  GutOaume.  Note  on  the 
ünity  of  pressure.    R.B.A.  71.  71. 

289.  —  Die  Bewegung  der  Luft  in 
einem  zu  lüftenden  Räume.    Z.L.H.  7. 

240.  *F.  Bitter.  Hervorragungen  und 
Winddruck.    I.A.M.  6.  88. 

241.  *E.  C.  Severin.  Application  du 
principe  d'Archim&de  auz  gaz.  A.  S.  U.  J. 
2.  45. 

242.  V.  Blaess.  Über  Ausströmungs- 
▼ersuche  mit  gesättigtem  Wasserdampf. 
P.Z.  4.  82. 

laßere  BaUistik. 

248.  F.  Siacci.  Alcune  nuove  forme 
di  resistenza  che  riducano  il  problema 
balistico  alle  quadrature.  R.A.Q.  1901. 
Mai— Aug.,  Okt.— No^. 


244.  ^Siacci.  Sulla  ▼elocitä  miniinft. 
R.A.G.  1901.    März;  April;  Okt. 

245.  —  La  velocitdi  minima  ed  alcmd 
articoU  di  signor  colonello  N.  Sabudski. 
R.A.G.  1901.    Oktober. 

246.  J.  Kozak.  Berechnung  derObjeWr 
Schießtafeln  aus  den  allgemeinen  Schieß- 
tafeln.   M.A.G.  1902.  453. 

247.  F.  Kozak.  Berechnung  der  all- 
gemeinen Schießtafeln  und  deren  Be- 
nutzung zur  Lösung  ▼on  Aufgaben  aus 
der  Sdiießlehre.  M.A.G.  1902.  651; 
893. 
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diBtance.    B.G.O.  12.  1059. 

618.  *G.  E.  PoucKer.  Attractive  force 
and  magnetic  induction.    P.B.  15.  233. 

619.  J.  Zenneck.  Über  induktiven 
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koeffizienten (ung.).    M.T.E.  18. 
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sation  et  sur  im  nouveau  mode  d^induc- 
tion  ^ectro-magnetique.  B.A.B.  1902. 
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dienen.)    B.B.A.6.  8.  96. 

67S.  *A.  Ivanov.  Geometri6eskoe 
zDs^enie  ekliptikalnych  i  ekvatorialnych 
postojannych  etc.  (Über  die  geometri- 
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<78.  •B.  r.  KävesUßethy.  Über  die 
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688.  *L.  Boss.  Tentative  researches 
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Erdbewegung. 
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690.  Ä.  V.  Baecklwnd,  Ett  bidrag 
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27.  No.  1. 

691.  J.  PSroche.  Le  balancement  po- 
laire.    A.S.G.N.  29.  216. 

692.  *B.  8.  Woodward.  The  effects 
of  secular  cooling  and  meteoric  dust  on 
the  length  of  the  terrestrial  day.  A.  J.B. 
21.  169;  S.  14.  402. 

Siehe  auch  264;  532;  752;  759;  760; 
770;  773;  795. 

Mondbewegong. 

698.  H.  Andoyer,  Sur  Tacc^^ration 
s^culaire  de  la  longitude  moyenne  de 
la  lune.     G.B.  135.  432. 

Siehe  auch  771. 

Planetenbewegmig. 

694.  *F.  B.  MouÜon.  A  general 
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Orbits  of  all  excentricities  from  3  ob- 
servations.    A.J.B.  22.  43;   S.  14.  399. 

695.  V.  Biniker.  Ein  empirisches 
Gesetz  über  die  Achsendrehung  der 
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696.  *W.  K.  Pickering.  Explanation 
of  the  inclination  of  the  planetary  axes. 
A.J.B.  22.  56. 

697.  M.  Souleyre.  Les  in^galit^s  de 
Mercure  et  la  p^riodicit^  des  taches  so- 
laires.    B.S.A.F.  15.  402. 
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698.  DekhfnuOer.  Erste  Bestunmung 
der  Botationszeit  des  Planeten  Eros. 
S.N.G.B.  1901.  A.  37. 

699.  E.  Foincari.  Les  solntions  p^- 
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Meteoritenbewegnng. 
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linstemlsse. 
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711.  Simonin,  Sur  les  ^uations 
canoniques  et  la  fonction  perturbatrice. 
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712.  V.  Morrison.  General  pertnr- 
bations  and  the  perturbative  function. 
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num^rique  des  coefficients  dans  le  däve- 
loppement  de  la  fonction  perturbatrice. 
J.E.P.  (2)  7.  29. 

714.  *P.V.Neugebauer.  Ein  Beitrag 
zur  Theorie  der  speziellen  Störungen. 
M.U.S.B.  1.  71. 
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716.  *C.  F.  i.  Charlier.  Zur  Theorie 
der  säkularen  Störungen.    M.L.A.0. 16. 

717.  *G.  Norm  und  S.  Raab.  Hüfs- 
tafeln  zur  Berechntmg  der  B&kulareo 
Störungen  der  kleinen  Planeten.  ML. 
A.O.  2. 

718.  *Ä.  Idman.  Bemerkungen  zu 
einem  Satz  von  Leverrier  die  seknlaren 
Störungen  der  kleinen  Planeten  betreffend. 
M.L.A.0.  14. 

719.  ^O.CaOandreau.  Propri^t^  dhme 
certaine  anomalie  pouvant  remplacer 
les  anomalies  d^ji^  connues  dans  le 
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TielkSrperproblem« 

7W.*ÄEaU.  The  Problem  of  3  bodies. 
A.J.B.  21.  113. 

Siehe  auch  89;  188. 


Kosmologie. 
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721.  *'Ä.  Gareis.    Beiträge 
mogenie.    M.A.G.S.  29.  877. 

722.  P.  Barbarin.  Sur  le  parametre 
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of  condensation  of  stellar  bodies.  S.  15. 
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725.  *B.  V.  KövesUgeihy.  Az  ^  testek 
fejlöd^se  ^s  a  Föld  kora.  (Entwicklung 
der  Himmelskörper  und  Alter  der  Erde). 
M.T.E.  19.  178. 

726.  *P.  Budeki.  0  wieku  ziemi 
(Über  das  Alter  der  Erde).   C.  A.C.  41. 96. 
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t^escopiques.    B.S.A.F.  15.  368. 

728.  L.  Picart.  Sur  une  hypoth^. 
concemant  Torigine  des  satellites.  CR. 
134.  1409. 
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739.  *T.  a  Chamberlin.    On  a  pos- 
rible  fimction   of   disraptiye  approacb 
in  the  formation  of  met^rites,  cometes 
and  nebalae.    A.J.C.  14.  17. 
Siehe  aucli  131;  212. 
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13.  341. 
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graded  clondy  condensation.  A.  J.  S. 
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Db.  k.  sohreber, 

PBIYATDOZENT  FÜB  PHYSIK, 

DIE  THEORIE 
DER  MEHRSTOFFDAMPFMASCHINEN. 

UNTERSUCHUNG  DER  FRAGE: 

„IST  WASSER  DIE  VORTEILHAFTESTE  FLÜSSIGKEIT 
ZUM  BETRIEBE  VON  DAMPFMASCHINEN?" 

UND  BEARBEITUNG 
DER  AUF  DIESE  FRAGE  SICH  ERGEBENDEN  ANTWORTEN. 


MIT  12  ZEICHNUNGEN  IM  TEXT. 


[IV  u.  126  S.]     gr.  8.     1903.     geh.  c/Äf  3.60.     In  Leinw.  geb.  A  4.20. 

DIE  KRAFTMASCHINEN. 

VORLESUNGEN   ÜBER  DIE   WICHTIGSTEN   DER   ZUR   ZEIT 
GEBRAUCHTEN  KRAFTMASCHINEN. 
Fun    ZUHÖRER   ALLER    FAKULTÄTEN    AN    DER    UNIVERSITÄT 
GREIFSWALD    GEHALTEN. 


MIT  56  ABBILDUNGEN  JM  TEXT  UND  AUF  EINER  TAFEL. 


fXn    u.  348  S.j    gr.  8.    1903.    geh.  ^  6.— .   Lq  Leinw.  geb.  JC  6.80. 


Die  Theorie  der  Dampfmaschinen  hat  seit  einer  Reihe  von  Jahren 
keine  eigentlichen  Fortschritte  gemacht.  Die  sämtlichen  Arbeiten  der 
Theoretiker  beschränkten  sich  auf  den  Ausbau  der  von  Hirn  und 
Zenner  gegebenen  Arbeiten.    So  ist  es  gekommen,  daß  die  so  sehr 


viel  jrmgenii  OuÄOiotonm  nwli*'  ihimu  ?*iüiJ,  *li*»  r*utti|ifitr 
übertiügelii,  sowohl  wai?  dw  Ausbildung  dvr  Tlicorie  .hi 
auüh  in  Bezug  auf  die  Anfluntziing  der  Bremistoffe. 

Dieses  Stuc^keß   in  dtn^  TlK*orie  der  Datiij' 
daß  man  sich  ausschlieüüch  an  WHSsenianipii         <       _   r-^' 
Ein   Fortschritt  iti  der  AiismitÄUiig  der  Brenaötfiffe  durch  Dampf' 
tiitiKrhijiuu  katüü  tnir  durch  den  IThergang  ko  Melu'stoffdampfmaj*ditiJtfi3i 
erreicht  werden, 

Im  vorliegeoden  Buch  wird  nun  mit^hgi'wienen^  wie  nmn  *L> 
<^eeiguet8te  FlÖSÄigkeit  auswählt  und  welches  die  dadurch  i*rj^ncbbaa*ti 
V^orteüe  muh  , 
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Fabriken  und  tectuischen  UnteruehniungeD  eignen,  sow^iit  sie 
selbst  Maschinen iugenieurö  öiudj   nnd   zwar  vom  Landwirt,    wol 
seinen  Betrieb  durch  Benatz.tmg  ^ou  Kraftmaschinen  erleichtern  wÜ 
bis  znm    Leiter  von   Textil-  und   chemischen   Fabriken ^   dit*    Kraft-I 
maschinen    benuts^en    milssen;    für    Vt^rwaltUTigf^benrnt^^^    a^uwt'it    ci^ 
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nvj<  in  gt'ben  in  ihrem  Berufe  obliegt,  und  bei  Bolcben  Lemendeu, 

h  mit  der  elementajt*n  Dürften uGg  begnvigen  oder  aicb  durch  sie 

fig  iniuhematiscbß  Studium  jener  Theorien  Torbei'eiten  wollen. 
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NDKISZ  DER  ELEKTROTECHNIK 

¥(}R  TECHNISCHE  LEHRANSTALTEN 
VON  Oberlehhee  Dr  WILHELM  BRÜSCH. 

Abbild,  im  Text  |XX1  ii.  IGS  S.J  gv.B.   lyu^i;  In  Utnw.  gtsh.  n.  vÄf  :i,-- 

»*r   AhfMt^Äfjo^  dii^se»  Werke«  iiad   rine  Keihe  neticr  Abschnitte*  wie  die- 
"      -igkeitfdinlasiaer,    über    das    FamUekdialku    von  («leich-    imJ 
üLrr  die  rrüoafommtöi^n  und  deren  LeerlttuMrüm,  über  dit: 
'  Khnnmeiii  ]ie,   ilber  die."  elöktrijchi*  Arbeita- 

reji  neu  i;  itimen. 

ing  (Jt  r  I  tM'i      '  ^''  '  '  .,   ,.m(^  Tretuiung  der  Lern-  und  Lolir- 

'   dnri'ii  vl'ts'  ''ujik   ungi^ strebt  wttpdeiu    Es  dürfte  daa 

^Tiorduung   aui u    ni    äolcJae    Leaer   bratichhur  sein,   denen    !■■ 
11  wird^  die  'l)t*Bchrit?bencn  Kyperiitiente  ^n  Heben.     Die  I 
,^v  lat  derartig  bemeaseu  worden,  daU  sie  sitb,  je  naoh  den  \  vi 
ilt,  in  Äwei  biH  drvi  Stunden,  also  iiiKgea^mt  in  40  bis  60  Stunden 


Ck  Verlag   von  B*  G.  Teubnep  in  Leipzig* 


HÖHERE  ANALYSIS  Füll  INGENIEUJ 

VON  Du  JOHN  PRRRY  F.  R.  S.. 

AütüTisiertt'  dttutschö  ßeaa*bcitang  von  Dr.  Eobert  Frteke,  Proft^asor  *m  Hra 
scbweig,  und  Fritz  Süübting,  Oberiiigemeiir  in  Minden. 

[X  u.  423  B]     gn8.     1902,     In  Leinwand  geb.  u,  A  12.— 

Dii^äei  Buch  ist  bestimiot  für  die  Stiidierenden  an  den  tächiuficham  Hoolwchtj 
tiiid  zwar  gowoM  al«  TorWreitung  oder  Ergänzung  *ler  matbeirij       ' 
öIh  ftucli  K\irij  Studium  während  der  höheren  Sem^Jittr,  falle  eiü 
<!fT  mÄthi^mat lachen   Kenntniaae  von   utitan  ist.     Die  Lekt\irt?  «it-  xnirn*^    c  reitet ^ 
gleich  dem  praktischen  Ing^eoieur  gute  Dienste^  falls  ihn  mint  malhemäi tische  Bild 
im   -Stichß   zu   laufen   droht.     Die  riedeutung   des  BTiche«   \nt  in   dem  UmBtando 
gründet,  dxil»  d^r  Yerl'aa&er  Ingetiiinir  iat  und  dementsprechend  die  mathematißO 
Begriti'j^bildnugeu    fortg-eöet/i   iu   die    Sjiractie    und  Vorstelhingf weise   des    Ingenii 
ojTjznkleifieti    beiUhigt    ist,    diits    er    aber    szidrerseits    die   riclitige  Wilrdigung 
Mütheumtik  iu  ihrer  Bedeutung  filr  die  techm&cheij  Wissenschaften  besitzt.    Die  ep 
btddtm    von    den    drei  Ktijdteln    tlea   Buches    bandeln   nnr   vt>n    den   allere  In  fael 
Ftuiktioueu,  diis  erate  eogar  nnr   von  der  Fnaktion  x**.     Um  so  reichliehfT 
Ausliihniiigen   an  Beispielen,  welche  den  verseliiedenaten  Gebieten   der  IVcli 

nomnieii    sind.      Auch    der  Stndiert^nde  ^    welcher    sich    eine   über  dfis  Ni>twc 

hinansgehcuih:?    mathematische    Bildung    aneignen    will,    findet    im    dritU'ij    Kai 
„Öchwiengere  Aufgaben  and  Lehrsätze"  hierzu  die  ersten  Anlange, 


GALILEO  FERRAEI8. 

WISSENSCHAFTLICHE  GRUNDLAGEN 
DEE  ELEKTROTECHNIK. 

Nach  ihm  TortesTingen  über  Elektro teclmik,  gehalten  in  dem  E.  Musoo  Indt 
in  Turin,  doatscb  heräDsgegeben  von  L>r,  Luu  Fikzi, 

Mit  Ißl  flg.  im  T#xt    [XII  u,  358  S.]    gr.  8.    1902.    In  Löinw.  gek  n.  JC  12| 

Die  Erilfiduug  des  magnetiflcheu  Drehfeldes  durch  Galileo  Ferraris,  welch« 
neuen  gewaltigen  Aufnichwung  der  ttlektrisehen  Induitrie  einleitete,  hat  den  Ni 
dieaea   genialen    italienischen    Forschers    weit   über   die   Grenssen    seine«  Vaterla 
biwütts  bekannt  gemacht.     Nicht  minder  aber  verdienen  in  weiteten  Kreisen  bell 
jcc  werden  seine  theoretischen  Vorleanngen   über  Elektrotechnik.     Denn  theoretj 
Er5rt*irmigen,  welche  von  einem  Forscher  stammen,  di:^r  auf  dem  Grebiete  der  P 
bahnbrechend  wirkte,  umaseu  besonders  wertvoll  erscheinen^  weil  von  i'OTnberciinl 
zunehmen  ist,   daß  darin  den  Forderungen  der  I'raxis  gebührend  Rechnung  getri 
wird.     Dieses   geschieht   denn   auch    durchaus    in  dem  vorliegenden  Werke,    weil 
nach  den  Vorlesungen,  die  Galileo  Ferraris  an  dem  Reale  Museo  Industriale  in  ^ 
nber  die  Grundlagen  der  Elektrotechnik  hielt,  znsamtneüge stellt  und  nut^r  der  w^  ^ 
»chaftlii-hen    Mitwirkung  von   Dr.  Endolf  Bloehmanu   in  deutscher  ÜberfeetÄimg 
Dr.  Leo  Finsti   hcrauagegeb*'n  worden  ist^   —   Das  Werk  behatidelt  in  KCchH  Kap" 
das  Gesamtgebiet  der  KlektrutHchnik  ani^  tjmnd  der  von  Farad ay  und  Maxwell 
wickelten   Anadmutingen,   welche    durch    die    genialen    Arbeiten    von  UetTirich 
ihre  gl'lnr.ende  experinienteJle  BoetJUigung  erfuhren. 


SocSen  c^ö<Aicn  im  9Je^zhac  von  S3.  ©•  tUnßno/i 
in  JJltipzi^  unb  iöi  in  aiUn  ^ficManSlunaen 


ELEMENTE 

DER 

VEKTOR- ANAL  YSIS. 

MIT  BEISPIELEN 
AUS  DER  THEORETISCHEN  PHYSIK 


VON 

Db.  A.  H.  BUCHEBER, 

FBIVATDOZBirr  Alf  DER  UimmiSITXT  BONN. 

[VI  u.  91  S.]     gr.  8.     In  Leinwand  geb.  JC  2.40. 


Unter  den  yerschiedenen  Disziplinen  der  Mathematik 
nimmt  die  Yektoranalysis  eine  eigenartige  Stellung  ein.  In 
ihr  findet  man  die  Qegrifife  der  Algebra  erweitert  und  in  einer 
Weiae  auf  das  Rechnen  mit  geometrischen  Gröfien  angewandt, 
daß  man  mit  diesen  Großen  direkt  rechnen  kann  anstatt  mit 
den  kartesischen  Koordinaten  derselben,  welche  mit  ihnen 
künftlich  yerknüpft  sind. 

Daß  eine  solche  Methode  ein  wichtiges  Hilfsmittel  in  der 
Physik  abgeben  würde,  konnte  vorausgesehen  werden.  Und 
in  der  Tat  findet  das  Rechnen  mit  Yektorgröfien  eine  beständig 
zunehmende  Anwendung.  Indem  hierbei  die  Denktatigkeit 
auf  die   in   der  Physik  vorkommenden  geometrischen  Größen 


selbst  gerichtet  wird,  anstatt  auf  die  mit  ilinen  verknüpften 
Zahlen,  gewinnen  die  Denkoperationen  an  Kraft,  Lebendigkeit 
nnd  Anschanliehkeit. 

Hierzu  kommt  noch  ein  anderer  Vorzug.  Die  Symbolik 
der  Yektoranalysis  ist  eine  überraschend  einfache  und  über- 
sichtliche. Operationen,  welche  bei  Verwendung  von  karte- 
sischen  Methoden  verwickelt  und  schwierig  erscheinen,  werden 
kurz  und  ein&ch,  wenn  sie  in  ihre  Äquivalente  in  der  Sprache 
der  Vektorenrechnung  übersetzt  werden,  ohne  dabei  an  um- 
fassender Bedeutung  und  Bestimmtheit  einzubüßen.  Die  Vor- 
bereitung eines  elementaren,  spieziell  für  Physiker  bestimmten 
Werkchens  über  Vektoranalysis  bedarf  daher  wohl  keiner  be- 
sonderen Apologie,  zumal  es  bisher  an  einem  solchen  in 
deutscher  Sprache  verfaßten  und  separat  ausgegebenen  Werke 
gefehlt  hat. 

Bei  der  Ausarbeitung  der  Elemente  der  Vektoranalysis 
ließ  sich  der  Verfasser  hauptsachlich  von  praktischen  Er- 
wägungen leiten.  Es  lag  ihm  weniger  daran,  eine  erschöpfende 
Abhandlung  über  den  Gegenstand  zu  schreiben,  als  vielmehr 
den  Studierenden  der  Physik  sobald  wie  möglich  in  den  Stand 
zu  setzen,  die  vektoriellen  Methoden  zur  Lösung  und  Be- 
wältigung physikalischer  Fragen  anzuwenden  und  ihn  Tor 
allem  dazu  anzuregen,  sich  dieser  Methoden  auch  allgemein 
beim  „physikalischen  Denken^'  zu  bedienen.  Er  wird  sich  so 
bald  des  Vorteils  bewußt  werden,  den  ein  Operieren  mit  sinn- 
fälligen räumlichen  Beziehungen  über  ein  solches  mit  reinen 
Abstraktionen  besitzt 

In  der  Form  der  Darstellung  hat  sich  der  Verfasser  im 
großen  und  ganzen  Heaviside  angeschlossen  und  sich  dabei 
derselben  Symbole  bedient,  wie  A.  Föppl  in  seiner  vorzüglichen, 
im  selben  Verlage  erschienenen  'Einführung  in  die  Max- 
wellsche  Theorie'.  Gleichwohl  hat  er  es  ftlr  zweckmäßig 
gehalten,  die  von  Graßmann  herrührende  Zuordnung  von  Flachen 
zu  Vektoren  ausgiebig  zu  verwerten.  Die  Ableitung  mancher 
Theoreme  gewinnt  dadurch  an  Einfachheit.  Angesichts  des 
eigentlichen  Zweckes  dieses  Buches  und  seines  elementaren 
Charakters  glaubte  der  Verfasser  davon  absehen  zu  müssen, 
in  funktionen- theoretische  Erörterungen  einzugehen,   und   hat 


sich  dc/mgem&S  hsaptaScUieh  darauf  beschi^nkt,  solche  pliysi* 
kaliscHe  Vektoren  der  Untersuchung  zu  unterziehen,  denen 
eine   stetige  Verteilung  im  RAume  zukommt. 

In  der  Wahl  der  Beispiele  hat  er  sich  von  der  Absicht 
leiten  lassen^  ein  möglichst  vielseitiges  Bild  von  der  Anwend- 
barkeit der  vektoranalytischen  Methoden  zu  geben.  Eine  An- 
zahl von  Beiapielen  wmrde  besogaders  für  diesen  Zweds  aus- 
gearbeitet und  gelangt  zum  erstenmal  zur  VeröffenÜichung. 
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bestellt  der  ünteneichnete  hiermit  das  im  Verlage  Ton 
,    in  Leipxig  soeben  erschienene  Werk  [cur  Ansieht]: 

B.Q.Tenbner 

Buoherer,  Elemente  der  Vektor-An 
Beispielen  ans  der  theoretischen  Physik, 
gr.  8.    In  Leinwand  geb.  JC  2,40, 

aljsis 
[VIu. 

.    Mit 
91S.1 

Ort,  Wohnuig:                                                    UBl«nchtill: 

Verlag  von  B.  G.  Teubnet  In  Leipstf?. 


Lebrbaeh  der  Exiieriuientaipliysik 


Dp.  Adolph  W^ailneF^ 

^atifte,  vidlJsGh  amg^aFboitflte  und  Tsrbeaitrte   Auflage. 

4  Binde,    gr.  8,    geh*  JL  B«.— ,  in  Hfcbtl  JC  64.— 

i]]f «■•!«#  Pkritk  iwd  AkuUlr,    Mti  Sil  in  ii«ii  T«ii  ffftdruäkttiu  H>^U^ 

«4* hui it« II     pl  a  tÖOe  84    tmfL    Ji  lt.—  In  IlfAtd  OL  U  — 

Ulf   L»lir«  roi  iir  WinM,    Ui\  lU   in  Avu  Tost  fl*draclrl<tri  AbbÜttiiugei^ 

m«  l^hm  t«a  KAfVflilffBHi  lai  tos  i^t  Il«k|H«|lil  mit  «ttier  l^ntf>H«if ; 
anuiil«fl^  ci»r  Lihrt    tobi  roUDUkl     Mit  Ut   ia   d*a  Text  m  J^b- 

blliluD««ik  iiiil  FmuTtu     1!LV  u  lllS  B  1    I8i»7     •!£  l«^,  l>  .0.-^ 

DU  L#1lf*  r(^ii  der  Sirftlhlttni«    Mit  ^m  La  ilafi  T»t  g*4rurL>,,  :.  in§9M 

«.  7lgtit«ti  11  i  Uthcgt  TftfBt A    ncn  tt  lOif  e  }  liVD   p«IC  H  — ,  in  Mffl  bd  Jtf  Ifl .  — 

Anfj^Ab«  fnrUUt,  «Uiimtdit* 
liaB«  iiad«»*n«it«  dttnjvDlgpiiif 

■  II"»   i'»rjiYnii\i''%:nvi3   rii"»'-ii'i   «;'ir(*ir<ngf R  -^-n--       -i-    t-    T-,^|^^jg 
r<o  dan  «fvtvfi  Xw«Dk  ikaifir  Aebt  lu  Ubi>>  •■«b- 


it  Hell  itiit«r  *!iöi  3t*»tcn  lltnwtJ*«  »uf  aiti  ötrtgiii«l»rt>«tt«& 
.    Jtfu   Httf.uliJick'i  <   lief  ft^partuietitiiüiui    Ftijrftllc    und 


'leii  Werk««  üfrgt  fuL^TL.»^' li^in  Kxp«rir! 

htlgtnrti  tiiiii«n&  Utiioriut'liiißi^&f  dl«^  h 

ii4B«iL  wureiit  »ftfgstjomBiöti  i    «o  «<   v 

/%rl>eitoa  l:uTtl«^kgf<gTiffl^^.      Dlo  Erwoi^ 

ti^ncili  «IQ  Ufr^ent  BSiig«b«D  tu  dl«TbvoT' 

'la  ca  ftUKfedthntfl  BMbMmiifm  ffil^^llcH  w 

fücbl  laivvdabolMi,  daher  «Beb   itor  slfitn 


I...  K..nTiehnugi*t»( 
^    Mf^cbUb, 

■  Ji!^Jad» 


Neuere  Versuche  zur  Mechanik  der 
festen  und  flüssigen  Körper 

nii  elüisto  k^iri6ti  Anbaoge  über  das  iog*  ,^bsoluto  MaBajst^m'^). 
Ein  ß€iitra^  Kur  Methüdik  deB  phytikaliichen  UatefiicbU  von 

Dp.  KaFl  T.  Fiseher, 

it  umA  L  Ai«li(«iil  fOjr  Fii/itk  mn   dor  KgL  T4?chaiich«ti  IIödtHhul»  MSofibAtu 

fV  m  m  ö.j    gl.  8.     liJOS.     In  Lfiinw    gel>.  .^  2.— 

.     »imae  ^*^  ptii»ili*llMb«i  GmadlKgrtd*  und  dta  In  den  baldm  ariteti  Mtnebciiftr 

l^f^iwuliliifii  'Ai'  Ltüifor  i«T  MAtfaAitiJLttk  imd  Fhjilk  g»lultflii«ii  Exp»rtji>aQikltt>i-ttt«9fi. 
Bi  flttl^ftll  »tu*  Btibtr  rou  gaa^u  b^iHrhrloIhHiinDa,  und  durefa  DatelltBfebiiiuigwn  «tl&alffrkta 
TftUUftt»'!,  wAldl«  «il»  iB5gIJrtifl  ¥4r«(CndJich4?  aad  dE>cb  ttivng  rlcfatlgv^  eacpfirlmeoi«!!« 
KfedhiHiskal««^  dir  »««hjiAlsc^tiGin  B^grl^f»  tm  Mitt^icbuliuil^rrlcbt  beui¥r«ükeD  und  grofttä* 

liUs  ^oM  ir«f<Aiuer  ««tbal  itiLtTiiiP""   -'^nut  nocli  nJckl  terMt^DÜlcfat  wurdim.  Mim  UU 

äMr  mmth    b«m^oMtn   wiAbtigf^  <  <    UnigrrlablaTffnucbft   Kadtnr  Pbi-iJker  d»f- 

iüOiÄ'     iB  d«*  AnordAflPie  ward  .  ij«ii  wn  Brndt  Mh3^  in  telnof  EatwfcJcelo&g 


EiufiUiruiig  in  die 
Maxweirselie  Theorie  der  ElektrizitratJ 

Mit  einem  emloiteiideii  Abschnitte  über  das  Rechnen 
mit  VectargrÖJJäeii  m  der  Physik, 

Von  Dr.  A.  Föppl, 

Mit  Figureu  hn  Texte. 
|X?T  u.  413  a]    *?r.  8,    IS!)4.    geh.  n,  .if  10.—,  in  Umw  g«h,  ti  .*f 

'i  im  ambfio  4b«chQj|t  «Ino  Krtrt*?r 
!>■,  dejo  di<i;  VetfiAiiur^  nacb  dem  \t 


cir-r*' -»'-- 

Ih  ' 
ff}" 

Ab 
um  4 

l>k.    \u-.l    ,. 

der  DuaiitÄt 


i.'liangen.     In  dur  Dan- 


nirntaploni-.'n  iflpr 
I.  UhlvkonAtflQt«  ^ 

I   der  NfttELir  nicht  vorJtomnit^  herrürLrlM 
titiitiii  Tfird  dur-v.   Tlr.BU^idt»  l*iiitjl|( 


n  JCavifi»^ 

.1,  wird  9«- 


Autdruuk   gtiLi^ciiL     Isifi  mjt^eilKb«  Hin« 
t*im  v^rfMier  «i;g«iifefiiiLMcb.e  D^lundliuiff.     Der  dritte  AbiMÜiis^lu 
HU»  -**ii  ili>^^  i'lKiktnodTiwniidetajen  mid  iiiAEfn,etodjnLi»roXiebaQ ,  «ciwjli'^    ' 
oll  I,  "i  lu  ugn^tl»ab«ii  Krtito,     lo  dem  TliTfcffti  Ah»fili&itt 

Yh[>':  i'  etoktroiiiaigiiptlitchi'n  Feld«  «wliDben  rgiiandaa  L^ . 

üPl^t    li^i"  iiH  t    Von  lli'fru  Püj  aitua  nngoQoraiiifjae  Ea.ori.-^i  -■^-'■"'   ^     ..   ^,m%  ^v 
dtft  TfaMrlä  vbirtTlkglich  bt.   oibfir  nicht  mit  XoLvrendliifk  >  n  folfft, 

I»*  *t^  fi    '      '      ^  -^er  eine  indglkbist  leicht  v»  ■ 
•tAudi":»  xiit  ]^  LiiTlit,  ohno  atif  duA  «trttn)^«^ 

tu  vtntli'bU'u,  1   L  tr  f^,  ttir  l^luirrirti^iczlehtni: 

h«»f*lMilAii*beQ,  -liUi' t  ■jJvL  dngcij' '  .  jf  liL,  aiit  dir.'   JirS>ihruii^^Ui:*ian: 

tiAlieF  Äiidrt  tUk«  Ho^liut-uDg  d« .  ik^n  iu#Qh«iii*dt&a  Prü^lpiim, 

lüfTf  BolUmaiin  vbranjttcilti,  ^r  ■  .     ;^  nifft«  Dftr»t«lLii«K. 

Harn  firikktiaaiion  Zweck  ii4.s  l^uch«;«  'UjUiiriii^lii  er  aucb,  daf  dn-rcbweg  «uf  ^ 
m«l«liiuie«]i  EU  dfia  frttliertib  Tbtroduii  his^wictspu  wktL  Auch  FnigHH  vüti  Allgemnln«ri 
Iuk«reufl  w^idau  SD  T  iwehifl^ti  aa.  Stauen  uürlerk 

jÄbrljucb  ftb,  d,  Fort*cbr.  d.  n&Üi»m*täk.    XXV 


Lehrbuch  der  iiraktischen  Physik 


F,  KoliliTauBCh. 

Zugleich  a1«  nennte  Auflage  des  Leittadew«  der  pr&Mifiahmi  Physik 

Mit  /^ablreicheo  Figuren  ini  rext 

[XXVIl  u.  61  a  S  1  iV-  ^*   J^iegm*iij  mi  L&inwaüd  g©b.  .*r  S.60. 

der  doppnttvn   Aiitj(*bt^,    t^i^li^«  ^^'ii  oblffiuf   Werk  alvlitt    ward»   la  < 


der  EleiEtrkllÄt  »-iii 
uiHiaaD  nucli  da^  > 
«fimmenjbeUuiLg  ki-iU  ^ 


"ijii  ,  ä*  r  ^tifthlnüg  und  T#f 

'     .  r  idt.411  onacTfni 

Hl  b«|?«a. 
iikon*u,    IflOl.    Nr, 


ibuitil  jui  W^ri  Itli  ftiLa  di«iQiLifi«]n,  «elaha  der  frtiiktucnvirj  riMytik  »1«  Wbror  v4*.-t  L«j 
nAliejf  «tflben.     An^jb  »li  Nkolitcliiag^Uiicti  iit.  w  tod  Utdoutujig,  doni)  in  knti.(iy«r 
iftiurAlübfitid   viirHtJi.ttdiSc)ior  Funn   omfattl   ä»   «m«iL  AOÜerurilnrUllrli    roiobüu    IiüUkU 
tirJjiirt  utclil  wsnlg«»^  WS«  mjui  ia  sebr  unLftuifff^icbca  L«bri  ivtibfliis  ftiölil 

cmhlrAl^ezL  ioi  Aiilit^as   g«|^l»nfiii  Tkliellea   bfiriüi«a   lülhH;  i    auf  dem 

«uj  Zell  TO£b«idQ&en  MatcrlaL  1,1  itl  li.     B. 
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Vorlesungen 

aber 

^Gclinische     'l\/fechanilc 

in  Tier  Bänden 
Dt.  August  Föpplt 

4z  Einführatig  b  die  Mftchanik  (t.  Anti.  lSu8).  S*  Aiifl-  19U0.  Preis  geb.  Je  10.— 

d:  Graphische  Sutik.     leoi.     Preis  geb.  .^  10. ~ 

i4:  Fe«tigkeiUlehr<j  {1.  Ani.  imi).    %.  Aofl,  löOO.    Preii  gek  J£  12.— 

ti:  Oyüamik,    (1.  Aufl.   Idö9>    S.  Aufl.    imu.    Preii  geb     C  12.— 

Prtti«  4««  ga&zeii  Werk«!  in  ri«r  eleganten  LeLowd.-Bi&iideii  JL  44.— 


^^f^f4f    t»«i    liflir  AbACdiff  d«>f  KU  I  fit   eFi«iil«ii«ii»n  ilria   n   iJAfidt.'»  bamerkl  waid^K  igii  lii^'  F>>iJii'1i«ilia 


Ulifnj^  piril  ii»T  Bauid  gQ^  .„...„  — .  wluf«hviid*J3  i-.  -  .,-^.  »e  ^-^-  Varilefuxtf  dv^  ,^,.^„  .,..,.,  ..„^^at^iien 
^byvakalS««!»««'  B&»li      Die««  i£lgc>ii«clUtfta&  fAlitrn   tifttiifheb   l>«i  dam  rorliag«tidoii  AT«t«ti  ÜBiida  »ja 

«iH^^^'^SM  £n*tigbii  «liiict  »Blli«liiid%  febaillfiLdiii]}!  Gelal«  mtdlsnt  dftf  Bucfai  wlßhM 
gfKkS«  V«rfernitiuig  Ia  lechniaob«  Kteiian  gc«ü  «Sji«v  bid«tit«sid«ii  Elnfläi  ftUiUb«]i  wird, 
«It  ^roiD  wtitroictiaftycbet  ^«ll«  toU«  B»cbtiing  lud  fuiAU»  Prlthtitg  der  JSliiaaliuihftii,"^ 

GALILEO  FERRAKIS, 

ISSExXSCHAFTLICHE  GRUNDLAGEN 
DER  ELEKTROTECHNIK. 

»n  Yorlöawigea  ober  Elektro teclmik,  gehalten  iE  dorn  E,  Maseo  lüdmstriale 

in  Turin,  deytscb  heraiu^egebeii  vüti  Br.  Leo   Pinzi. 

^61  Fig,  im  Text   [SU  u.  358  S,]    ^-  8.    1^02.    In  Leinw.  g^b.  n.Avi*  — 

)ic»  Elrftndang  dm  milgnetiwheii  Drehfeldes  dtirch  Galiieo  Ferrarifl,  welch©  eliieM 

l^irw«lijgeii  AttfBchwTiBg  der  elektrischen  Indüatiie  einleitete,  hat  den  Nam€r> 

l^tiiälen    italteniacbön    Foreehcrs    weit    Tiber    die  Grenzen    seine«  Vaterlandctf 

-    ^  ^^  innt  gernttcbt.     Nicht  miiider  aber  viTdieneu  in  weiteren  Kreisen  bekaiiut 

^T»iijtj   tbeoretbchen  Vfprlesungeü  über  Elektrotechnik,     Demi  thforetrbche 

ri.A'.>.>  ü|  welc'be  von  eim^rn  Furst'ber  itammeti,  der  auf  dem  Gebiet*^  der  Prajtia 

ibrct'ben»!  wirkte,  müisen  bestjudera  wer! voll  trscheinen,  weil  von  vornherein  an- 

iGden   ist,  tJaJs  darin  den  Furdeningea  dt-r  iVüxia  gebührend  Rechnung  getra^n 

Dieflee    geschielit   denn    I4.uüh   dnrcbaas    in  dem  vorliegenden  Werke,   welenc« 

*lr*ri  T.)rI^>r^ciML*^ea,  die  (lalilt-'o  Ferraris  mn  dt^rn  Eeale  Mnsec»  rnduEtriale  in  Turin 

der  Eltjktroteebnik  kielt,  KueiiULmeiigi'atf^üt  und  unter  der  wiiteti- 

Htia   von    i)r.   Rutlolf  Bioehnmnri    m   denticher    Crbertekiing    von 

L^'bun  woffit'u  iat,   —   Das  Werk   behandelt  in  aecha  KatjiLebi 

'■  'i  ktrtdt'i.'hiiik   änf  *irund  der  von  Faradajr  itad  MaTtwell  önt- 

iltau    Äiii**  i  .    welche    durch    die    genialen    Arbeitiii    von  Heinrieh  Hütä  ' 

:  glAiixecide  f.   ,  liM^  HeaUltigutig  erlnbreu. 


Verlag  von  B.  O.  Teubner  in  Leipasig. 

Einführung 

in  das 

Stadium  der  theoretischen  Physik, 

insbesondere  In  das  der  aniiljüsclien  Mechanik. 

Mit  einer  Einleitung  in  die  Theorie  der  physikalischen  Erkenntnis 

von 

P.  Volkmann, 

Profeuor  d«r  theoretischen  Physik  an  der  Cnirertit&t  Königaberg  1.  Pr. 

(VI  n.  870  S.)   gr.  8.    1900.   geh.  Ji  9.—,  in  Leinwand  gebunden  X  10.20. 

Die  Darstellungen,  welche  die  Mechanik  in  den  letzten  Jahrsehnten  gfefnnden 
hat,  wandten  die  Ammerksamkeit  wiederholt  den  Grrundprinzipien  der  Disziplin  v 
und  wiesen  auf  innere  Unklarheiten  derselben  hin.  Auch  die  vorstehend  als  Einfahrw 
in  das  Studium  der  theoretischen  Physik  angekündigte  Bearbeitung  der  Mechanik 
will  sich  mit  Vorliebe  der  Klarstellung  der  Grundprinzipien  zuwenden,  erblickt  aber. 
nachdem  die  letzten  Jahre  noch  einige  sehr  willkommene  mathematische  Pi^isierongen 
gebracht  haben,  für  die  dabei  zu  überwindenden  Schwierigkeiten  das  Bedürfnis  rar 
Zeit  mehr  in  einer  erkenntniskritischen  Klärung  als  in  dem  Versuch  einer  weiteres 
mathematischen  Präcisierung. 

Der  wissenschaftlich  vertiefte  Brfahrungsbegriff,  der  alle  naturwissenschaftliclieL 
Disziplinen  und  damit  auch  die  Mechanik  dauernd  zu  beüuchten  hat,  legt  hier  v^- 
nächst  ein  eingehendes  Studium  der  geschichtlichen  Entwickelung  der  Mechanik  nahe, 
wie  ein  eolches  die  nach  vielen  Richtungen  vortreffliche  Darstellung  von  E.  Macli 
erleichtert.  Wenn  neoerdings  von  anderer  beachtenswerter  Seite  die  Darstellung  der 
Mechanik  in  ihrer  alten  klassischen  Form  als  Ziel  hingestellt  wurde,  dann  dürfte  aber 
doch  dagegen  zu  bemerken  sein,  daß  Newton,  Euler,  Lagrange  die  MechaniK 
unter  wesentlich  verschiedenen  Gesichtspunkten  behandelt  und  dargestellt  habeo. 

Die  Stellungnahme  des  Autors  zur  Mechanik  und  zu  ihren  Grundprinzipien 
nimmt  ihren  Ausgangspunkt  wesentlich  von  Newton  und  dürfte  dahin  kun  nj 
charakterisieren  sein,  daß  die  Mechanik,  wie  jede  naturwissenschaftliche  Diszipliii> 
mehr  ein  gegenseitiges  Bezugssystem  mit  rückwirkender  Verfestigung  der  einzeis^c 
Teile  gegenemander  ist  und  als  solches  dargestellt  sein  will,  als  ein  einseitiges  Be- 
zu^psystem,  aufgeführt  nach  dem  Muster  einer  mathematischen  Disziplin,  bei  der  alle< 
auf  die  Festigkeit  der  Fundamente  ankommt,  und  bei  der  die  Teile  des  Gebaudt^ 
ziemlich  unabhängig  von  einander  darauf  aufgeführt  werden  können,  ohne  dsB  die 
gegenseitige  Stützung  eine  sonderliche  Rolle  spielt. 

Bei  der  Auffassung  des  Autors  fällt  die  Beurteilung  des  New  ton  sehen  System^ 
der  Mechanik  wesentlich  g^ünstiger  aus,  als  sie  sich  z.  B.  bei  E.  Mach  gestaltet  Di^ 
üblichen  Darstellungen  der  Mechanik  nach  Art  eines  mathematischen  Systems,  des«tf| 
Stärke  in  der  Konsequenz  und  Strenge  der  Deduktion  liegt,  bilden  bei  dieser  Stellnng 
nähme  nicht  höchsten  Zweck  und  höchstes  Ziel,  aber  sie  bieten  sich  als  ein  sehr  wiilj 
kommenes  Mittel  dar,  die  Mechanik  als  Muster  eines  naturwissenschaftlichen  Systeisj 
darstellen  zu  können,  dessen  Stärke  in  der  innigen  Durchdringung  von  Induktion  uiu' 
Deduktion  besteht  und  stets  bestehen  wird. 


So»6e«%    et^öiJhiefi    itn  ^ettaqe  von   Si.   S.    3eu'6nee  in 
£evp«»i^    -utfd   idt  tti  alUn  SiuJifiandtufK^en  —  aucft 


HAUPTPROBLEME 
DER  ETHIK 

SIEBEN  VORTRÄGE  VON 

PROF.  DR.  PAUL  HENSEL. 


[VI  n.    io6  S.]     8.      1903.     geh.  M.  1.60.     In  Lcinw.  geb.  M.  2.20. 


Der  Verfasser  geht  vom  Wesen  der  Ethik  als  der  Wissen- 
schaft vom  menschlichen  Handeln  aus,  die  uns  dessen  ge- 
schichtliche Entwickelung  und  seine  Gesetze  erkennen  lehrt. 
Diese  Gesetze  aber  sind  verschieden  je  nach  dem  Standpunkte 
der  Betrachtung.  Der  Utilitarismus,  als  dessen  Vertreter  Mill 
dargestellt  wird,  will,  daß  alles  Handeln  auf  den  größt- 
möglichsten Nutzen  hinauslaufe  und  dementsprechend  einzu- 
richten sei.  Der  Evolutionismus,  besonders  Herbart  Spencer, 
sieht  unser  Handeln  als  die  notwendige  Folge  einer  Ent- 
wickelungsreihe  an  und  betrachtet  den  ethischen  Fortschritt  als 
letzten  Ausläufer  des  großen  fortschreitenden  Weltgeschehens. 
Gegenüber  beiden  Lehren  aber  erheben  sich  schwere  Bedenken. 
Das  Handeln  erfolgt  tatsächlich  nicht,  nachdem  eine  Rechnung 
über  die  möglichen  Folgen  von  Lust  und  Unlust  angestellt  ist, 
und  die  Entivickelung  geht  nicht  nur  in  einer  fortschreitenden 
Stufenfolge  vor  sich,  sondern  in  der  natürlichen  wie  in  der 
sittlichen  Welt  sind  Rückbildungen  vorhanden. 


—    u    — 

Nicht  der  Erfolg  kann  für  den  Wert  unserer  Handlungen 
maßgebend  sein,  sondern  die  Gesinnung,  durch  die  sie  ver- 
anlaßt wird.  Die  Gesinnungsethik  allein  bietet  in  dem  pflicht- 
mäßigen Handeln  einen  sicheren  Maßstab  der  Beurteilung. 
Diese  von  Kant  zuerst  tiefer  begründete  Lehre  verteidigt  der 
Verfasser  gegen  die  inzwischen  erhobenen  Einwürfe.  Er  betont 
dabei  nachdrücklich ,  daß  die  landläufige  Unterscheidung 
zwischen  Egoismus  und  Altruismus,  zwischen  Handeln  zum 
eigenen  Vorteil  und  Handeln  im  Interesse  des  Nächsten  oder 
der  Gesamtheit  von  keiner  Bedeutung  für  die  sittliche  Be- 
urteilung ist,  da  beides  ebenso  gut  pflichtgemäß  wie  nicht 
pflichtgemäß  sein  kann.  Das  Nichtpflichtgemäße  ist  außer- 
sittlich; böse  wird  es  durch  Handeln  gegen  das  Pflichtbewußtsein. 

Das  ethische  Handeln  wird  also  als  die  eigenste  Ange- 
legenheit der  Persönlichkeit  dargestellt,  aber  der  modernen 
Lehre  vom  unbeschränkten  Recht  des  Individuums  gegenüber 
wird  mit  aller  Schärfe  darauf  hingewiesen,  daß  die  GeseUschaft 
in  Recht  und  Sitte  Zwangsnormen  zur  Verfugung  hat,  die  sie 
den  Verletzem  dieser  Satzungen  gegenüber  aufrecht  zu  erhalten 
berechtigt  und  verpflichtet  ist.  Das  Verhältnis  zwischen  Per- 
sönlichkeit und  Gesellschaft  fährt  auf  die  Bedeutung  der  Kultur 
für  das  sittliche  Handeln.  Mit  fortschreitender  Kultur  werden 
die  Möglichkeiten  des  sittlichen  wie  die  des  unsittlichen  Handelns 
größer:  durch  die  Kultur  erlangen  wir  eine  Spannkraft  und 
Schwingungsweite  des  Handelns,  wie  sie  dem  Naturmenschen 
vollständig  abgeht. 

Zum  Schluß  hebt  der  Verfasser  die  Bedeutung  des  religiösen 
Lebens  hervor,  das  über  die  Grenzen  der  wissenschafUichen 
Erkenntnis  hinaus  den  Abschluß  des  ethischen  Systems  zu 
einer  ethischen  Weltanschauung  ermöglicht. 

Je  dringender  die  Gegenwart  eine  Auseinandersetzung  mit 
den  verschiedenen  geistigen  Strömungen  fordert,  je  mehr  die 
Persönlichkeit  wieder  nach  festen  Normen  des  Handelns  ver- 
langt, um  so  mehr  Aufmerksamkeit  wird  man  diesem  Buche 
schenken  müssen,  das  diese  Fragen  in  klarer  und  ansprechender 
Weise  behandelt. 
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geh.  M.   1.60.    In  Leinw.  geb.  M.  2.20. 

Ort,  Wohnung:  Unterschrift: 


Yorlagr   Ton   B.G.Teubner  in  Lelpsig. 


Znr  Emfiilining  in  die  Philosophie  der  Gegenwart. 

Acht  Vorträge.    Von  Prof.  Dr.  A.  BieU. 

[VI  u.  258  S.]     gr.  8.     1903.     geh.  yn  3.—  ,  geb.  J^  8.60. 

Weniger  za  belehren,  als  vielmehr  anzuregen  ist  die  Bestimmimg  der 
Schrift.  »Sie  will  der  Philosophie  unter  den  Gebildeten  neue  Freunde  ge- 
winnen und  weitere  Kreise  mit  den  philosophischen  Bestrebungen  der  Gegen- 
wart bekannt  machen.  Die  großen  Gestalten  der  Yergangenheit,  Systone 
und  Persönlichkeiten,  werden  daher  vorgeführt;  der  Werdegang  der  Philo- 
sophie wird  von  ihrer  Entstehung  bis  zur  ihrer  Gegenwart  durch  die  eat- 
scneidenden  Wendepunkte  hindurch  verfolgt. 
:  Die  fünf  ersten  Vorti-age  sind  den  theoretischen  Aufg^>en  der  PhUo- 

!  Sophie  gewidmet:  sie  eröi-tern  das  Verhältnis  der  Philosophie  zur  WlaseA- 

schaft  im  Altertum  und  in  der  neueren  Zeit  und  handeln  von  der  kritiaehen 
Philosophie,  den  Grundlagen  der  Erkenntnis,  dem  natnrwiasenschaftlichen 
!  und  dem  philosophischen  Monismus ;  der  sechste  Vortrag  über  Wertprobleme 

j  zeigt  in  der  Person  des  Sokrates  das  Beispiel  philosophischer  liebensführung. 

I  der  folgende  hat  die  Frage  des  Pessimismus   (Schopenhauer  und  Nietzsche  i 

zum   Gegenstände;   eine    Betrachtung    über  Gegenwart  und    Zukunft   der 
Philosophie  faßt  zum  Schlüsse  die  Ergebnisse  der  Schiift  zusammen. 

Unser  Verhältnis  zn  den  bildenden  Künsten. 

Sechs  Vorträge  über  Kunst  und  Erziehung. 
Von  Professor  Dr.  Aug^ust  {^cliinarsow. 

gr.  8.    1903.    Geheftet  M  2.-,  geb.  41  2.60. 

Die  Vortrüge  legen  in  aller  Kürze  unser  Verhältnis  zu  den  bildenden 
Künsten  klar  und  weisen  auf  die  Hauptpunkte,  wo  eine  künstlerische  Er- 
ziehung einzu.setzeu  hat,  mit  Nachdruck  hin.  Die  Überzeugung,  daß  hierln-i 
von  der  eignen  Ausdrucksbewegung  auszugehen  ist  wie  bei  Entstehung  der 
Künste  selber,  veranlaßt  den  Verfasser,  das  weite  Gebiet  der  Mimik  in  seiner 
Bedeutung  für  die  gesamte  Kunst  zu  würdigen.  Von  diesem  Ursprünge  ans 
geht  er  den  Triebfedern  des  künstlerischen  Schaffens  in  Plastik.  Architektur 
und  Malerei  nach  und  legt  auch  die  Verbindung  znr  Musik  und  Poesie  frei. 
So  entwickelt  er  aus  der  natürlichen  Organisation  des  Menschen  heraas  die 
Grnndzüge  einer  vollständigen,  in  sich  geschlossenen  Kunstlehre,  die  in 
hervorragendem  Maße  die  Beachtung  aller  Kunstfreunde  verdient. 

Die  Philosophie  der  Gegenwart  in  Dentschland. 

Von  Professor  Dr.  O.  Kfilpe. 

[VI  u.  115  S.]    8.    1902.    geh.  «#  1.—,  geb.  JH  \3b. 

Der  Verfasser  hat  versucht,  die  vier  Hanptrichtungen  der  deat«fhen 
Philosoi)hie  der  Gegeuwai-t,  die  er  unterscheiden  zu  sollen  glaubt,  näiulicli 
den  Positivismus,  Materialismus,  Naturalismus  und  Idealiamu-. 
(im  metaphysischen  Sinne  dieses  Wortes),  nicht  nur  im  allgemeinen,  sondern 
auch  durch  eine  eingehendere  Würdigung  einzelner  typischer  Vertreter  Y.^x 
charakterisieren.  Als  solche  hat  er  bei  dem  Positivismus  Mach  und  DÜliriu  ir 
bei  dem  Materialismus  Hackel,  bei  dem  Naturalismus  Nietzsche  und  br  i 
dem  Idealismus  Feehner.  Lotze,  v.  Hartmann  und  Wundt  behandelt 
An  die  Darbtellung  der  Lehren  schließt  sich  stets  eine  Kritik,  deren  Grund- 

fedanke  in  den  sciiluübemerkuugen,  die  der  Verfasser  neu  hinzugefügt  hat 
eutlicher  zum  Ausdruck  gebracht  wird. 


Druck  von  Theodor  üofmann  In  Gera. 


Soeben  erschien: 


EINLEITUNG 
IN  DIE  ALLGEMEINE  THEORIE  DER 

ALGEBRAISCHEN  GRÖ8ZEN 


VON 

JULIUS  KÖNIG 


AUS  DEM  UNGARISCHEN  ÜBERTRAGEN  VOM  VERFASSER 


Die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Größen  hat 
Leopold  Kronecker  in  der  berühmten  „Festschrift"  vom 
Jahre  1882  nicht  nnr  als  grandlegende  mathematische  Disziplin 
neu  geschaffen^  sondern  anch  ihrem  gesamten  Inhalte ^  ihren 
Zielen  nnd  Problemen  nach  genau  umschrieben.  Gleichwohl 
reicht  die  Geschichte  ihrer  Entwicklung  weit  zurück.  Als  ver- 
schleiertes Bild  in  Gauß'  unvergänglichen  Arbeiten  enthalten, 
hat  diese  Theorie  in  den  arithmetischen  Untersuchungen  von 
Lejeune-Dirichlet,  Kummer  und  Dedekind^  den  algebrai- 
schen Forschungen  von  Abel,  Galois  und  Jordan,  deu  funk- 
tionentheoretischen Schöpfungen  von  Puiseux,  Kiemann  und 
Weierstraß,  sowie  endUch  in  den  algebraisch- geometrischen 
SStsen  von  Cayley,  Glebsch,  Gordan  und  Noether  ihre 
entscheidoiden  (Gesichtspunkte  gewonnen.  Auch  die  seit  dem 
Erscheinen  der  Festschrift  verflossenen  weiteren  zwei  Jahr- 
zehnte haben  bedeutsame  Resultate  geliefert,  aus  denen  — 
abgesehen     von    den    Krön  eck  er  sehen    Abhandlungen    — 
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insbesondere  die  geradezu  grundlegenden  Sätze  über  Divisoren- 
Systeme  von  Hubert  und  die  wertvollen  Arbeiten  von  Hensel 
hervorzuheben  sind. 

Bedenkt  man  weiter,  daß  auch  die  neuen  Bahnen,  welche 
die  Gruppen-  and  Funktionentheorie  unter  der  Führung  von 
Klein  und  Lie  einerseits,  Fuchs  und  Poincare  andrerseits 
eingeschlagen  hat,  mit  der  Theorie  der  algebraischen  Größen 
vielfache  Berührungs-  und  Kreuzungspunkte  aufweist,  so  erphi 
sich  für  unsre  Disziplin  eine  zentrale  Stellung,  die  an  Bedeutai^ 
auf  dem  Gebiete  der  reinen  Mathematik  vielleicht  nur  von  den 
Methoden  der  Infinitesimalrechnung  übertroffen  wird. 

Eine  systematische  Darstellung  der  Theorie  —  oder  genauer 
ausgedrückt  ihrer  Fundamentalsätze  — ,  die  sich  in  allerdings 
unvollkommener  Analogie  zu  den  gangbaren  arithmetisdbi- 
algebraischen  Handbüchern  so  verhält,  wie  eine  Darstellung 
der  Funktionentheorie  zu  den  Lehrbüchern  der  Differential- 
und  Integralrechnung,  wird  wohl  ohne  weiteres  als  dankbare 
Aufgabe  anerkannt  werden.  Wie  schwierig  eine  befriedigende 
Lösung  dieser  Aufgabe  sich  gestaltet,  hat  der  Yer&sser  des 
vorliegenden  Versuchs  an  seiner  Arbeit  selbst  er&hrenu  War 
ja  doch  neben  manchen  methodischen  Fragen  früher  eine  Reihe 
von  Fundamentalproblemen  zu  erledigen,  deren  Lösung  entweder 
gar  nicht,  oder  nur  für  spezielle  Fälle  bekannt  war. 

Gerade  diese  neuen  Untersuchungen,  die  wohl  mehr  als 
die  Hälfte  des  gesamten  Inhaltes  ausmachen,  drängten  aber  zu 
der  hier  gewählten  systematischen  Darstellung.  Seit  langer 
Zeit  mit  dem  Gegenstande  beschäftigt,  mußte  der  Verfasser  bald 
einsehen,  daß  einzelne  Abhandlungen  bei  dem  vielfachen  Inein- 
andergreifen jener  Fundamentalprobleme  wieder  sehr  schwer 
lesbar  und  auf  einen  kleinsten  Kreis  beschrankt  blieben,  also 
ihren  Hauptzweck  verfehlen  müßten.  Denn  als  solchen  betrachtet 
es  der  Verfasser,  den  Geist  der  Kroneck  er  sehen  Methoden  — 
wenn  der  Ausdruck  für  dieses  schwierige  mathematische  Gebiet 
gestattet  ist  —  zu  popularisieren. 

So  entstand  dieses  Buch,  das  eigentlich  nur  die  ersten 
Elemente  der  Algebra  und  Zahlentheorie  — -  einige  Sätze  aus 
der  Lehre  von  den  Determinanten  inbegriffen  —  voraussetzt, 
und  das  eben  darum  auch  ein  Studierender  mit  Nutzen  lesen 
kann;  während  andrerseits  der  Fachmann  die  Darstellung  alter 
und  neuer  Resultate  hier  in  bequemerer  Form  erhält,  als  dies 
in  einzelnen  Joumalabhandlungen  hätte  geschehen  können. 

Den  Inhalt  des  Buches  hier  in  Form  eines  noch  so  knappen 
Referates  zusammenzufassen,  hieße  den  Umfang  dieser  Anzeige 


m 

zu  sehr  ansdelmen;  statt  dessen  sollen  liier  nur  einige  Punkte 
fragmentansch  berührt  werden. 

Die  ganze  Darstellung  geht  Ton  der  Definition  ^^holoider'^ 
und  „orthoider'^  Bereiche  aus,  die  den  Bereichen  der  ganzen 
rationalen,  resp.  der  rationalen  Zahlen  nachgebildet  sind,  also, 
wie  es  seheint,  durch  gangbare  technische  Ausdrücke  wie 
Integritatsbereich  und  Rationalitätsbereich  (Körper)  ersetzt 
werden  können.  Daß  dies  nicht  der  Fall  ist,  wird  der  auf- 
merksame Leser  bald  erkennen;  denn  jene  Definitionen  vermeiden 
die  Starrheit  der  letzteren  Begriffe  und  gestatten  infolgedessen 
eine  viel  einfachere  Grundlegung  der  Theorie,  heben  den  un- 
angenehmen Gegensatz  zwischen  Arithmetik  und  Geometrie 
und  ergeben  den  für  die  Ökonomie  der  Darstellung  wichtigen 
Umstand,  daß  das  „Orthoide^'  (Rationale)  als  spezieller  Fall 
des  „Holoiden"  (Ganzen)  zu  betrachten  ist.  Diesen  Begriffs- 
bestimmungen entsprechend  scheidet  sich  auch  die  Theorie  in 
einen  „algebraischen^^  und  „arithmetischen'^  Teil. 

Vom  methodischen  Standpunkte  aus  hebt  der  Verfasser 
noch  hervor,  daß  der  Er  o  neck  er  sehe  Fundamentalsatz 
(Kap.  ni.  §  5 — 7)  auf  Grund  eines  völlig  elementaren  Beweises 
zum  Ausgangspunkt  der  ganzen  Theorie  gewählt  werden  konnte. 
Diesem  Satze  reiht  sich  sodann  —  als  wichtigste  Grund- 
lage der  hier  erlangten  neuen  Resultate  —  die  Aufistellung  der 
von  dem  Verfasser  sogenannten  Resolventenform  an,  die  als  für 
ein  beliebiges  Formensystem  geltende  arithmetische  Erweiterung 
des  Resuläntenbegriffs  au£&ufassen  ist  und  insbesondere  immer 
als  homogene  lineare  Form  der  gegebenen  Formen  dargestellt 
irerden  kann.  Dabei  wird  nach  dem  Beispiele  Eroneckers 
bei  Benutzung  des  Ausdrucks  „Form"  von  der  Forderung  der 
Homogeneitat  abgesehen. 

Die    Einführung     der    Resolventenform     einerseits,     der 
Kroneckersche    Ghrundgedanke    der    Association    neuer    Un- 
bestimmter andrerseits  i^hren  zu  einer  —  im  vollen  Sinne  des 
Wortes  —  allgemeinen  Theorie   der  Elimination,   in  der  die 
Multiplizitat  der  durch  irgend  ein  Gleichungssystem  definierten 
Manmg&ltigkeiten  nicht  mehr,  wie  dies  in  der  „Festschrift'^  der 
Fall  ist,  vernachlässigt  wird.  So  entsteht  ein  mächtiges  Werkzeug 
der  Forschung,  das  uns  zunächst  eine  rein  algebraische  Theorie 
der  Funktionaldeterminanten  liefert.   In  einem  längeren  Exkurse 
wird  dann  auch  eine  definitive  Darstellung  der  sog.  speziellen 
Eliminationstheorie,  d.  h.  die  allgemeine  Theorie  der  Resultanten 
und  Discriminanten  —  letztere  zum  ersten  Male  —  gegeben. 
Die  im  engeren  Sinne   des  Wortes  arithmetischen  Teile 
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der  Theorie  erhalten  durch  die  Behandlung  der  linearen  dio- 
phantischen  Probleme  eine  feste  Grundli^e.  Als  solches  wird 
die  allgemeine  Lösung  eines  Gleichungssystems  hingestellt, 
dessen  einzelne  Gleichungen  die  Gestalt  IJF^X^^^  F  haben. 
Dabei  sind  die  F  als  gegebene,  die  X  als  unbekannte  Formen 
angesehen,  die  der  weitereu  Bedingung  unterworfen  sind,  daß 
ihre  Koeffizienten  einem  bestimmten,  Torweg  gegebenen 
holoiden  Bereiche  angehören.  Dieses  Problem  wird  in  den 
für  die  Theorie  der  algebraischen  Größen  ausreichenden 
Fällen  durch  eine  endliche,  wohldefinierte  Reihe  elementarer 
Operationen  ToUständig  gelöst.  Es  sind  dies  die  Falle,  wo 
die  Formenkoeffizienten  entweder  einem  orthoiden  Bereiche 
(also  z.  B.  irgend  einem  Bationalitätsbereiche)  oder  aber  dem 
Bereiche  der  ganzen  rationalen  Zahlen  angehören. 

Der  erste  Fall  ei^ibt  unter  anderem' eine  allgemeine  Behand- 
lung  des  Noetherschen  Satzes  im  Baume  von  n  Dimensionen. 

Mit  diesen  Resultaten  ist  nicht  nur  die  wichtige,  bisher  kaum 
gestreifte  Frage  nach  der  Äquivalenz  zweier  Divisorensysteme  voll- 
ständig gelöst,  sondern  es  ist  auch  die  allgemeinere  Frage  de« 
„Enthaltenseins^'  eines  Divisorensystems  in  einem  andern  erledigt. 

In  der  Theorie  der  ganzen  algebraischen  Größen  werden 
die  beiden  Falle  der  im  strengen  Sinne  der  allgemeinen  Arith- 
metik („absolut^^)  ganzen  Größen  und  der  in  Bezug  auf  einen 
orthoiden  Bereich  (,,relativ^')  ganzen  Ghrößen  zugleich  und  nach 
denselben  Methoden  behandelt.  Im  zweiten  Falle  sind  unter 
anderen  die  im  Sinne  der  Funktionentheorie  oder  Geometrie 
ganzen  Größen  enthalten.  Es  ist  ein  Kardinalpimkt  der  Dar- 
stellung, daß  die  idealen  Größen  von  Beginn  ab  als  nicht  nur 
der  Multiplikation,  sondern  auch  der  Addition  fähige  Gh^ßen 
eingeführt  werden.  Auf  dieser  Grundlage  baut  sich  eine 
wesentlich  neue  und  einfache  Methode  zur  wirklich^i  Be- 
stimmimg des  Fimdamentalsystems  in  allen  Fällen  auf,  die  in 
erster  Reihe  auf  der  Theorie  des  „Aquivalenzmoduls''  beruht. 
Die  Zerlegung  einer  ganzen  Größe  in  Primideale  wird  endlich 
definitiv  und  ohne  Ausnahmefall  geleistet,  wobei  die  dies- 
bezüglichen Kronecker  sehen  Resultate  in  einem  wesentlidien 
Punkte  richtig  zu  stellen  sind,  da  diese  infolge  eines  merk- 
wünligen,  allerdings  tiefer  liegenden  Versehens  nur  in  den 
einfachsten  Fällen  richtig  sind. 

Für  alles  Weitere  sei  auf  das  Inhaltsverzeichnis  verwiesen, 
aus  dem  der  Inhalt  des  Buchs  und  dessen  Disposition  im 
einzelnen  zu  ersehen  ist.  Ein  ausführliches  Sachr^ister  wird 
die  Benutzung  des  Buches  wesentlich  erleichtern. 
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II  Vorrede. 

mit  eiiiTerstanden  und  kam  dem  matheiXMiBCidB'fV^rdtiiCtoClßweiter 
entgegen;  indem  er  das  vom  Verein  aus  verschiedenen  Nachschriften 
zusammengestellte  Manuskript  vor  der  Drucklegung  sorgfältig  über- 
arbeitete. 

Das  vorliegende  Buch  soll  (J^^^ach  nicht  nur  den  Titel  »Vor- 
ile4dh*^'' ifBhrei;  kond^rk  'jk  <(ier  tTat^/^orlesikii^^^  h^  Ae  ki^Hten 
/  wikU,  -  Wdriefcen,  '  E^  »iit  *  hAroilge^ahgen  ^Aus '  Vortfeg&f  ^  über 
Algebra,  die  Herr  Professor  Bauer  in  der  Zeit  von  1870  — 1897  je 
in  Zwischenräumen  von  2 — 3  Jahren  an  der  Universität  München  ge- 
halten hat  Diese  XoAomiMgm  ^mj^«  Siy j^idiepvnde  im  ersten  oder 
zweiten  Studienjahr  pestimmt.  DerZeifiiach  erstreckte  sich  die  Vor- 
lesung jeweilig  über  zwei  Semester  in  der  Weise,  daß  das  Winter- 
semester hauptsächlich  der  theoretischen  Betrachtung  der  Probleme^ 
das  Sommersemester  der  Lehre  von  den  Determinanten  und  deren  An- 
wendung zur  Lösung  diefijer  ^vo^hme  g^.widmet  war.  Diese  ans  rein 
praktischen  Gründen  durchgeführte  Teilung  auch  in  dem  Buche  be- 
sonders ^cqryf nT)heY)^  ]ag  pfini  ^n^d;  ffoii;^,  \t^  ji^Sfiig^i,  ]  eto^precben 
die  beiden  ersten  Abschnitte  dem  Inhalte  der  Wintervorlesung^  die 
beiden  letzten  der  Sommervorlesung.  Immerhin  kann  der  Leser  etwa 
vor  Kapitel  VII  die  Kapitel  XXjf-fm  XXVII  über  die  Theorie  der 
Determinanten  lesen  und  sodann  f^H  jedem  weiteren  Abschnitte  über 
die  Elimination^  die  Diskriminante  usw.  die  Er^nzungen  durch  An- 
wendung der  Determinanten  in  den  betreffenden  Kapiteln  des  vierten 
Abschnittes  einsehen.  Das  in  den  Noten  I  und  II  Gegebene  vrorde 
gelegentlich  in  ubungsstunden  vorgetragen. 

Daß  das  Buch  im  Hinblick'  auf  den  besonderen  Anlaß  mit  dem 
Porti'ät  des  Verfassers  ausgestattet  ist,  wird  dessen  zahlreichen  Freunden 
und  Schülern  gewiß  zur  Freude  gereichen. 
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Vordergrund  des  modernen  Lebens  getreten.  Ich  glaube  kaum 
daß  man  sich  anderwärts  darüber  in  so  gedrängter  Kürze  Au^ 
knnffc  verschaffen  kann  wie  hier.  Bei  manchen  von  den  ht- 
handelten  Gegenständen  ist  eine  Beziehung  auf  das  binnen  knnen} 
in  Rechtskraft  tretende  Bürgerliche  Gesetzbuch  für  das  Deutsd 
Reich  erforderlich.  Ich  erfülle  eine  mir  angenehme  Pfli«}/. 
indem  ich  meinen  Sohn,  Rechtsanwalt  Dr.  Otto  Cantor  ir 
Karlsruhe,  als  meinen  kundigen  Ratgeber  und  Mitarbeiter  na  !i 
dieser  Richtung  nenne.  Logarithmisches  Rechnen  ist  nicht  jedei 
manns  Sache.  In  einem  Anhange  finden  sich  ausgerechnet. 
Tafeln  von  l,Ojp'*  und  1,0^"**  für  die  drei  gegenwärtig  üblichsttL 
Zinsfüße  3,  S^  und  4  Prozent  über  sämtliche  Jahre  von  n  =  1 
bis  « =  100,  so  daß  Logarithmen  fast  überall  entbehil  L 
werden.  Ein  solcher  Inhalt  rechtfertigt  vielleicht  meine  oW  j 
ausgesprochene  Vermutung. 

Zweierlei  Bedingungen  waren  allerdings  zu  erftÜlen,  wen 
mein   Buch   seinem   erweiterten   Zwecke  sollte  genügen   könnt  r, 
Es  mußte  lesbar  geschrieben,  es  mußte  zu  verhältnifflnäßig  mt<i 
rigem    Preise    käuflich    sein.     In    letzterer    Beziehung   hat  dn^ 
Entgegenkommen  der  Verlagsbuchhandlung  wohl  das  überbaut  ■ 
Mögliche    geleistet.      Darüber    zu    entscheiden,    ob    ein   lesbar^ 
Buch  vorliegt,  ist  Sache  des  Lesers,    nicht  des  Verfassers.    L . 
kann  nur  sagen,  daß  ich  mir  redliche  Mühe  gegeben  habe,  vtr 
ständlich   zu   bleiben,    wenn   der  Gegenstand   es   auch    mit  br' 
brachte,    daß   mathematische   Formeln    nicht    überall    vennioit^ 
werden    konnten.      Eingestreute   Beispiele    dienen   zu   deren  E 
läutenmg,   so  daß  sie,  wie  ich  hoffe,   dem  nichtmathematisoh  i 
Leser  kein  unübersteigliches  Hindernis  bieten  werden.    Ül3erdh 
besteht  zwischen  den  einzelnen  Kapiteln  ein  verhältnismäßig  h^^- 
Zusammenhang,    so  daß  man  über  Unverstandenes  hinwegeilnu' 
bald  wieder  zu  leichteren  Gegenständen  gelangt.    Mathematis«h 
Leser  aber,   Lehrer   an  Mittelschulen  z.  B.,   welche  in  der  L^c 
sind,    mit    ihren   Schülern   Zinseszins-   und   Wahrscheinlichkeit ^ 
aufgaben    zu   behandeln,    werden    die    verhältnismäßige    Brei - 
meiner  Darstellung  sowie  die  nicht  überall  vollkommene  stroui' 
Beweisführung  zu  entschuldigen  haben.    Alle  Leser  zu  befriedige i 
ist  unmöglich,  und  darum  glaubte  ich  eine  Vermittlung  zwis<  hf 
einander  vielfach  widerstreitenden  Neigungen  anstreben  zu  mü^s*  i 

Heidelberg,  Oktober  1898. 
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BesteU-ZetteL 


Buchhandlung  in 

bestellt  derUnterzei  ebnete  hiermit  das  im  Verlage  von  B  G  Ten  )"•  • 
m  Leipzig  soeben  erschienene  Werk  [zur  Ansicht]  : 

Moritz  Cantor,  Politische  Arithmetik  oder-ii 
Arithmetik  des  täglichen  Lebens.  Zweite  \t 
LX  u.  156  S.]    8.    1903.   In  Leinw.  geK  n.  JK  1.-' 

Ort,  Wohnung:  ünter»ehrift: 


I 


Soeben  erschien; 

LEHRBUCH 

DER  . 

i'RAKTISCHEN  PHYSIK 

VON 

db.  f.  kohlrausch, 

rLAlIDBXr   1>EB   PBY8XRAZ.18CH-TECH1I ISCHEN    RGICHSANäTALT   IK   CHARLOTTENBURG, 
OBD.   HOKOBARFROFESSOR  AN   DER   ÜHIVERSITÄT   BERLIN. 


NEUNTE  ÜMGEAEBEITETE  AUFLAGE 
DES  LEITFADENS  DER  PRAKTISCHEN  PHYSIK. 


Mit  zahlreichen   Figuren  im  Text.     [XX VIT  u.  610  S.]     gr.  8. 
1901.      Biegsam  in  Leinwand  geb.  n.  JL  8.60. 


Es  genügt,  die  neue  Auflage  des  Buches,  welches  in  30  Jahren 

i:^s  Bestehens    durch  je  acht  Auflagen   in  deutscher  und  fremder 

'i.u;he    Verbreitung   gefunden    hat,    durch   ihre  Abweichungen    von 

Ji^iMD    Ausgaben    zu   charakterisiren.     Diese    sind   freilich   bei  der 

ifgenden   neunten   Auflage,   die   den  früheren  Namen   des  „Leit- 

•^ris'*  gegen  die  Benennung  „Lehrbuch"  vertauscht  bat,  erheblicher 

sonst. 

Da  nämlich  den  Zwecken  des  elementaren  physikalischen  Prak- 
uns  inzwischen  Rechnung  durch  die  kleine  Ausgabe  des  Leitfadens*) 

'i  F.  Kohlrauocb,   kleiner  Leitfaden  clor  praktiMcbeu  Physik.     Mit  za])lr('ichen  in 
i..-xt  ifedrockten   Figuren.     [XIX  u.  260  S.J     gr.  8.     inyy.     In  J^einw.  geh.  n.  M   1.— 


n  Vorbemerkung. 

getragen   worden  ist,   welche   sich  auf  den  gebräuchlichen  Stoff  iL> 
allgemeinen  Praktikums  beschränkt  imd  dem  Praktikanten  seine  Au* 
gäbe  also  in  übersichtlicher  Form  bietet,  so  durfte  die  gröfsere  Ausgal 
sich   nach   Auswahl    ihres    Inhalts    und    nach  ihrem   Umfang   fr^i^ 
bewegen. 

Das  Buch  hat  einerseits   seine  alte  Aufgabe  festgehalten,  «lir: 
Unterrichte  zu  dienen  und  zwar,  indem  die  Vollständigkeit  des  Stotl- 
gewahrt  ist,  auch  dem  Anfangspraktikum,  sobald  der  Arbeitende  ml 
scheut,    seine   Aufgabe   aus   einer   gröfseren   Menge   anderen  Inhiil'- 
herauszusuchen   imd   die,    für   ihn   weniger   in   Betracht   kominei.- 
Litteratur,  sowie  zuweilen  einige  mathematische  Zugaben  mitzunebni- 
welche  ja  aber  dem,  der  sie  zu  gebrauchen  weift,  auch  eine  ras'i 
imd  eingehendere  Kenntnis  ermöglichen.     Aufser  dem  Fachstadireii': 
der  Physik,  Mathematik,  physikalischen  Chemie  oder  Elektrote» In 
wird  auch  mancher  Andere  vorziehen,  bei  der  Arbeit  gleich  die  grUv- 
Ausgabe  zu  gebrauchen  imd  dabei  vielleicht  durch  Lektüre  man«  b 
kennen    zu   lernen,    was    in   den   Kurs    des  Praktikums    nicht  eh. 
schlössen  ist. 

Der  Gebrauch  beider  Ausgaben  neben  einander  wird  erleirht' 
dadurch,  dafs  die,  systematischer  als  früher  gestaltete  Anordminc: 
beiden  die  gleiche  ist  und  auch  die  Bezifferung  der  Paragi-üp!; 
und  Tabellen,  soweit  es  durchführbar  war,  übereinstimmt  Aucl  ' 
der  gröfseren  Ausgabe  bildet  zum  Zwecke  des  Unterrichts  die  a 
geraeine  Methode  stets  den  Kern  der  Behandlung. 

Auf  der  anderen  Seite  aber  ist  der  Inhalt  vielseitig  weiter  ai 
gebaut  worden,  z.  B.  in  den  technischen  Anweisimgen,  in  der  Theru 
metrie,  in  den  feineren  Teilen  der  Optik,  wo  u.  A-  auch  die  modt^ii 
Anwendungen  der  Interferenz  auf  die  Längenmessung  berücksiohT.' 
werden,  und  wo  die  Photometrie  eine  vollständige  Aufführung  ili* 
Methoden   findet.     Eingehender   als  fixier  behandelt  wird  die  K  ' 
metrie    und   die    Messung   hoher   und    tiefer  Temperaturen.      In  ' 
Elektrizitätslehre    werden    sowohl    die    neueren    Instrumente   wie  n 
Methoden    beschrieben,    welche    grofsenteils    der   Elektrotechnik  r::' 
Sprüngen  sind  und  die  sich  in  ihr  eingebürgert  haben,  der  Koini-: 
sationsapparat  und  die  Anwendung  der  Normalelemente,  die  Messimi- 
an  Wechselströmen  und  an  Dynamomaschinen,  die  Bestimmung  v 
Magnetisirungs- Konstanten.      Der   Anwendung   der  Elektrizitaü^l^'? 
auf  die   Chemie    wird   ein   breiterer   Platz   eingeräumt.     Neu  hi: 
getreten  sind  u.  A.  Kapitel  ül)er  Hertz'sche  Wellen  und  KathodenstniliJ^ 

Von  dem  neuen  oder  umgestalteten  Inhalte  der  Tabellen  '^^^'■ 
genannt  die  Beziehung  der  Quecksilberthermometer  auf  das  t^;^' 
tbermometer,  die  Wellenlänge  des  Lichtes,  die  Brechungsverhültir?  > 
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Im  gleichen  Verlage  erschien: 

F.  Kohlransch,  kleiner  Leitfladen  der  praktisclien 

Physik.      Mit  zahlreichen  in  den  Text  gedruckten  Figur,  n 
[XIX  u.  260  S.]     gr.  8.     1899.    In  Leinw.' geb.  n.  .«  4- 

In  dem  „kleinen  Leitfaden"  soll  ein  Buch  geboten  werden,  welcli»^ 
in  den  physikalischen  Übungen  den  Zwecken  der  meisten  Praktikanten . 
z.  B.  der  Chemiker,  Mineralogen,  Mediziner,  Pharmazeuten,  genügt.  K- 
schlierst  sich  in  der  Anordnung  dem  „Lehrbuch  der  praktischen  Phyrik- 
an,  um  bequem  neben  diesem  gebraucht  werden  zu  können.  Den  Ari 
Weisungen  zur  Arbeit,  die  durch  zahlreiche  Figuren  erläutert  werden,  m 
in  der  Regel  eine  kurze  Erörterung  über  das  Wesen  der  Aufgabe  roran- 
geschickt. 
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tm  €Ttmialluni  $11  JYordtMurtti 


Ld.  ObcrTulfdv«£\i  II«TinOmV 


Dr.  G.  Bardey^  methodird>  geordnete  Huf  gabctiraimn- 

lutlgt  ^^^^  ^^  ÖOOO  aufgaben  entljaltenb,  über  alle  Celle  ^r 
€Iementar-2lrittjmetif,  vov$ngswei\e  für  (ßv^napen,  Sealgymnafu 
unb  ©berrealfdjulen.  3rt  alter  unb  neuer  2lu5gabe.  Zlcue  2lii5 
gäbe.     [Vn  u.  376  5.]    gr.  8.    \902.    ©auerl^aft  geb.  Ä  5  :• 

I>r.  6.  Bardey^  arithmetird>e  Huf  gaben  nebft  Lcbr 

buch  der  Hrithmetift^  oorsugs^eife  für  tjol^ere  Surgcrfdju^ 

Healfdjulen,  progYmnajten  unb  aealgymnafien.  3n  alter  ;n^ 
neuer  2tu5gabe.  Zteue  2lu5gabe.  [Vin  u.  5\^  5.]  gr.  8.  \^ß 
©auerijaft  geb.  JC  2.60. 

Neubearbeitungen  von  Prof«  pfetzfeer  und  Prof.  prceler 

2)ie  altbetDÖljrten  aufgabenfammlungen  oon  Dr.  fi.  Sorbcy  »" 
nadt  bem  tEobe  bes  Perfaffers  burd?  profeffor  piefefer  in  Xlcil 
tjaufen  unb  profeffor  presler  in  fjannooer  einer  burdigreifci^^ci 
Zteubearbeitung  untersogen  toorben,  bei  ber  bie  Bearbeiter  Um^ 
geipefen  jinb,  ben  gegenwärtig  in  ben  5ad?f reif en  erljobenen  5orberanac^ 
foujol^l  mie  audj  t>m  Dorfdjriften  ber  neuepen  CdjrpWne  in  ik 
gel^enber  IDeife  geredjt  3u  merben.  Bei  beiben  Südjem,  pon  ^- 
insipifdjen  ^as  für  ben  (ßebraud}  an  DoHanjialten  befHrmntc  bcrc:: 
in  sroeiter  2luflage  erfdjienen  ijt,  Ijat  bie  tteubearbeitung,  in  öcr  au 
bie  neue  Hedjtfdjreibung  fdjon  corfommt,  in  ben  5acij3eitfcfcrifiii 
burdjtoeg  eine  feljr  günjiige  Beurteilung  erfaljren;  ein  liuspq  ^'- 
t>m  bisljer  erfdjienenen  Sefpredjungen  folgt  meiterljin. 

tVas  bie  fiimeltjeiten  ber  tteubearbeitung  betrifft,  fo  fyit  ir 
befonbere  bie  ga^I  ber  eingefleibeten  5tufgaben  überaO  eine  k: 
erl^eblidje  Pemteljrung  erfal^ren,  bie  3.  S.  in  bem  ^tbfc^nitt  ür- 
fubifdje  (ßleidjungen,  ber  bistjer  feinerlei  eingefleibcte  Jlufgaben  er 
Ijielt,  jtd?  aUeirt  auf  33  beläuft.  2)ie  neuen  2tufgaben  ftnb  ben  r« 
fdjiebenjien  (gebieten  ber  pl^vP'  »"^  Cljemie,  ber  ZITecijantf,  ^ 
matiiematifdjen  unb  pIjYftfalifdjert  (ßeograpljie,  ber  (Seometrie  r^ 
mannigfadjen  Derljältniffen  bes  praf tifdjen  Cebens  entleijnt  3"  ^' 
(ßeometrie  Ijaben  neben  allen  3n>cigen  ber  elementaren  planimctr 
unb  Stereometrie  namentlid?  aud?  bie  Kegelfdjnitte  eine  aufgieb^ 
Perujenbung  gefunben.  Überall,  namentlid?  bei  ben  2lufgaben  ur 
Dertjältniffe  bes  praftifdjen  Cebens  ijl  auf  eine  ber  »irflidjen  5-- 
läge  moglidjjt  angepaßte  €in!Ceibung  befonberer  XDert  gelegt  lDO^^ 
bementfpredjenb  iji  namentlidj  bem  ^tbfdjnitt  über  Sinfesjins«  u. 
Sentenredjnung  eine  ertjeblidje  €rtt>eiterung,  u.  a.  burd?  ^injunoFi^ 
einer  Heit;e  pon  5tufgaben,  bie  3ur  €infül^rung  in  bie  Öerftc^cruna 
red]imtig  biencn^  ju  teil  gctporbeii. 


Br.  C  Barbey,  ^(nfgabenfammlungeii.  5 

Die  XDteberciTtfuI^rung  5er  XDa({rfd;ein(icf}feitsred{nung  in  bas 
IXixtetridjtspcnfnm  Ijat  eine  Umarbeitung  bes  einfdjlägigen  2tbfdinitt5 
Suj:  folge  gehabt,  bei  ber,  unter  Serüdftd^tigung  get&iffer  bisl^er 
cx^eiiig  ober  gar  nici^t  5ur  (5e(tung  gefommener  (Beftd^tspunfte,  eine 
XJ><nnei{rung  ber  2tufgaben  nm  meljr  als  bxe  ^dlfte  eingetreten  ijt. 
Die  tC^eorie  ber  rejiprofen  (ßleid^ungen  unb  bie  ber  fubifc^en 
C5{eid^ngen  {{oben  eine  DoQjIdnbigere  unb  fdjdrfere  5<KfTung  erl^alten, 
^'Ct  ^vfymg  über  Serecf^nung  ber  £ogaritI{men  burd;  unenblid^e 
3lei^en  t|l  bnrd)  ^i^unal^nte  ber  Seilten  für  bie  €n>onentiaIfunftion, 
^ie  5nnftion  sinos,  cosinus,  arctg  unb  bie  S^(  ^  erweitert  unb  burd; 
^3ersu{ftditignng  ber  Konüergensbebingungen  su  einem  abgefdjloffenen 
%Saii5en  geftaltet  nH>rben. 

5ür  b€n  burd^  bie  neueften  tefyc^iäne  oorgefd^riebenen  wieber« 
Ir^olenben  2tufbau  bes  aritl^metifd^en  Cel^rganges  (friveiterung  bes 
."^^al^lenbegriffes  burd^  bie  algebraifd^en  (Operationen  üon  ber  gansen 
^fitiven  bis  5ur  fomple^en  S^O  ^^  burd;  QerfieQung  eines  engeren 
«^ommenf^anges  sroifdien  ben  einseinen  E^ierbei  in  3etrad)t  fommen« 
den  2Cbfd}nitten  eine  broudjbare,  ben  meiteftgetjenben  2tnforberungen 
^ered^t  H>erbenbe  (ßrunblage  gefdjaffen  »orben;  sur  €rleid?terung 
^es  Der^dnbniffes  bienen  einige  5tguren. 


Huazttge  aus  den  Berpred>imgen* 


hrnm»  Couric?« 

Z^tn^aüs  {tnb  bie  matbemattfc^en  Kollegen  ben  Betren  Perfaffern  anf« 
Tx^qßn  Danf  fcbnibtg  für  oas  gelnnaene  fd^tptertge  iPerf,  auf  ien  alten 
5tamm  frifcbe  Hetfer  5«  pfropfen/  tPiloHnde  onssnmersen  unb  boc^  Stamm 
onb  niorf  m<^t  511  perlenen. 

2R9gen  bie  3fi<^er  afientf{all»en  bie  oerbtente  ^nerfennung  nnb  Vexa 
brrttsiig  ffnben« 

Qentm^  ®berlei)rer  Dr.  pattl  Domf<4. 

Zcitidirift  für  Utcfntore  hdhm  Schulen. 

VOqs  bie  €rl&ntemngen  anbetrifft/  fo  iß  bos  Streben  ber  Bearbeiter  nadi 
anffenfi^paftltcber  Strenge  nnb  Klarl^eit/  fornte  nac^  Cinfac^ett  unb  Kitrse, 
mtld^  vom  pabagogif<^$bibaftif(^en  Stanbpnnfte  311  verlangen  finb,  nt<^t  nnr 
äWroll  erfennbar,  fonbem  es  tß  iipien  and^  in  feltenem  IRage  gelungen,  beibes 
rnttfisonber  xa  ocroinben« 

3(4  fc^iiefe  mit  bem  IDsnf<^e/  ba§  ber  überaus  forgfAUigen  nnb  müt)e« 
roflen  Tmtit  ber  Herausgeber  bte  änerfennnng  nic^t  fel^Ien  mSge,  auf  bie  fie 
in  ber  Cbot  berechtigten  2(nfpru(4  f{at« 

Dfigel^.  (Dberleljrer  Dr.  Bergl^off. 

Z«ltldMft  für  iiiiithciiuitfrcb-n»turwifreiircf>»fttlcben  Qnterrlcbt,  f{eraus< 
gegeben  von  £J  off  mann* 

XHe  nnten  3ü(^r  fommen  in  f{inrei(^enbem  tlTage  ber  berechtigten 
.forbemng  nad^f  b^  im  moti^ematifc^en  Unterricht  bie  2lnn>enbnng  auf  bie 
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niomente  braili<^  nnb  fc^Sxfer  marfterenb,  t{ter  bttrc^  ^orm  ober  3ftl)alt  fafi 
irertlofe  Tlnf^ahtn  ausmetyno,  bort  im  Sinne  einer  gefnnben  Konsentrahon 
2Iafgaben  ans  btn  t^erfc^tebenflen  Unterric^tssveigen  etnfc^iebenb. 

Beibe  S<^nlbfld^  laffen  fiäf  gans  $nt  neben  ben  alten  gebrant^en;  bo(4 
ijl  oon  ber  €inflc^t  ber  Qerren  ^f ac^Iefjrer  3n  t{of en^  bafi  balb,  ben  (forberungen 
^fr  (SegensKirt  entfprec^enb,  bie  immer  lauter  <SinIa^  in  bie  S<bnlen  begel^ren, 
nnr  no<^  biefe  Henbearbeünngen  in  <0eBranc^  genommen  n>eroen,  pmcu  3n 
bfm  Übergänge  eine  bel{9rblt(^e  (Seneiimignng  ni^t  erforberlic^  erf<^etnt* 

(Qneblinbnrg,  0berIef)rer  Qabenic^t* 

8u(lwcftdctitrd)e  8cbulbIIttcr. 

^nftc^ß  ift  3n  begrüben,  \>a%  fiberoK  fragen,  bie  vom  Sc^filer  of^ne  Tlns 
(eitnng  gor  nic^t  yx  beantworten  »aren,  bnrcp  onbere  erfe^t  ftnb,  bie  eine 
unhport  oon  fetten  bes  Schülers  pemiinftigerweife  erwarten  laffen  nnb  babei 
geeignet  {tnb/  t^  in  htn  (0egen{lanb  einsnftil^ren.  Zlnfgaben;  bte  wegen  il^rer 
r6iDterigfett  praftif^i  wot{I  nie  5U  verwerten  ftnb,  wnrben  gefhic^en,  nament« 
.:6  bei  oen  qnabratifc^  <5Ieid;nngen  mit  mef^reren  Unbefannten.  €benfo 
"^nb  ^r^<^n  viele  eingefleibete  2Ittf gaben,  bie  ber  IDirflic^feit  wiberfprac^en, 
Wi  itner  gro|en  7ln^(U(l  wnrbe  bie  (Einfleibnng  htn  realen  Derl^aitntnen  am 
^(^;  bie  Saf{Ienangaben  von  vielen  (Einfleibungen,  bie  ben  Perf)altniffen 
^es  burgerlid^en  £ebens  entnommen  ^nb,  wnrben  entfprec^enb  ben  feitbem  ge« 
inMen  Peri^SItnifen  umgerechnet« 

Süt  bte  ausgefallenen  2tnfgaben  ftnb  anbere,  insbefonbere  and^  ans 
(5tomebnt  (Planimetrie  nnb  Stereometrie),  pbyfif  tc,  getreten* 

Was  ote  gefomte  (Eittteiinng  anlangt,  fo  finb  erfrenlic^erweife  als  neue 
^IBff^nitte  3n  verzeichnen:  2(bfci;nitt  XXV B  über  (Gleichungen  l)df)eren  (Stabes, 
iit  als  quabrattfc^e  (Sleic^nngen  gelöft  werben  fdnnen,  2Ibfc^nitt  XXIX  B 
ubalHainna  imb  minima,  femer  2Ibfctfnttt  XXXms  fiber  aritljmetifc^e  nnb 
orometnfc^  Heil;en.  2Ibfc^nitt  XXXVm  über  fubifci^e  (Sleic^nngen  wnrbe 
^ari^  ^Iravenbnngen  ver^rögert  nnb  2Ibf<^nitt  XXXTTT  über  ^infesjins«  unb 
^mien^Hec^nng  erl{ielt  ein  Sc^luff apitel  über  Per{!6emngswefen  mit  oeifpieleti« 

21afer  biefen  großen  Perbienflen  ber  Bearbeiter  ^r  bett  inneren  IDert 
^es  Boches  fei  nod}  erwftl^nt,  ha^  bnrc^  jeweilige  Eingabe  ^er  bisfjerigen 
nainmcrnng  ber  2lnfgaben  ber  Hebeneinanbergebranc^  ber  alten  nnb  mntn 
Searbcttnng  ermdgli^  ift.  ^ncb  bie  vielfach  vorgenommene  Perbeffernng  bes 
ifrac^Itd^  2Iusbm<fs  i^  jn  loben,  ^eoenfalls  bürfen  bie  Bearbeiter  il^re 
^ofnnng,  bag  bie  Xlenansgabe  in  btn  beteiligten  Kreifen  als  eine  Perbeffernng 
»arietlt  werben  loirb,  als  erfüllt  betrachtete« 

ZDos  fpesieS  bie  2*  21nflage  ber  Henausgabe  von  ber  erflen  nnterfc^ibet, 
»n^  —  abgefel^  von  Heineren  Perbeffernngen  nnb  2Ib{lnberttngen,  3*  B« 
Einfügung  von  2  llTnfierffgnren  im  21nqang  ^  (<9rc^f)ifc^e  Par^unngen)  — 
^nbemngen,  ivelc^e  bnrcb  bie  ntntn,  im  vergangenen  Jaljre  eingefül)rten 
ftni§if(^  £ebrpIAite  nnbebingt  geboten  erfc^ienen*  Sie  eine  biefer  änoerungen 
bttt  5m  gwea^  für  btn  bnxdf  biefe  plSne  bem  penfnm  ber  prima  nen  ein« 
^n^^tcn  wieberf{oIenben  2(nfban  bts  aritl^metifc^en  £el{rganges  bie  wünfc^ens« 
^<Ttfn  Unterlagen  3n  befcbaffen;  jn  biefem  Behuf  muften  bie  (Einleitungen 
ja  ben  ^Ibfc^nftten  V  (Selattve  ©rößen),  VH  (Divifton),  xm  Qrrationale 
'^^'oigm)  tetlweife,  bie  3nm  ^bfc^nitt  XVn  ßmaginSre  (Srdgen)  in  etwas 
i^iittm  Umfange  nmaearbeitet  unb  3U  einanber  in  Be3iei{ung  gefegt  werben. 
\  Streite  änbemng  betrifft  bie  je^  bem  vreugifc^en  leljrplan  wieber '  ein« 
r^olitn  Kapitel  /^Kombinatorif  utib  tPal^rfc^einlic^feitsrec^nung'^  ^nsbefon« 
5«e  erhielt  infolgebeffen  2lbf(<?nitt  XXXV  eine  teilweife  Umgeftaltung  bts 
«niritenben  Ce^tes  nnb  bes  2Iufgabenmaterials,  fowie  eine  bebeutenbe  Per* 
^ncbnmg  ber  2(ufgaben. 

Die  2{usflattnng  ber  Zteubearbettnng  tft  in  jeber  Qinfic^t  3ufriebenfiellenK 

Karlsrul^e.  Qolsmann. 


efnfObningen  von  X>r.  6.  ßardej^  Hufgabenrammlungen, 

foiDett  ber  Perla^sbuc^fjanblnng  befannt  geioorben  tfi,  an  folgenben  21nftalten 


G  =  (STmnafinm 
RG  =^  HealgYmnaflum 
PG  =1  progymnaflnin 
RPG  =  Hralf rottymnaflnin 
ORS  =  (Dbrmaffc^nle 
RS  =  Healfc^nle 
Sem  =  Seminar 


2(Senftein  G 
(^nmbinnen  G,  RPG 


öetent  PG 
Culm  G 

Dentfd^^Kcone  G,  RG 
Clbing  G,  ORS 
Pr.  ^eblanb  Sem 


Stmsmolbe  RS 

öerlin  9  G,  3  RG,  \  ORS, 

RS  I— XU 
9vanhtnhütq  G  (Htttrrs 

TUabtmit) 
Cl^arlottenbara  RG,  ORS,  RS 
Cbersmalbe  G 
^rfl  RPG 
^mbeiuitt  G 
Ariebeberg  G 
®r.s£i(^terfelbe  G,  RS 
Qamfbfrg  RPG 


Bef^ktrti  G 
remntfn  G 
Diamburg  G 
<&t*ifftibft9  G 
d^rrlfstpol^  G 
Kolbrrg  G 
UHUn  G 


Stffmtnrg  G,  RG, 
^n  G 

taiift<ibt  G 
rufen  G 
Kfmpfn  PG 
HaM  G 
poftn  3  G 


Sem 


Zctcheti  -  GrItULrung  t 

HKnS  =t:  ßdi^ere  Knabenf(^n(e 
HBS  ^^otjere  öargerfdjule 
prip,  s  PG  =  prioat »  progYm» 

naflum 
MiS  =  mittelfd^nle 
CaitbiD*  5(^.  =  £anbn>irtfc^afts 

H(^e  Sd^nle 


I.  Prcufcn: 

prpvinz  ort|>rcuf«fii. 

3n^buxg  G 
Königsberg  2  G,  RG 

Provinz  deftpreunicn. 

«onlfe  G 
Cobaa  PG 
xnarienbarg  G 
nenmarf  PG 
rten^abt  G 

Provinz  Brandenburg. 

Koepentif  RS 
«Ottbas  G,  RS 
Cncfenmatbe  RPG 
neiuHnppin  G 

ganfom  RS 
atljenow  RPG 
Hi;borf  RS 

Sd^dneberg  G  (prinj  ^nridf) 
Soran  G 
Spanban  G 
Sfremberg  RPG,  RS 
S^tegH^  G 


provfnz  peninitm. 

Ilfdflrttin  G 
pafoPdf!  PO 
putbu«  G 
pT"ft  G 
^(^IdtPf  PO 
Stdrgarb  G 
Stftttn  G  i^taM) 


provilu  potcn. 

Hatpltfd}  G 
Hdgdfen  G 
54Iüipe  PG 
SdfriTnm  G 
lüottgtonfil  G 


gdbag.  =  pdbago$tBTn 
eft.55<^,  =  Heftorotsfitt;: 
HaS  =  ^anbelsfdyale 

LatS  =  Cateinf  dfttle 
HMS  =  ^dljere  mdfcitnifsic 


;?r.  ^oQanb  HKaS 
5nin 


Hiefenburg  RPG 
Sdfwe^/ID.  PG 
Strasburg  G 
Cljom  G 
Siegenf}of  RS 


imttenberge  RS 
^anid^tt  G 


2(ngermftnbe  PrKnS 
Berlin 

ATriH  ocm 
Konig 


Konig$n>n^er^f(Tt  HKt3^ 
®r.s€i<fc«erfelbe,  3nfHi«  r^ 
SoIWn  H^ 
Cemplin,  Orloatfdjnle 
^offfn,  pdbag, 


5toIp  G 
Stralfunb  RG 
Crepto»  G 
<I>0[|afl  RPG 


<£}oDn0ip  HKilS 
SoinrntafilM,  0bv04^ 


Sfin  HKoS 
^tüt^  HKnS 
SdiliHTin  HKcS 
tDd[[(tcin  HKuS 


t   Dr.  (E.  ^rbey,  ^tufgaBenfammlnngen. 


5rj!l?fn  G,  RS 

i^trtldu   6   G,    RG,    ORS. 

i^nrg  G  [RS  I  «,  n 

^mbarg  RPG 

^;ag  G 

?  crrpt^  G,  ORS 

^r.;i9Io4aa  G  (co.) 

?orH§  G,  RS 

i.  cbfltdfcpcrM  Sem. 

.'  riAbftg  G 

rittaroi^  G,  ORS,  RS 

hoTiigsljlite  G 

Kttujborg  G 

ljr!i»l}ttt  RG 

Icjbicbäd  G 


5:*lebfn  G,  RS 
cnsit  G,  RS 

:.bfr#ab*  RG,  ORS 

:  a?  G  (Cflt.),  ORS  (b.  ^anati 
-rii^nt^M  G  [fHft.) 

-  --i^tbaTg  RG,  RS,  prip.^PG 
ri!.!rL"4Bfen  RS 
r.rrnborg  G,  RS 
nra^oldciislebfn  G 
r^rtixmfni  G,  RG 


:ü»!ux  G,  RG,  MiS ;  *<Z>ttrn« 
^^icBftmff  RS  [fen  RS 

'-i^sbarg  G,  £anbv.«5d}. 

?;=cf?dM  G 

r'.iam  G 
:a'!3«  RS 


-:^3)  PG,  San 
i^fJnfrftt  Sera 
iurtrijube  RPG,  RS 
L'ztnfabt  RPG 
CTibftf  RS 
^>>fR  G,  RS 
ect^.nnfin^  RS . 

^soiagen  G,  RS 

ccnaon  4  G,    RG,    ORS, 

RSI-ltf 
^'^«ijctei  2  G,  RG 
jJnli  G 
tcturbna  RS 
bnRG 


^iltTM  PG 

3-JUfe»  G 

cnLw  G 

<=xr;}$ttiifiat  G 

>Ttmnl^  G,  RG,  ORS,  RS 

'^«^b«g  RS 

'^^  G,  RS 

fsaui|inPG 

f  f^tJrt  G  RS  «•  €ahbm,sSdi, 

''otht  RG 

ffißjjffl  G 


3:sffft  RS 
SrtjRPG 

«115  RPG 


i^crffwURG-  (ORS,  4  RS 


provfnx  8chUfCcn. 

Cirgnl^  2  G 
m&nflerbera  Sem 
XUi%t  G,  RG 
neafabt  G 
0els  G,  S«in 
paifc^fau  G 
Peisfcetfc&am  Sem 
Hüttbor  G.  RPG 
Heic^mbüci)  KG^#  Sem 
Sagan  G 
Sprottaa  RG 
Steinau  Sem 
^csStrtbaft  G 
Stdt^au  PG 
Carnomi%  RG 

provinx  Sadytcn. 

OHc^ersIeben  RS 
Qneblinbiura  G 
no%khtn  G 
5ad}fo  RS 
5<^(eufinam  G 
Si^nebetf  RS 
5eel}anfen  G 
Sitnbai  G 
Coraan  G 
XDfi§ntf eis  ORS 
XDittenbers  G 

provinx  Sditeswfgr-BolfNfn. 

Canenbarg  RPG 
nUIborf  G 
01besloe  RPG 

gfotn  G 
afceborg  G 
Sdftsmis  G 

provfns  Kannover. 

Cinben  G 
fingen  G 
C&nebncg  G,  Sem 
meppcn  G 
lYUnben  G 
Horben  G 

Uotf^m  RPG,  Sem 
<DsnabT&f  2  G,  RG 
<E>ßCKObe  RG 
(Dttembotf  RS 
O^narmbtftcf  RG 
Stabe  G 
Uelten  RG 
üerben  G 
ZDUi)cImsl)aoen  G 

propfnx  VUrtfftUn. 

mftntcr  RG 
Hetfitngbanfen  G 
Sdfolfe  KG 
Sd^melm  PG 
Sd^metie  PG 
Siegen  RG 
SoeflG 
XDilten  RG 

^Iplctbecf,  13Lat.»Sdi. 
9anbe,  Heft.«S<^. 

provfnx  Kcrrm-fTafTau« 

Cimbnrg  RPG 
tnorbnrg  G 
Htntelen  G 
IDicsbaben  ORS 


XDalbenbarg  G 
IDoIilau  G 


Qreslan ,  Znafcf^tnenbaUfd^uIe, 

PTdp.s^np. 
Cofel,  pdbag. 
(5örli^,  SaugetDerffd^uIe 
QiTfci}ber9,  MiS,  3npfitBntttt 
jauer,  ^anbelsfc^nle 
Handlet,  pAbag. 
£ai)n,  pöbo9. 
Cieban,  pdbag. 
znusfon,  p&baq. 
Heid^bac^,  ptip,s7ln% 
Cantomi^,  Bergfd^ule 


3*t^  G 


Veenhtim,  prioaifd^nle 
DingetfiAbt,  Bett,cSdi. 
€rfnrt  HaS 
ßett^abt  HKnS 
norbi)<infen  MiS 
Sta^fnit,  ^f}.  Stabtfc^ulr 
tCangermünbe  HKnS 


Segeberg  RPG 
tDanbsbecf  G 


Boneran,  €r3iefKs2In^aIt 
Bobenmeliebt  HKnS 
IDeffcIbnnn  HEäkS 


ZDnnstotf  Sem 


^anffnrt,  3n^t«  3rd^ 


Btomfc^e^  ^ölf,  Siabtfd}u(e 

BremecDorbe  MiS 

Diffen,  Heh.sS(^. 

'reibnrg,  Heft.sSc^.,  priD.sSdj. 
annooer,  Hilperts  3n^{tut, 
®iIbemei0ers3n|Ht,  Heuters 
JnfdU,  Cenerfen  jab.  Cci}tr.« 
3niHt.,  3ftb.  Stm.,  ßonb« 
merfere  n«  Kun^gemerpefd}. 

znelle,  f>tAv,sSdi. 

Sulingen,  ®e^.  Sc^. 

IPeener,  CaieinsS«^. 

lPiU)eImsI}apen  MiS 


^ecnborf  Stltfta 
«efecfe,  Heft^Sc^. 
Berten,  Heft.sSd}. 
äombmc^sBorof,  Heft.^Sc^. 
Cfinen,  Heft.sS(b. 
S<S}aIfsmai}Ie,  Heft.::S(^. 
Schwerte,  Heft.sSdj. 
XDaber»(o!},  Reft,sS<^. 
XOeibenan,  Heft.^Sd}, 


^ebric^borf ,  3nfHt.  (Garnier 
SU  (5oarsf}aufen,  ^n^t,  ^ofs 

mann 
Kdnigitein  HKnS 
fangen  HBS 
Sd^tten  HBS 


Dr.  €«  Bathrf,  ^IttfgaBenfammlungeiu 


Carmen  RG,  RS 

Bebbnra  G 

3onn  2  Cr.  ORS 

9o9oarb  G,  PG 

CleocG 

Coblmt  G,  RG 

Dies  RS 

Dnlsbnra  RG 

Darm  dRS 

Clbetfelb,  G,  RG,  ORS,  RS 

St  lol^ann  ORS 

KoIfPG 

Krenjna«^  G 

tanqtnhnq  RFG 


Rliciiiprovfi». 

CettReo  RFG 
nettwieb  G 
(Dthoeiler  Sem 
pram  G 

Saorbraif  m  ORS 
Solhtacn  PG 
Crier  G 
ZDcibm  G 
IPefel  G 
mt^laxG 

Benbotf  HBS 
Calcac  HKnS 
Clepe,  tanbw.fSdn, 


Tlnnabttq  RG,  Sem 

2(neRS 

3Iarrbaci}  Sem 

Baa%tn  G,  BS,  Sem 

Borna  RG 

Cf^rmnlft  G,  Ztdfti,  5ta«iftlcf)r* 

onflaltim,  RS 
Crimmitfcban  RS 
Döbeln  RG 

Dmbtn  ^  G,  1  RG,  5  RS 
^onffnbftg  RS,  Sem 


|ttibcr9  ( 
dIandHia 


MandMa  RS 


€lbtrfclb,^jnafdi»;3e£ia>, 
9oesboiuf,  pKb.4[RfaH 

Hin,  y i|.  Stobgfrk 
IConittSiutiiltt'  HKilS 
meiberU^  HKaS 
Xtcamieb,  €r5.41iifl.b«Srito 

^cniciiibc 
IPcTHKltnpyit,  6oQ«5lsN>4> 
WiXftaüi,  HBS 


n.  ZITttteI6eutfc^  Staaten: 


dachftii  (KSiKgr.)« 

fitimmo  G,  RS,  Sem 
®TO§rnb<iin  RS 
Ceifsidl  G,  5  RS,  HS 
Cdboit  RS 
DTrerane  RS 
Dlittmeiba  RS 
<DeIsnl%  RS 
<Df<lM%  RS 
Pirna  RS,  Sem 
planen  i/V*  RS,  G 
Seupcnbac^  RS 
HodjIilK  RS,  Sem 
Sdnieeberg  G,  Sem 


SioObeca  RS 
XDalbenbnza  Sem 
IPerbanRS 
§ittan  G 
Mdfopaa  Sem 
Smiifan  G,  RG 


a|emni%  HaS 
Drcsben,  Cl^amors  €r}. : 
Ceipji^,  SUbdfensG 
mutmciba,  CednriluB 
Babcberg  HKnS 
Sdinethnq,  <Bem.s5dh 


;?rannfd}n>e{9  2  ®,  RC' 
eanberst)eim  RPG 
^Imflebt  G     . 


8i«mirdiwcCg* 

ßohminben  G 
3ce|en  rCo 
IDoIfenbattet  G,  2  RS 


BnlMlt. 


BoOenfbbt,  prio^3ni)it:t 
StoanfdrnMris,  pciv.O^^^ 


Bfrnbvra  G,  RG 
Deff  an  G 


Kotigen  G,  Sem 
gerbflG 


2IIItnbwti  G,  RG 
)boIfen  RPG 
Batffbnrg  G 
Detmolb  G 
Cifma4r  RG 
^anfenbanfen  RPG 
^^Ifyx  G,  RS 
d^rtij  G,  Sem 
3Imendn  RS 


Kobnrs  RS,  Sem 
Cemao  G 
nrnf  abt  a/(D  RS 
pö^eif  RS 
prnnont,  pdbog. 
Bnbolftabt  G 
Snlsn^en  RS 

5onbers!Kiafen  G,  RS,  Sem 
UMha  RS 


n>etmar  G 
lDUbnn§en  RS 


wCCttgen,   mttttmfSd)' 

Onmpccbo.  Cr]iel|.:2I^ 
KeiOfon,  CisielH^«^- 
Kdniolltbi  L  Z,  HKnS 
Stabäiagtn  HBS 


HL  Horbfreutfc^  5taal«iti 


Dol<rran  G 
<^niilwiDi  RPG 
Jrrtt  i» 
llrnbtant^flifriiia  G,  RS 


Cbfr^rtn^l^öt  RS 

gar^^i^n  G 
c^«f  G,  RG 


VOaitn  G 
ECHsmdf  G 


rtr^TtonbrFibDrd  MiS 


<ib«f  G.  RG,  3  RS 

Srin 
Xtrf^\erf  RS 


#Mi*  «tute 

€i^F^aml  RS 

BambtttJ  ZG,  RG  J5RS,  ^S 


Srnirn,  lIlilli.*I>ofbr 


Dr.  (E.  3arbef ,  ^Infgabettfammlnnden. 


IV.  Sü66eutfc^e  Staakni 


Sinbrrq  G 
S^mhm  2  G 

^ItesTcfM  PG 

DoiuiffTsbcr^  h»  lllfltn^Un  RS 

^ittfina  G 

Sirtlj  PG 

^amm^in  PG 

5ombar9/pf.  LatS 


Bnbrxnmm,  Seaftfcnm 
Btbttati  RS 
Cstnfhift  G 
€ttnqtn  G 
^üxxxmgim  G 
€f  ltng«n  G 

5-±M>.  ^m&nh  RG,  Sem 
.^cffin^en  RS 


:i±rrn  HBS 

^i^  G,  ORS 

3mfdx^  HBS 

^irrttni  HBS 

Srar^oJ  G 

oa±m  HBS 

■'TuxarfiMfiMii  PG 
rjTiadf  PG 
^T'vfRMiiafti  HBS 
•^rrin^f»  HBS 
fiir-brnn  RPG 

-rrVat^  G,  ORS 

-  nbclb«^  G 

:x3xi5nt)«  G,  ORSf  Sem 


a^,HIb  RS 

aijrrRS 

5m5l^m  G,  San 

^^Bttbeton  HBS 

S-.n^  RS 

Sc^m^tn  G 

Uarrnftabt  2  G,  RG,  ORS,  RS 

.nirtb«a  G  o.  RS,  Sem 

<iie^G,  RG 


3<ttr  RS 
Btidxotiltr  PG 
^«tiveilcc  G 
B^c^moM  G 
Hr)  PG  a»oiitfd}Blc) 


Bayern« 

5t  3ngbeTt  PG 
KMitaen  PG 
Koimbadf  RS 
£aiibsl)iit  G 
Chiban  PG,  RS 
€ot(tO 
mrticn  G 
tnutmbcrg  LatS 
mfind^en  G  (£iiit|K>R>) 

dilrttfinMffl* 

Sdrv.  ^a  G,  RS 

Qeilbcoim  G,  RS 
KrontiKÜ  G 
Cnbtoigsbara  G 
Oelpringm  G 
Havensbarg  G,  RS 
Hentlingen  G 
Hotimbttrg  LaiS 

Badtn. 

Kenjingcm  HBS 
Koniloni  G,  ORS 
Cabcnbarg  RS,  G 
taht  G,  RS 
Cinban  RS,  LatS 
Cöxrodf  G 

znannlieim  RG,  ORS 
moshadf  RS 
m&II}c<m  RS 
Ztraeni)eim,  pdb, 
(Dffmbucg  RG 
pforjljeim  G,  ORS,  HHaS 
Ha^att  G 

BI}tinbif(^ofebchn  HBS 
SAcTingeti  HBS 

Slains  G,  RG,  ORS 
mid^el^abt  RS 
(Diftttbadf  G,  ORS 
®opnil}(im  RS 
pfnngflabt  HBS 
Btmba(^  HBS 
Stliqen^abt  HBS 
Spenblingen  HBS 
«r^Umjkibt  RS 

6irars-]letfirfiiafii. 

nUIlHiiifen  G 
Httfad},  tanbw,sSdi* 
Saarbnrg  G 
Stroftbnrg  ORS 
XOetjrnbttrg  G 


Ztenilabt  a^.  G 
neusUIm  RS 
picmafens  PG 
Sdimtinfutt  G 
Cronnflcin  RS 
3»eibdkrnt  G 


^onfentf^aL  £ef)rinf)itiit 
®ars,  Stnbienanflalt 


Hottweil  G,  RS 
Stuttgart  G  (Karb) 
Cabingm  G,  RS 
Ulm  G,  RG 


Stattgart  HaS,  3aagnD.«5(^., 

Xnabd^en^G 
XDiU)eImsborf,  Kn.spenf. 


5d?o»fI}«lm  RS 
Caaberbifc^fsbeiin  G 
Ueberlingm  RS 
pmingrn  RS 
Xt>albsf}ut  HBS 
»einlieim  RPG 
IDertbeim  G 
XXHesIo«^  HBS 


Baben  HMS 
Karbrabe,  3n^.  ^d}t 
IPalbfin^,  pMI^ns  €r«.«2fnfl. 
Xt)einl)eim,  ^df}.  Ui(t97lrtft» 


Wxmpftn  RS 
morms  G,  RS 


Singen,  Ced^nifam 

«rAnberg  HKnS 

mains,  3nfUtat  ^ii,  3n«tat 

Sa^iffert 
(Dffenbac^  HaS 


^abem  G 


Stra^barg'  HaS,   Kaif.  ttc^ 
IDinterfc^.,  :inftiU  Bartf)oIbT 


Qs  G 

DtiMS  G 
5r::ieiifelb  G 
it.^flen  G 
Ufnn  G 

HncMBbwrv« 


V.  2(u5lan6: 

8diwc(z. 

5draff!)aafni  G 
5d}iers  G 
Qlrogen,  Kantonfd^, 
IDettingen  Som 
Xmntcrtl{ar  G 

KoUand. 

2InttDer)?eti,  Deutfd^  RS 


IDoH^afen,  Kantonf«^. 

fug  G 
flridf  G,  CeI)rerinnensSem 


Htncrfluu 

Baenos  2firts,  Dcatfc^e  RS 


jlfrika.    Jotjünnl^borg,  ])eatfc^  5d}. 


-Sfc^ 


nr^vve^tfOEsrr«^ 
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Dm  beide  Husgmbeti  ftereotypiert  find,  feSnnen  die  HufUgcn  einer 
jeden  nebeneinander  gebraucht  tperden* 

für  preufsen  Ift  befonders  zu  beachten »  dafs  Hntrigc  atit 


SInfiibrung  ftets  von  2—3  benachbarten  Hnftalten  mggüd)(t  gUiA- 


zeltig  geftellt  werden  muffen»  um  die  Oenebmigung  zu  erhalten 

f  retexemplare  zur  Prüfung  behiif e  evetit>  einfObnmg 


fiet^en  gern  f^n  Dienften.    (gtne  etpoige  (gtnfül^rnng  loerbe  id?  anf  IPnn't 


bardy  giefernng  pon  .fretegemp leren  an  bie  ,f  adylel^rer  bej.  stt^tennntn,  an 
arme  Sd?üler,  an  Me  ettpg  beftet^enbe  Unterftü^nn^bibliott^ef  ober  in  jfvi 
fonft  geroünfdyten  IPeife  bereitptüigfi  erleidytern« 

^öc  gntige  xntttetlnng  bemerfter  Xüängel  ober  Derfef{en  fhtb  Derfs^a 
nnb  Verleger  befonbers  banfbar,  bamit  fte  inflanb  gefegt  loerben,  bnrd)  3t 
ac^tuna  aUer  von  ^ac^feite  qt^thtnen  nnb  noc^  5U  ervartenben  Züinfe  nn^ 
Derbefferungsoorfd^Iäge  bas  Unterrtc^tsmerf  jn  einem  immer  braudjkrtrcr. 
£ef)rmittel  5a  geflalten. 


ßefteU-ZetteU 


2ils  ^relexempUr  3«^  prflfnng  bet^nfs  evtnU  (Einffibratia 
'  '^  für  t>tn  (gebrauch  im  Unterridjt 

erbitte  idf  mir  von   ber  Derlagsbac^ijanblnng  3.  <0.  Cenbner  in 
^«^P3»Ö^  popjlrage  3: 

ßardeyt  metbodird)  geordnete  Hufgabenrammlung  der 
eiementar-Hritbmetifit  me^r  als  8000  Unf gaben  ent 
lialtcnb,  oorsugsipeife  für  ©Y^naficn,  Healgymnoltcn  un^ 
©berrcalfdiulen.  Zteue  Bearbeitung  Pon  5-  pi«i^«r. 
prof.  am  ©Y^nafium  3u  Ztorbljaufeii;  unb  ©.presler,  prcf. 

a.  b.  ©bcrrcalfd|ulc  3U  fjannooer.    [VII  u.  376  5.]    gr.  8. 
2.  21uflage.     ^902.     geb.  .;«  3.20. 

ßardeyt  aritbnietird>e  Hufgaben  nebft  tclttbndi  ber  ^t^ 
mctif,  oorsugsipeife  für  Healfd|ulen,  progYmnaficn  vmb  Heal« 
progYtmiaficn.  Ztcue  Bearbeitung  von  S*  piefef er,  prof. 
am  <ß\wnafium  3u  Ztorbijaufen,  unb  ©.  presler,  prof,  a. 

b.  ©berrealfd?utc  3u  ^annooer.   [Vm  u.  3\^  5.]   gr.  8.  a90I 
geb.  .;Ä  2.60. 

Refultate  su  oben  genannten  Büdnern  liefere  idj  an  tefyet 
ber  Znatljematif,  an  bereu  5d|ule  bie  ilufgabenfommlung 
eingefuljrt  ijt    preis  JC  ^.60. 


<Dtt,  Sdfnit: 


Untecf(4rift: 


Das  fffdttg^vünrditt  bittt  ^cfL  durdixuftrcfdicn  I 


mttb  in  offfnnti  Sriefumtäjlag  a(s  0rudtfAd>c  für  3  pts-  feff^rtert. 


3m  Vexlaqe  Don  ß*  6*  'Ceubncr  in  Ccipsig  i{l  erfcbienen  unb 
^urd?  alle  33uc^I{anb(ungen  ^u  bestellen: 

Satbri),  Dr.  C,  met^obi^  georbnete  StufgaBenfantmlung,  me^r 
aU  8000  SttfgoBen  entl^aßenb,  über  oUe  Xetle  ber  (Slementar^Hrtt^tnetit, 
boTingdveife  für  ©^mnoften,  Slealg^mnaften  unb  Dberrealfd^ulen. 
Sn  2  Sudgaben,    gr.  8. 

1.  «Ite  «ndgabe.  26.  Auflage.  [XIV  u.  330  €.]  1901.  2)atter^aft  geb. 
n.  JC  3.20. 

2.  9{eue  tCuSgabe.  8eforgt  bon  S-  ^ie^Ier,  $rofeffor  am  (Bmnafmm  5tt 
9lotb^ttfen,  unb  C.^redlet,  $rofef{or  an  ber  Oberrealfc^ule  ^u  ^annoüer. 
9.  2(uflage.    [Vn  u.  876  @.]    1902.    S)auer^aft  geb.  n.  JC  3.120. 

abfd^ttittXXni^ierattdbefonbcrjJ.  gr.8.  n.^— .30. 

Äejultate  ju  ber  aufgabenfomntlung  über  aUt 

leite  ber  elementar  ^«[ri^metif.  «Itc  «umgäbe.  [128  ©.]  gr.  8. 
ge^.  n.  JC  1.60. 

Sleue  Aufgabe.  [1 29  ©.]  gr.  8.  gel^.  n,  ^  1 .  60. 


Dia  B«taltst6  sind  nicht  dnroh  den  Bnohlisndal  mn  baiiehen,  tondarn 
"^rdes  nar  nnmÜtalbar  Ton  der  Yerlagabnchhandlnng  gegen  Elnaendnng 
«^&uei.60  (in  Bflefinsrken)  an  baglsnbigte  Iiahrer  geliefert. 

arit^metifc^e  Aufgaben  nebft  Sel^rbud^  ber  arit^mettf, 

ijorjugdtottfe  für  ^ö^ere  SBürgerfd^uIen,  8lealfd^u(en,  ^rog^mnafien  unb 

Steatprog^mnaften.    gn  2  Sudgaben,    gr.  8. 

1.  «IteSndgabe.  12.9(ttflage.  [Xu.269@.]  1901. 5S)atter^ft  geb. n.UK:  2.40. 

1  9ttut  Sudgabe.  Oeforgt  t>on  gf-  $iet!er,  $Tofef[or  am  ©^mnafium  §u 

9torb]^aufen,  unb  0.$r edler,  ^rofeffor  an  ber  Oberrealfc^ule )u  ^annoDer. 

[Vm  u.  314  @.]    1901.    2)auer^aft  geb.  n.  «üt:  2.60. 

Äefultate  nebp  Suflöfungen  unb  ffommentar  ju 

ben  orU^metifd^en  Aufgaben.   Site  Sudgabe.    [125  @.]    gr.  8.    ge^. 

n.  JC  1.60. 
gieue Sudgabe.  [127  ©.]  gr.8.  gel^.n.^  1.60. 

Die  Beenltate  lind  nieht  duroh  den  Buehhsndel  su  besiehen,  sondern 
verdtB  nur  nnmittelbnr  Ton  der  Yerlegtbachltendlnng  gegen  Kinsendnng 
>oa  JKi.co  (In  Brtaftntrki)  »n  beglenbigte  Lehrer  geliefert. 

-  ortt^inetlfdöe  Sufgaben  nebjl  Se^rbud^  ber  Sritl^metil, 

t)or}iigdlDeife  für  Kealfd^ulen,  ]^5^ere  SBfirgerfd^uIen  unb  üenoaubte  Su:; 
jiatten,  neu  iearbettet  unb  mit  einer  Sogaritl^mentafel  t)erfe^en  Don 
Dr.$.  ^artcnfteitt.  »ierte  Suflage.  [IV  u.  202  ©.]  gr.  8.  1902. 
Souerl^aft  geJ.  n,  Jd  2. — 

®odfcIbe.     Sttdgufee  B;    ol^ne  Sogarit^mentafeL 

Sierte Suflage.  [TV u.  170 @.]  gr.8.  1902.  3>auerl^aft  geb. n. «^  1 . 80. 

«efultate  unb  Sufiefungen  ju  Dr.  (g.  »orbeij'd 

orit^metifd^  Sufgaben,  bearb.  Don  Dr.  $.  .^artenftein.  [59  @.] 
Bt.  8.    ge^.  n.  JC  1.— 

Die  Beiultnte  sind  nicht  durch  den  Bachhendel  su  besiehen,  sondern 
v«rd«a  nur  anatittelhnr  ron  der  YerlftgBbuohhsndlung  gegen  Binsendnng 
*a  1  iK  (in  BzleCn*ilBS&)  »n  begleubigte  Lehrer  geliefert. 


1^2  I>r-  €•  Bärbels  Bücher  im  Derlage  von  S.  (5.  Crnbncr. 

[8arbel|,  Dr.  «.^]  fünfjieniflc  »rigflifd^c  ßogaritl^inen  bec  Sa^lr 
Don  1  Bus  10  000  nebft  ben  fed^dftelligen  Sogarttl^nien  bec  Bo^  ti?: 
10  000  bid  10  800  ffir  Stealf^Ien  unb  Dettoanbte  Sufloiten  namen: 
fid^  ju  S.  Sarbe^^d  Srit^metifd^en  Stufgaben  unb  Se^bud^  bec  8nt^ 
metit  l^eranSgegeben  Don  Dr.  ^.  .^artenflein.  [32  @.]  gc.  8.  189; 
Steif  ge^.  A  -.30 

— ~— -  algebraische  Gleiohangen  nebst  den  Besoltaten  im: 
den  Methoden  zu  ihrer  Anflösiuig.  Fflnfte  Auflage.  [XQI  il  378  S 
gr.  8.     1902.     Dauerhaft  geb.  JE  8- 

„XiBt  Bammliuig  Ton  teuend  qvftdimtiiehin  ud  lolohMi  li&hoxCB  Q-lalelmngaB,  dii  cc^ 
auf  q.iMdzfttiMliA  siurflekAihrai  laHtn,  sweokmUUg  gropplMt,  mit  dan  BrnnltitMi  u^  It 
Methoden  sa  Ihrer  AnflOeangy  nnx  in  geringer  Zahl  mit  Zikhlwerlen,  bei  «eitara  dl«  neiit«. 
«Ugemein  behandelt,  intereiMBt  !■  der  Font  der  Aufgabe,  elegamt  Im  der  AaflSeiBf « t^' 
fttcn  la  dea  Betaliatea.  Die  Kollegen  werden  Herrn  Bardey  Ittr  die  Anregong  «nd  Hli. 
die  er  Urnen  bietet,  Ton  Hereen  dankbar  eein  nnd  werden  au  dem  Sehata,  der  flmtt  bin  id 
gethan  ict»  ihren  Schfllem  reiohe  Frflohte  an  sohaffen  wiaeen.**  [FldagogisäM  Beni] 

Ton  der  dritten  Auflage  an  erhalten  die  Lehrer  ngleleh  ein  weitere«  HflüBoittel  ^ 
den  Gebraaeh  der  arifhmel  Anfgabeniammlnng  deeeelben  YerflMeeca,  ladem  dirii  iü 
«ehwterlgea  «aadratleehea  OlelehBagen  (aebtt  den  Betaliatea  asd  Methedti  Unr 
Avfl5ff«Bg)  vorkommen,  welche  ia  der  AnfgabeaMHamlaag  oathaltOA  tlBd. 

— — —  zur  Formation  quadratischer  Gleichungen.  Zwei?' 
unveränderte  Ausgabe.  [Vinu.390S.]  gr.8.  1894.  geh.n.Uf3- 

„Wir  haben  in  der  Anseige  der  algebraieohen  Oleiohvngen  dee  YerfMMn  ßa  d  ^ 
Ztsehr.  1880  S.  844)  xmeer  Urteil  Aber  daeaelbe  dahin  aoigeeprochen:  gerade  ein  wemei  fs. 
scheint  nns  fttr  oie  Lehrer  an  Gymnailen  und  Bealeoholen  aur  ei^sen  FOrdenmf  ncd  .-- 
Belebung  dci  Unterricht«  geeignet  wie  wenige.  Wir  dflrfen  dieee«  Urteil  Aber  die  iMoeAr^' 
wiederholen;  ee  iit  durch  die  mannlgikohen  neuen  Oedchteponkte,  die  ei  bietet,  duck  c 
flberaui  fruchtbaren  Prinaipien,  auf  denen  ea  beruht,  ffir  das  Gebiet  der  qvedntiKb' 
Gleichungen,  welchea  mit  Becht  einen  breiten  Plati  auf  unseren  höheren  Lehiräitiitea  f* 
nimmt,  Ton  aufkerordentlichem  Werte.**     [W.  Brler  1.  d.  Ztsohr.  1  d.  GjmnaeJahreieB  \m  S.  ''' 


— ^— —  quadratische  Gleichungen  mit  den  LQsungen  für  ü 
oberen  Klassen  der  Gymnasien  und  Bealschulen.  Zweite,  TermeLi' 
Auflage.  pV  u.  94  8.]  gr.  8.  1887.  geh.  n.  UK  1.60,  in  Ui 
wand  geb.  n.  JL  2.:^' 

Die  in  dieeem  Heftehen  enthaltenen  gegen  600  «oadratlecheii  Glaiehnngea  Wdoi  eJs/i 
Aoaang  aue  den  „algebraischen  Gleichungen"  deeselben  Yerfaseers  und  eiad  beatimmt,  den  Scbfll«^- 
in  die  Hand  gegeben  au  werden,  damit  sie  sich  auch  selbctlndig  in  der  Behaadlmg  iok:/i 
Aaiigaben  flben  können,  und  die  Beeultate  sind  beigefflgt,  damit  sie  lioh  nieht  mit  oimb  » 
richtigen  Beeultate  au  begnflgen  brauchen.  Da  die  Aufgaben  nur  fflr  die  oberen  Klassso  bfliticc 
sind,  so  kann  die  Kontrolle  für  den  Lehrer  keine  Schwierigkeit  haben.  Bai  den  solnrieii«(i*'i 
Gleidhnngen  ist  auf  Jenes  grObere  Buch  Teiwieean,  damit  man  dort  aOtlgenfiiyUs  dis  Mfltkods« 
nachsehen  kann,  welche  auf  die  einfachste  und  kfliaeste  Wdse  aum  Baanltate  ftthran. 

Anleitung  jur  Äuflöfung  etngetleibeter  algebraiffie: 

Sufgoben.  Srfter  XeiL  Aufgaben  mit  einer  Ilnbeldnntea 
2.  Kuflage  bearbeitet  "Qm  S*  ^ietyler,  ^ofefför  am  ®4nmajmix  ^^ 
«ttorb^aufen.    [VI  u.  95  ©.]     gr.  8.     3n  Seintoanb  geb.  JL  2^^^ 

Die  Neubearbeitung  der  ursprOnglich  Ton  Dr.  S.  Bsrdey  yerfklktea  AaleÜisg  ^ 
Losung  eingekleideter  algebraischer  Aufgaben  geht  Aber  den  Umfang  des  BnebM  ia  ^^''-' 
fkAheren  Fassung  in  doppelter  Weise  hinaus,  insofern  sie  sieh  weder  aaf  die  Aufgsbon  «rr.' 
Grades  noch  auf  die  mit  nur  einer  Unbekannten  beschränkt.  Nach  einem  eialeitaadeQ  ^' 
schniU  „AUgemeine  Gesichtspunkte  fOr  den  Gleiohungsansats"  folgen  189  Mustsibel«piel<^  * 
den  rersohiedenen  Aufgabengebieten,  geteilt  in  9  Haupt-  und  44  Unter- Abechnitta,  die  du: : 
schnittlich  8,  aum  Teil  auch  weniger  oder  mehr,  bis  su  6  Aufigaben  umfassen  u«  Acu^i 
machen  die  Aufgaben,  bei  denen  es  sich  um  Bestimmung  Ton  reinen  Zahlen  und  tob  der  i^ 
aahl  absAhlbarer  Gegenstinde  handelt,  dann  folgen  die  Aufi^sben,  bei  denen  die  an  bMtiiDS'-' 
den  Groben  auf  Binheitan  surflokgefAhrt  weiden  mAssen,  die  Tier  lotsten  HsapUbicb^ -' 
bringen  Aufgaben  aus  der  reinen  und  angewandten  Arithmetik,  der  Banmlehie,  der  Xecb&i-ii 
und  der  Physik. 

Das  Buch  soU  sowohl  dem  Selbstunterricht,  wie  dem  Gebrauch  im  prakdidMU  Scba. 
Unterricht  dienen. 


..> 


1 


Setnct  erfcf{iencn  im  Verlage  Don  ß*  6*  Ccubncr  in  Cctpstg: 

Caator.  Hofraih  Pro£.  Dr.  M.^  in  Heidelberg,  politische  Arithmetik 
oaer  die  Arithmetik  des  täglichen  Lebens.  [X  n.  136  S.] 
gr.  8.  1898.  In  Leinw.  geb.  JC  1.80. 
eü^^tm,  Dr.  m^  ßbtt^ita  an  ber  ftotfer  IBiI^e(m^9tea)[{(!^uIe  ^u  (Söttingen, 
aritbmetifci^e  SHegell^ejte  mit  SBieberl^oIungdtafeln.  gn 
4  heften,  gr.  8.  @teif  g^. 
^eft  1.    Ooacta  (Ouiiiltt):  fftt^vtn  als  Botfhife  bet  atoü^ematit    3ii  bauet^aften 

ttnfi^Iao.    [40  6]    1900.    UK  —.40. 
ficft  t.    Untextrctia:    ^nütbret^niuigBatteii    mit  alsemeinen  QaJfitn.     (Vleii^ungen. 

^n  bonet^ton  Umf^Iag.    [M  6.]    1900.   UK  —.4a 
^eft  S.    Dbettectia:  ^otoortfonen,  $oteiiAeii,  ffBuzaelit,  OnMunatn.   3it  bauerbaftem 

Umfi^taa.    [4S  6.]    1900.    JC  —.40. 
^ft  4.   VtntaiwaAa:  Sojaritliiien,  Weisen,  jghiteft-BinS-  nttb  Rentenrei^nung.   3n 
battetiiaftem  Umfcjlaa.   [ts  &]    1900.   Ji  —.80. 

Erler,  Dr.  W.«  weiL  Professor  am  E^l.  Fädagoginm  Züllichan,  die  Ele- 
mente aer  Kegelschnitte  m  synthetischer  Behandlung. 
Znm  Gebrauche  in  der  Prima  höherer  Lehranstalten.  Fünfte  Auflage 
besorgt  Ton  Dr.  L.  Hu  ebner,  Professor  am  Gjnmasium  zu  Schweid- 
nite.  Mit  80  Figuren  im  Text.  [VIu.60S.]  gr.  8.  1898.  kart.^1.20. 

Ganter,  Dr.  H.,  Ptof .  a.  d.  Eantonschule  in  Aarau,  xl  Dr.  F.  Budio,  Prof. 
am  Polytechnikum  in  Zürich,  die  Elemente  der  analytischen 
Geometrie.  Zum  Gebrauch  an  höheren  Lehranstalten  sowie  zum 
SelbststudiunL  Mit  Tielen  Teztfiguren  und  zahlreichen  Übungs- 
beispielen.   In  8  Teüen.    gr.  8.    Li  Leinw.  geb. 

I.  TeQ.    Die  «nalytiBcbe  Geometrie  der  Ebene.     5.  mh.  Aufl.     [YIH  u. 

180  8.]    1909.    JC  8.— 
n.    —       Die  «DAlTtiBohe  Geometiit  dei  B«umet.    8.  Aufl.    [X  n.  184  8.] 
190«.    JC  3.— 

Qinidt,  MarÜiiy  KönigL  Bauffewerkschul- Lehrer,  Baumlehre  für 
Baugewerkschulen  und  Terwandte  gewerbliche  Lehr- 
anstalten.   2  Teile,    gr.  8.    1897.    kart.  JC  8.40. 

I.  TeiL    Lehre  Ton  den  ebenen  Figuren.    Mit  876  Fig.  im  Text  n.  987  der 
Bsnprazis  entlehnten  Aafg»ben.  CVma. 99 8.]  In Lnw. kart. UK 9 .40 
IL    —      Korperlehre.    Mit  64  Textfignren     [Ym  n.  65  8.]    kart.  JC  1.— 

Benrioi,  Julius ^  Gymnasial-Professor  in  Heidelberg,  u.  P.  Treutlein^ 
PtufesBor  am  Gymnasium  zu  Karlsruhe,  Lehrbuch  der  Ele- 
mentar-Geometrie.    3  Teile,    gr.  8.    geb.  «ü^  9.— 

L  TtIL    Gleichheit  der  Gebilde  in  einer  Ebene.  Abbild,  ohne  MafWLndemng.  Mit 

19S  Fig.  in  HolBSohn.  8.  Aufl.  [YWL  n.  144  8.]  1897.  geb.  JC  9.40. 
n.  —  Abbildimg  in  yerindertem  Maftle.  Berechnung  der  GrOften  der  ebenen 
Ctoometrie.  Mit  188  Fig.  in  Holssehnitt  und  einem  (lithogr.)  K&rtohen. 
S.  Anflage.  [IX  n.  848  8.]  1896.  geb.  JC  8.80. 
ni  —  IHe  Gebilde  dee  körperlichen  Bäumet.  Abbildung  von  einer  Ebene  sof 
eine  sweite.  (B:egeUchnltte.)  Mit  ISl  Fig.  im  Text.  8.  AolUge.  [Xu  n. 
199  8.]    1901.    geb.  UK  8.80. 

Hcohheün^  Dr.  Adolf/ Professor,  Aufgaben  aus  der  analytischen 
Geometrie  der  Ebene.  Hefb  I.  Die  gerade  Linie,  der  Punkt, 
der  Kreis.     2.  verb.  Aufl.    2  Teile,    gr.  8.     1894.     geh.  JC  3.20, 

rh.JC^  .40.    A.  Aulgaben.   [TV  u.  86  S.]  geh.  JC  1.60,  geb.  Ul^  2 .  20, 
Auflösungen.    [106  S.]    geh.  «4^  1.60,  geb.  JC  2.20. 
Heft  n.  Die  Kegelschnitte.  Abteilung  L  2.  Aufl. 

2  Teile,    gr.  8.    1898.    geh.  JC3.—,  geb.  Ul^  4.20.    A.  Aufgaben. 

PV  u.  81  8.]   geh.  JC  1.40,  geb.  JC2.^.    B.  Auflösungen.   [96  S.] 

geh.  JC  1.60,  geb.  JC  2.20. 
— Heft  m.    Die  Kegelschnitte.    Abteilung  ü. 

2  Teile,     gr.  8,     1886.     geh.  JC  2.80,  geb.  JC  4,—,     A.  Aufg^en. 

[6T  a]    gSh.  JC1.20,  geh.  JC  l.BQ.   B.  AuflÖBUngen.    [94  S.J  geh. 

JC  1.60,  geb.  JC  2.m 


yi^         UTatttematifc^e  Sc^nlbfit^er  im  Derlage  von  B«  <5.  (Een^r. 

40l|lltiUl(r,^of.  Dr.MHotmnetl^ob.Sel^rbu^  ber  (S(ementat«9Rat^es 
mattL  (3m  engten  Hnfc^Iug  an  bie  9ttutn  Sel^lftne.)  gr.8.  3n£iUD.  geb. 
lOlgettftae  Kvfl^tle  1.    3n  8  Zeilen,    flt.  8.    ^n  Smo.  geb. 

I.  Zeil,  noi^  Sa^&naen  fle«cbaet  unb  Uft  vn  Sbff^tnlpritftmg  bec  BoIMia!t?i 
teidienb.  8.  SayucUKnp.  Wit  142  %{^  im  Zeel  [Vm  n.  189  &]  1898.  JLiM. 

n.  Zeil,  filr  bie  btri  Obetrialfeit  ber  ^beten  Sebtanftalten  befthnnt  t.  l8jta|e. 

Smt  810  Spuren  im  Zq^t    [VIII  n.  898  6.]    1897.    JL  8.- 
lEL    —    £ebr*  tmb  ÜbunaSftoff  utt  fteien  Sufmo^I  ffit  bie  9^rtma  cettSfHf^  CsS- 
anhalten  unb  boi^evcr  Ka(bfc^ulen,  nebfl  Sorbeteitanoen  auf  bie  ^»^i&i- 
giat^matit  9»U  180  gifluten  im  Zejt.  (Vin  n.  984  &]  189S.  UIC2.n) 

««ff tbe  B,  fftr  «bmuipes.    3n  2  Zeilen,    fit.  8.   3n  Sm».  geb. 

I.  Zeil,  im8lnf(blu|anbiejnrru|i((^£eto)lfinebonl898na(^9a|n|biteB|m 
rnib  bt8  sur  Vbff^uibprflrung  ber  ilnterfefimba  reit^b.  «HtUSB^nn 
im  Zest  [Vin  n.  828  6.]  1896.  UK  2.40. 
n.  —   im  Knf(^Iu|  <m    bie  pttnWfiea  Setottae  bon  1888  lui^  da|i9b»n 
aeorbnet  unb  bif  aur  (IntiaftunafinEftfttna  reii^enb.    Hut  19S  gignin 
im  Zect    [Yin  u.  879  6.]    1898:    Ji  8.— 

Segleittoort  be8  Serfaffert  ^erftu,  uur  fftr  £e^er  befKmmt  liefert  bie  Setlaalhüi- 
^ottblung  auf  S8unf(^  unentgettli(^. 

Klein,  F.,  Vorträge  über  ausfewälilte  Fragen  der  Elementar- 
geometrie. Äusgearb.  v.  F.  Taoebt.  Mit  10  in  den  Text  gedruckten 
Figuren  und  2  lithogr.  Tafebi.  [V  u.  66  S.]  gr.  8.  1896.  geh,  JK2.- 

Mansioii^  Dr.  Paul,   Professor   an   der  Universität   Qent,  Elemente 
t  der  Determinanten  mit  vielen  Übungsaufgaben.    3.  ver- 

mehrte Auflage.     [VI  u.  103  S.]    gr.  8.    1900.    geh.  UK  2.60. 

IRfiJUr,  ^^inrii^^  Dberlebrer  am  ßdntgl.  ftatfertn  9[uQu^a::@{4miiarnmi  ^u 
(Sborlottenburg,  bie  SKatl^ematil  auf  ben  ©^mnafien  unb  9ieal 
fc^ulen.    aHit  jal^Ireic^  Xqrtfiguien.    gn  2  Xdltn.    gx.  8. 
I.  Zeil:  Zie  Unterstufe.    1.  «uHose.    1899.    pmi  u.  158  6.]    JC  2.50. 

—  —  2.  Httfloge  in  2  KuSgaben: 

8u8gabe  A.    ^t (S^mnojlen unb ^rogbmnofien.  1902.  CVHIu. U7 6.]  JCi(^ 
0u8gabe  B.    gfit  »eale  «nftolten  u.  8tef ormf (^len.  1908.  [VIII  u.  199  &]  ^  ^  '^ 
n.  ZeU:    Zie  Oberfinfe.    i.  8(uflage.    1899.    [X  u.  216  e.]    JL  S.SO. 

—  —  2.  8(uflage  in  2  SuSgaben: 

Suftgabe  A.    9ftr  (Stjmnafien  unb  ^og^mnafien.    1902.   [Xn  n.  SU  6]  JLi  ^' 
SuSgobe  B.    gfir  Sleale  8(nflalten  unb  Slefonnfd^ulen.     Unter  SRitstttn^  c^ 
m.  ^n^.    I.  gbteilung:  Planimetrie.  SIgebra,  Zrigmiointnc  -'• 
Stereometrie.    1902.    |yni  u.  228  6.]    JK  8.80. 
—  IL  81bteilttng:  69nt^et{f(be  unb  anaH>tif(be  gcwgetrie  bet  fi^;^ 

fcbnitte.    Zarjlenenbe  »eometrie.  1902.  CVni  u.  179  6.]  JC  i.^< 
IbtSgabe  0.    9flr  Seminare  u.  yrf^arcnbenanftaltcn.  Ocorb.  oim  8t  Saltis  s 
S8.  SRaimalb.  gr.8.  1908.  pnX[n.Sl46.]  3n  Sumb-gebUti  » 
6onber>8bbru(I  au8  „Zie  SRot^emotif  auf  ben  0bntnafien  nnb  Kealf^bslen": 
Sic  Selfc  bM  ben  ftttrWmlni  mb  ftc«erf4sitte»«  Vtit  aa^Isei^^  Zestigoxai.  ic: 
u.  58  6.]    gr.  S.    tazt  n.  JC  1.— 

unb  0U  üutntmsk^f  Obcrlc^  an  ber  XU  aieaQ^I^  in  öodin 

@ammlutig  Don  2(uf gaben  auiS  ber^Lritbmetif,  Xtigonomettic 
unb  Stereometrie  mit  befonbetei  SecüdftdQttgnng  ber  ftamabn^n. 
3n  2  teilen. 
VuSgobe  A.    9ftr  (St^nafiett,  bieolgi^mnafien  unb  ObcrreoIf^^alcB.  I.  Zeit  [Vm  '^ 

816  6.]    gr.  8.    1900.   äfn  fieintoonb  geb.  UK  2.80 

n.  Zeil:  Srflt  bie  oberen  fttaffen  ber  «^mscflen.  [Yin  n.  847  6]  r-'^- 

1902.   3n  fleinmanb  geb.  JC  8.20.  

8(it8gabe  B.    9&r  Keale  Knflalten  unb  8ieformfd^uIen.  L  Zeit   CVm  n.  289  &]  r^ 
1900.    3n  Sehuo.  geb.  Ji  2.60. 

n.  Zeil:    [vm  u.  860  6]   gr.  8.    1909.    3«  Seinttonb  geb.  JC  3  te 

8(u8gabe  0.    9ftr  Seminare  unb  ^r&^aranbenangatten.    Sear&ettct  oon  St  Qaltts 

unb  KB.SRaimalb.  gr.8.  1902.  [Yintt.S866.]  duSutsb-fifb  «^^ ' 

bie  (glementar=$laniraetrie.    (Kn  mctl^obtfÄtfße^rtuci  m 

ben  S(buU  unb  ©elbjhmterrici^t.    2.  Auflage.    1902.    [Vm  u.  18?  ^  J 
$reB  rart.  J^  2.40, 


Xnatfjemattfc^e  Schulbücher  im  Perlage  von  B.  <0.  (Eeubner.  \ß 

XtedcLty  Dr.  Friedrioh,  Professor  am  Gymnasimn  n.  dem  Realgymnasinm 
xa  Hamm,  Sammlung  von  Anfgaben  und  Beispielen  ans  der 
Trigonometrie n. Stereometrie.  2 Teüe.  gr. 8.  geh.  JCl,^^ geb. ^iC 8 . 60. 

I.  TftO.    Trigonometrie.    4.,  yerb.  Aufl.    [X  o.  250  S]    1894.   gtt.  JC^.—» 
geb.  UK  4  80. 
IL    —      Stereometrie.    4.,  verb.  Aufl.  be»rb.  t.  A.  MnoH.    [VIJI  u.  194  8.] 
1897.    geb.  JC  8.—,  geb.  JC  S.80. 


Besnltate  der  Bechnnugsanfgaben  in  der  Sammlung  von 

Axdgaben  und  Beispielen  aus  der  Trigonometrie  und  Stereometrie. 
2  Teile,    gr.  8.    geL  JC  2.80,  geb.  JC  4.10. 

I.  TelL    Trigonometrie.    4.  Aufl.   [78  8.]   1894.   geh.  JC  1.80,  geb.iC2.50. 
n.    —      Stereometrie.  4.  Aufl. bearb.T.A.MuoR.  [58  S.]  1897.  geh.  JCl.—, 
geh.  JC  1.60. 

BidbteriDr.  Albert  ^  Professor  am  Gymnasium  und  an  der  Realschule 
sa  Wandsbek,  arithmetische  Aufgaben  für  Gymnasien,  Real- 
ffymnasien  und  Oberrealschulen,  mit  besonderer  Berücksichtigung 
der  Anwendungen.  [X  u.  149  S.]  gr.  8.  1898.  geh«  JC  lAo, 
geb.  JC  1.80. 

Resultate  und  Erläuterungen  dazu.     [IV  u. 


104  S.]    gr.  8.     1898.    geh.  JCl.bO. 
CWerden  nur  direkt  »n  Lehrer  verabfolgt.) 


trigonometrische  Aufgaben  far  Gymnasien,  Realgym- 
nasien u.  Oberrealschulen,  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  An- 
wendungen, |Tinu.4lS.]  gr.8.  1898.  geh.  ^—.60,  geb.  ^—.90. 

Resultate  und  Erläuterungen  dazu,     [m  u. 


40  S.]    gr.  8.]     1898.     —.80. 
(Werden  nur  direkt  en  Lehrer  rerabfolgt.) 

SndiOy  Dr.  T,j  die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  des 
Kaumes.    Siehe:  Ganter  und  Rudio. 

SirMimerf  <L  unb  Dr.  ip*  (Sflti^  Oberleiber  am  ^gl.  ^^ntnaftum  j^u 
it^amit^,  fLn\aahtn\amralun%  für  ben  ^täftn'-VinUxxxä^t  tn 
ben  tlnterllaffen  ber  0tinina{ten.  Slealg^mnafien  unb  Steal- 
fluten.    2.  Derbeffeite  Slunage.    3  ^efte.    gr.  8.    1899.    fort. 

I.  Aeft.    SHe  ttitt  tfraabrecbitinistetttii  mit  aaiuen  einfad^  unb  nc^ocl^  bfnannten 

Booten.    PV  tt.  91  ©.]    JC  l.— 
n.    —      enu^ccd^nttiis.    [104  6]    JC  1.80. 
1  HL    —      6(^itBte^iitttiQ.  !ßro3ent',  Bin«-  unb  SiSlontoret^nung.  [70  6.]  «M^  —  .80. 

(9lefttltate  ^)u  nttr  butd^  bie  16erlagd6u(!^^blung.) 

BoliiDcey  Dr.  phiL,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Saarbu^  i.  L.,  Samm- 

lang   planimetrischer   Aufgaben   für   den  Gebrauch    an 

ri  höheren  Schulen.     [IV  u.  64  S.]     1890.     gr.  8.     geb.  JC  1.— 

Sdiotteiij  Dr.  Heixiriohj  Inhalt  und  Methode  des  planimetrischen 

i  Unterrichts.     Eine   vergleichende    Planimetrie.     In   3   Bänden. 

L  Band.    [IV  u.  870  S.]    gr.  8.    1890.    geh.  UK  6.— ,  geb.  JC  1  .— 

n.  Band.   [IVu.410S.]  gr.8.   1898.   geh.  UK  8.— , 


(  geb.  «A:  9 .  —    (OL  Band  in  Vorbereitung.) 


Behnberty  Dr.  Heimann^  Professor  an  der  Gelehrtenschule  des 
JohaDneums  in  Hamburg,  fünfstellige  Tafeln  und  Gegen- 
tsfeln  f^^  logatithmLiches  und  trigonometrisches  Rech- 
neu      (TI  o-  lö7  9.]    gr.  8.     1897.    In  Leinwand  geb.  JC  4.— 


Iß         inat[{emattf<^e  5(^nlbii(^  im  Perlage  von  B*  <S*  Cenbim. 

BohtUke,  Br.  A«,  GTmn.-Profeisor  in  Osterode,  O.-Pr.,  Aufgaben- 
B&mmlang  ans  der  Arithmetik,  Geometrie,  Trigonometrif: 
und  Stereometrie  nebst  Anwendungen  auf  Astronomie,  Feld- 
messunff,  Nautik ,  Physik,  Technik,  YolkswirtschaftBlehre  för  din 
oberen  Klassen  höherer  Lehranstalten.  [X  o.  19d  S.]  Mit  46  Fig 
im  Text.    1902.    In  Leinwand  geb.  JC  2.20. 

vierstellige  Logarithmentafeln  nebst  mathema&ehec, 

physikalischen  nnd  astronomischen  Tafialn.  FQr  don  Sehnlgebrsach 
zusammengestellt.  Dritte  verbesserte  Aof läge.  [11  tu  18  S.]  gr.  8. 
1900.    Stetf  geh.  UK  —  .eo. 

-trigonometrische Tafel.  2.  Anfl.  [1  BL]  gr.8.  1896.  JC-.lb 


SdrUltr^  Hemer  ^nf^^  @eminatle^tet  in  S3o))))arb  am  SC^etn,  audffiliT 
U^ed  2tfixhu6i  ber  SLtitl^metif  unb  9((QeBta  für  Wtxt 
@^ttlen  unb  Sel^terfeuttnare,  befonbeti^  ^um  ©eltpuntetrid): 
Sn  engfter  Sethtü^fung  mit  ber  (&tomabdt  jur  Ißarfinnlüi^ung  ber  galii 
begriffe,  X^eorien,  O^yerottonen,  Sebtf A^e  unb  Sufldfimg  bon  fCutgsbc: 
,  f^pemotifd^  bearbeitet.  Wt  54  gfiguren  im  Xq^  ütotitt,  um  bit 
Sogaritl^men  Derme^e,  tool^IfeUe  ^lui^gabe.  [XXYl  u.  478  @.]  gi.  <'. 
1897.    ^auerl^aft  geb.  JC  2,60, 

Bohnstery  Dr.  ULy    I^ofessor    an    der  Oberrealschule   zu  Oldenburg, 

feometrische  Aufgaben   und   Lehrbuch    der   Geometrie 
lanimetrie  —   Stereometrie  —  ebene   und  sphäriBcke 
Trigonometrie.     Nach  konstruktiv-analytiBcher  Methode  bearb 

Imifftbe  A«    FlLr  Yollsnitalten.    In  8  TeUen: 

1.  Teil:  Plsnimetri«.     [Yin  vl  U7  B.]     gr.  8.    Mit  S  UOogz.  T«feb^ 
gr.  8.    1899.    In  Lelnwuid  geb.  JC  9.— 
AuflOeangen  damn  JC  — .60.    (Nur  an  Lehrer  rom  VarUg«.) 
%  Teil:  Trigonometrie.     [Vn  n.  US  8.]     Mit  1  Uthogr.  TalaL  gr.  n 
1908.    In  Leinwand  geb.  JC  1.60. 
AnflOinngen  daau  nnter  der  Preiee. 
8.  Teil:  Stereometrie.     (TU  n.  80  8.]     Hit  1  Uthogr.  TtfeL   |t ! 
1901.    In  Leinwand  geb.  UK  1.40. 
▲nflOtnngen  dasa  JC  l.iO.    (Nor  an  Lehrer  vom  Yerlage-) 
Avigabe  B.    Fftr  Progymnaeien  und  Bealiohnlen.      CVIIa.i:iS] 

Mit  8  Uthogr.  Tafeln,   gr.  8.   1900.   In  Leinwand  geb.  JCl  t9. 
iMgabe  C.    Jttr  Mitteliohnlen.  Bearb.  nnter  Mitwixtamg  von  Pr.  Bltlfr. 
Rektor  der  etSdt  Knabenmlttelaohale  sn  Xottbna.    [Vm  u.  SS  ?  1 
Mit  1  Uthogr.  TalU.    gr.  8.    1901.    In  Leinwand  g«b.  JC  1.4i 

Sellenthiny  Dr.  Bernhard,  Oberlehrer  an  der  EJüserlichen  Marine- 
Schule  zu  Kiel,  mathematischer  Leitfaden  mit  besonderei 
Berücksichtigung  der  Navigation.  Auf  Veranlassimg  <i^; 
Eaiserl.  Inspektion  des  Bildungswesens  der  Marine  bearbeitet.  Mi 
324  Figuren  im  Text.    [XI  u.  460  S.]    1902.    gr.  8.   geb.  JC  8.4^ 

VoUpreobt,  Prof.  Dr.  H.,  Rektor  des  Realgymnasiums  zu  Zwidtao. 
das  Rechnen,  eine  Vorbereitung  zur  allgemeinen  Arith- 
metik. Regeln  und  Formen  des  lE^hnens,  Vergleiche  mit  der 
allgemeinen  Arithmetik  und  Hinweise  auf  Geomeine  und  Phjni 
für  Lehrer  und  Schüler  der  mittleren  und  unteren  lOasaen  der 
höheren  Lehranstalten.    [IV  u.  44  S.]    gr.  8.    1902.    geb.  JC  -M 

Weimer.  Dr.  Hernaazua^  Oberlehrer  am  Realgymnasium  xnit  Beali^iil^ 
zu  Plauen!.  V.,  Leitfaden  für  den  stereometrischen  Unter- 
richt an  Realschulen.  Mit  88  in  den  Text  gedruckten  Figaien 
[V  u.  66  8.]    gr.  8.    2.  verbess.  Aufl.    1901.    kart  JC  U— 

Weinnold^  Dr.  Bmat^  Professor  an  der  Kaiserlichen  Marine-Akademie 
und  -Schule  zu  Kiel,  Leitfaden  der  analTtischen  Geometrie. 
Auf  Veranlassung  der  Kaiserlichen  Inspektion  des  Bildongsweseiis 
der  Marine  bearbeitet.  Mit  62  Figuren  im  Text.  [VI  o.  80  S  j 
gr.  8.    1902.    geb.  UK  1.60. 


ersahien: 

DYNAMIK  DER  KUEBELGETRIEBE 
MIT  BESONDERER  BERÜCKSICH- 
TIGUNG DER  SCHIFFSMASCHINEN 

[BaPBIL.fl,  LO&ENZ.  DIPk  DiGENIEUB,  PROFESSOR  AN  DER 
PiT  OOTTINGEN,     MIT  «6  TEXTFIGÜREN.    [V  u,  m  SJ 


forliegende    Schritt    behandelt    eiü     ütsbiet    der    techmseh«ii 


Haac 


ttlUN^ri    11 


re,  welcbea  in  ilen  »ahln^irheti  Lehrhüchem 

i.   A'itwieiis  bisher  umih  keine  geiner  praktischen 

fle   Dareteiluüg   geitiiideii   hat.     Durch    die   erst 

1   >-T«eu  als  tiiizn  länglich  ♦^rkminU'»  i^eom**  tri  sehe 

* )  war  d iti  ßchou  v  od  l^  u  n €  e  I  ♦?  t.  und  R e d  t e ü - 

aii|^hahjil#    djuminiBche   Behtindluag    de8    Kurlf^huechaabifiuM 
ljilt*»niniiid  ^dringt  wordeiL     Uienui  vermochte  aocb  die  be- 
ll  Radingers   „Über  Dampfmaschinen   mit   hoher 
*'       lioo   danmi   nichts   zu  HuderD,   weil   sie  die 
inen  und  Loktunotiven  hinreichende  Voraus* 
E'>a»Uuii«r  Winkelgesehwindigkeit^n  der  Welle   aus  der  ICine- 
lrit*rTiiihrn . 

hen,  welche  der  moderne  S^iÖsmaöchiiieDbau  »teilte, 

UH  uffitere  djjmmieche  Grimdlage,  auf  der  für  wülkürhche 

i»*n_ki^m  Platsr.  mehr  übrig  blieb.    Das  Prinzip  von  D'Alembert* 

«mg  reichen  in  deff  That  zur  praktischen  Lotung 

J       !  1       ud    «ind   darum  auch  iu  der  vorhegenden  Arbeit 

verwendet  wordf*ii.     Aus  dem  ersteren  ergeben  sich,  wie  die 

'-*■'* *  ■  "'*  '-  *v  -  T r  f ^  -1  s  die  aligern einen  BedingtingBgleichungen, 

^ijenausgleich  zu  Grunde  liegen,  während 
Im'  Hch windigkeit  sich  mit  Hilfe  der  Arbeits- 

1-  -i^^u.     Dabei    bietet  sich   hinreichend  Ge- 

die  1  >  r  älterer  Metboden  zu  prüfen. 

'i  Chiirukter  dieser  Schrift  entsjjrecheud  habe 

rhe  Dargtellungen  zu  verzichten,  der  analj- 

bei  ui feinen  Untersuchungen  den  Vorzug  gegeben, 

der   vtelkicht   aiitTallende  Formelreichtum   erklärt* 

Intselh^ti  allerdings  leicht  durch  Weglsssxmg  mancher  Be- 

*»b^  adt  4eii  ljarraijire*iicheii  Gieieliünp^en  der  Dytiamik  vörtraat 

l'Ju  '  ■'  ai^^  dem  Kiiri  h^  gewidmeten  Kapitel 

K*''  ^^Die  kiiieti'^r  lemtj  der  wisi^enscbafl* 

hl  der    dentis  hMi   .Murhemiitiker-Vereimgvt%% 

Drtioke>i   «lübCM  Sc)nift  cirsdiieii^   mit  iiüReriir 


weise  und  Ausrechnmigen  einschränken  können,  doch   schien  mir  -1 
um  so  weniger  im  Interesse  der  Leser  zu  liegen,  als  ich  mich  in  i 
periodischen  Reihen  ^ines  trotz  seiner  Fruchtbarkeit  den  Ingenien;: 
kaum    geläufigen    Hilfsmittels  .bedienen   musste.     Die   damit  en>l  . 
fast  durchweg  neuen  und,  wie  mir  scheint,   auch  praktisch  wicht : 
Resultate  dürften  dieses  Verfahren  im  Verein  mit  einer  ganz  el-^ui 
taren  Darstellung,  welche  durch  Zahlenbeispiele  noch  ergänzt  wird,  w  ; 
rechtfertigen.    Ich  bin  übrigens  überzeugt,  dass  dieselbe  Betrarlitun. 
weise,  welche  uns  einen  Einblick  in  die  periodischen   Schwankim-r 
des  Drehmoments  der  Welle  und  deren  Torsionsschwingpngen  v^hlu: 
der   Rotation  gewährt,  auch  für  das   Studium   anderer  Vorgänge  -. 
nützlich  erweisen  dürfte,  und  würde  mich  freuen,  wenn  meine  Ar- 
einige  Leser  nach  dieser  Richtung  hin  zu  selbständigen  Untersuchuii: 
anspornen  sollte.     Habe  ich  doch  selbst  bei  der  Bearbeitung  ein?  li. 
der  hier  behandelten  Probleme  den  grossen  Nutzen  anderweitigt?r  A 
regungen   erfahren,   wofür   ich   in   erster  Linie  Herrn  O.  Schlick 
Hamburg  und   der   Stettiner  Maschinenbau- Aktiengesellsci 
Vulkan,  welche  mir  durch  Beteiligung  an  Probefahrten  wertvolle  F 
blicke  in  praktische  Verhältnisse  ermöglichten,  zu  Dank  verpflichtet  ■ 

Solche  Probleme  sind  in  den  letzten  Jahren  Gegenstand  lebhr* 
Diskussion  in  Fachzeitschriften  gewesen.  Dass  ich  die  hierbei  erzie 
positiven  Ergebnisse  unter  vollständiger  Quellenangabe  aufgenon. 
habe,  wird  man  wohl  ebenso  billigen  wie  den  Verzicht  auf  jede  Po'h 
an  dieser  Stelle.  Dies  verbot  schon  die  Bestimmung  der  Arbeit 
Einführung  in  das  Gebiet  für  Ingenieure  und  reifere  Studierend? 
Maschinentechnik,  denen  ohnehin  mit  noch  nicht  abgeschlossenen  In' 
suchungen  schwerlich  gedient  wäre. 

Schliesslich  habe  ich  noch  mit  Dank  die  Unterstützung  zti 
wähnen,  die  mir  durch  meinen  Assistenten,  Herrn  Ingenieur  Cattan 
beim  Lesen  der  Korrekturen  zu  teil  wurde. 
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Aus  dem  Vorwort. 


In  der  vorliegenden  Schrift  wird  die  Frage  nach  der  constructiven 
Darstellung  und  ZnBammensetzung  von  Dynamen^  d.  i.  von  Systemen 
von  Kräften,  die  an  einem  starren  Körper  angreifen^  als  Ausgangs- 
punkt genommen  für  Untersuchungen  geometrischen  (und  also  rein 
theoretifichen)  Inhalts. 

Im  ersten  Abschnitt  wird  gezeigt,  dass  die  aus  Lehrbüchern  der 
Mechanik  allgemein  bekannten  Sätze  über  Strecken  Systeme  ein  Glied 
und  zwar  nicht  durchaus  in  jeder  Hinsicht  das  einfachste)  bilden  in 
♦•iner  Kette  verwandter  Constructionen,  die  hier  zum  ersten  Male  voll- 
ständig und  mit  ausgeführten  Beweisen  vorgelegt  werden.  Die  ver- 
wendeten Hülfsmittel  sind  die  der  Elementargeometrie;  Jeder  wird 
der  Darlegung  folgen  können,  der  mit  guten  Schulkenntnissen  einige 
Tebung  im  geometrischen  Denken  verbindet,  solche,  wie  sie  etwa  durch 
Beschäftigung  mit  der  sogenannten  synthetischen  oder  der  darstellenden 
üeometrie  erworben  werden  kann. 

Der  zweite  Abschnitt  bringt  eine  algebraische  Begründung  derselben 
Theorie.  Die  Abfassung  ist  hier  etwas  kürzer,  besondere  Kenntnisse 
al)er  werden  vom  Leser  ebenfalb  nicht  verlangt.  Wem  die  projective 
Geometrie  in  ihrer  analytischen  Gestalt  geläufig  ist,  der  wird  gut  vor- 
bereitet sein  zum  Studium  auch  dieses  Abschnittes,  dessen  Inhalt  zum 
Theil  wohl  geradezu  als  eine  Ergänzung  zu  den  vorhandenen  Lehr- 
büchern der  analytischen  Geometrie  wird  betrachtet  werden  können. 

Der  dritte  Abschnitt  behandelt  hauptsächlich  die  linearen  Systeme 
von  Dynamen.  Im  Zusammenhange  damit  werden  die  Anfänge  einer 
neuen  Art  von  Liniengeometrie  entwickelt.  Den  Schluss  bilden  An- 
wendungen auf  Kinematik.  Diese  weitergehenden  Untersuchungen 
haben  auf  einem  verhältnissmässig  engen  Raum  untergebracht  werden 
müssen:  Wir  wenden  uns  mit  ihnen  nur  an  geübtere  Geometer,  solche, 
«lie  mit  den  Hülfsmitteln  der  modernen  Analysis  und  namentlich  mit 
der  Handhabung  des  Gruppenbegriflfs  genügend  vertraut  sind.  Doch 
wird  ein  Theil  des  Vorgetragenen  (z.  B.  §  29,  §§  36—40)  wohl  eben- 
falls nicht  schwer  zugänglich  sein. 


IV  Ao8  dem  Vorwort. 

Dem  Verfasser  sind  Betrachtungen  von  wesentlichem  Nutzen  g^ 
wesen,  die  sich  auf  gewisse  Operationen  mit  Zahlenpaaren,  gewöhnlicn 
sogenannten  complexen  Grössen,  beziehen.  Da  es  scheint,  dass  von 
dem  Grundgedanken  dieser  Ueberlegungen  auch  ohne  Eingehen  am 
Einzelheiten  und  in  allgemein  verstandlicher  Weise  sich  RechenscliafT 
geben  lässt,  so  wollen  wir  dieses  noch  versuchen. 

Andere  complexe  Grössen  als  die  gemeinen  können,  wie  bereih 
Gauss  angedeutet  hat,  nur  begrenzte  Gebiete  nützlicher  Anweudion;^ 
finden.  Sie  dienen  dann,  wie  in  der  Theorie  der  conformen  Abbildu?j: 
schon  die  gemeinen  complexen  Grössen  selbst,  und  wie  (in  geringernn 
Maasse)  auch  die  Quatemionen,  nicht  zur  Erweiterung  irgend  ehe- 
Systems  geometrischer  Begriffe,  sondern  zur  Abkürzung  des  CalcuU. 
zur  Verschmelzung  von  mehreren  häufig  zusammen  auftretenden  Glei- 
chungen in  eine  einzige.  Diese  Vortheile  sind  also  formaler  Xatiir. 
und  sie  mögen  daher  leicht  gering  angeschlagen  werden.  Die  erwähnr 
Zusammenfassung  kann  aber  sehr  suggestiv  sein:  Es  können  dadurb 
Gesetzmässigkeiten  hervortreten,  die  sonst  nicht  so  leicht  bemerkt 
werden  würden  und  deren  Untersuchung  dann  Thatsachen  zum  Vor- 
schein bringt,  die  durchaus  nicht  mehr  formal  sind.  Eben  dieseiL 
Umstand  hat  der  Verfasser  z.  B.  die  Auffindung  mehrerer  der  im  ersir- 
Abschnitt  angegebenen  geometrischen  Constructionen  zu  danken,  di» 
dann,  aber  auch  erst  dann,  natürlich  sehr  wohl  mit  anderen  Unit- 
mittein  abgeleitet  werden  konnten. 

Wir  wollen  nun  den  Fall  setzen,  dass  ein  Geometer,  der  nicLi- 
Besseres  zu  thun  wüsste,  auf  den  Gedanken  verfiele,  zu  einer  Erweii» 
rung  des  Systems  der  ebenen  und  räumlichen  Geometrie  statt  d^r 
gemeinen  complexen  Grössen  oder  Zahlenpaare  deren  Ausartung,  näni 
lieh  die  ebenfalls  aus  zwei  Einheiten  1,  e  abgeleiteten  Grössen  zu  ver 
wenden,  deren  Rechnungsregeln  durch  die  Gleichung  £*  ==  0  (an  StelJ^ 
von  t*  =  —  1)  bezeichnet  sind*).  Dieser  Geometer  würde  dann,  t^' 
gehöriger  Ausgestaltung,  zu  einem  System  abstracter  Begriffe  komm*  j. 
das  sich,  wie  die  sogenannte  Geometrie  im  imaginären  Gebiet,  av 
Mannigfaltigkeiten  von  vier  und  sechs  Dimensionen  bezöge.  An  SMl» 
der  <x>*  oder  oo*  imaginären  Punkte  würden  cx)*  und  oo^,  sagen  wr 
„ideale  Punkte^'  treten.  Der  Operation  des  Verbindens  zweier  Punkt" 
durch  eine  gerade  Linie  z.  B.  würde  eine  verwandte  abstracte  und  äuh 
lytisch  auszuführende  Operation  entsprechen  u.  s.  w.:  Zahlreiche  üeber- 
einstimmungen    mit    dem    System    der    imaginären    Geometrie   würdon 

*)  Man  vergleiche  den  Artikel  über  complexe  Grössen  in  der  Mathematisch »i: 
Encyclopö^ie,  Nr.  9,  S.  166.  Oder  auch  Kap.  X  in  der  Theoretischen  Arithmetik 
von  Stolz  und  G meiner  (Leipzig,  1902).  * 


Aus  dem  Vorwort.  V 

auftreten y  aber  es  müssten  auch  nicht  minder  zahlreiche  und  dabei 
sehr  tiefgreifende  Unterschiede  sich  zeigen.  Ein  Nutzen  der  ganzen 
Betrachtung  würde  unmittelbar  nicht  zu  erkennen  sein;  ja  Mancher 
dürfte  sie  wohl  so  öde  xmd  steril  finden  wie  nur  möglich. 

Wir  glauben  nun  nachweisen  zu  können,  dass  der  fragliche  Nutzen 
ilennoch  vorhanden  ist,  dass  nämlidi  den  bezeichneten  Begriffssyste)nen 
i'tne  Healität  in  der  Erscheinungswelt  entspricht  Der  fingirte  Geo- 
xneter  würde  thatsachüch  zwei  geometrische  Disciplinen,  die  Linien- 
geometrie und  die  Kinematik,  eine  Strecke  weit  entwickelt  haben,  nicht 
t^erade  in  der  Richtung,  in  der  sie  bisher  ausgestaltet  worden  sind  — 
in  diesem  Falle  würde  seine  Bemühung  grösstentheils  entbehrlich 
s*^in  —  wohl  aber  in  einer  solchen,  die  als  eine  natürliche,  ja  vielleicht 
sogar  nothwendige  Weiterbildung  vorhandener  Ansätze  gelten  kann. 
Man  kann  nämlich  eindeutig -umkehrbar  den  idealen  Punkten  der  er- 
weiterten ebenen  Geometrie  die  cx>*  geraden  Linien  im  Räume  und 
denen  der  erweiterten  räumlichen  Geometrie  die  oo*  Lagen  eines  starren 
Körpers  zuordnen.  Der  idealen  Verbindimgslinie  zweier  idealer  Punkte 
wird  dann  im  ersten  Falle  zugeordnet  die  gemeinsame  Normale  der 
entsprechenden  Geraden;  und  im  zweiten  entspricht  z.  B.  der  idealen 
V'erbindungsebene  dreier  idealer  Punkte  jene  schöne  von  Herrn  C.  Ste- 
phanos  gefundene  Figur,  nändich  die  Lage  des  starren  Körpers,  aus 
•ier  drei  gegebene  durch  Umwendungen  um  gerade  Linien  hervorgehen. 
Das  Auftreten  von  Grenzfällen,  in  denen  diese  Constructionen  uu- 
^e-stimmte  Ergebnisse  liefern,  wird  in  der  Theorie  unseres  Geometers 
«'benÜEklls  schon  vorgemerkt  sein,  und  er  wird  dafür  auch  die  im 
zweiten  Beispiel  schon  nicht  mehr  bekannten  analytischen  Kriterien 
zur  Hand  haben,  sammt  einer  genauen  Einsicht  in  die  Art  des  Un- 
Heatimmtwerdens.  Und  manche  bei  anderen  Untersuchungen  gefundene 
Figuren  werden  sich  alsbald  von  neuen  Seiten  zeigen  —  so  das  schon 
bei  den  verschiedensten  Gelegenheiten  zum  Vorschein  gekommene  Cylin- 
clroid,  das  nun  die  Bedeutung  eines  Grundbegriffs  der  Liniengeometrie 
-rhält,  oder  auch  jene  merkwürdigen  Paare  von  Strahlencongruenzen, 
d*>ren  jede  aus  allen  gemeinsamen  Normalen  von  Strahlen  der  anderen 
Hesteht.  Und  zu  diesen  Figuren  werden  eine  Fülle  neuer  Gestalten 
treten,   die  alle  in   den  Formeln  schon  bereit  liegen  und  nur  aus  der 

■  /'uppenhülle  der  Abstraction  hervorzukommen  brauchen,  um  geometri- 
'  sehe  Eigenschaften  zu  ofiFenbaren.  — 

1  Wie   aus  diesen   noch   etwas  formlosen  Gedanken   präcise   mathe- 

■  lu-itische  Probleme  und  Sätze  gebildet  werden  können,  wo  und  wanim 
4<>dann  die  geschilderte  Methode  ihre  Schranken  findet,  und  durch  welche 
weiter  rachende  Methode  sie  deshalb  zu  ergänzen  ist,  das  muss  in  dem 


VI  AuB  dem  Vorwort. 

Buche  selbst  nachgelesen  werden.     Wir  haben  uns  dort  in  der  Haupt 
Sache  auf  die  Erweiterung  der  ebenen  Geometrie  beschränkt,  und  zwai 
haben  wir  auch  von  dieser  nur  die  projective  betrachtet;   denn  die  s* 
entstehende  Art  von  Liniengeometrie  hat  besonders  einfache  Beziehunir. 
zu  unserem  eigentlichen  Thema,  der  Geometrie  der  Djnamen,  und  ^ 
unterscheidet  sich  darin,  wie  es  scheint,  von  anderen  Arten  der  Linien 
geometrie,   die   demselben  Process   ihre  Entstehung  verdauten.    D<xi 
sind,  in  einem  Anhange,  die  verwandten  Betrachtungen  über  Kinema; !. 
wenigstens  noch  skizzirt  worden.  —  Von  der  soeben  geschilderten  Ai 
der   Exposition    sind  wir   in  einer  Hinsicht   abgewichen.     Wir  hat:  i 
nämlich  nicht  erst  eine  abstracte  Theorie  entwickelt,  um  nachträgl 
deren  Realisirbarkeit  zu   zeigen,    sondern   wir  haben  den  analytisohr 
Apparat  von  vorn  herein  in  organische  Verbindung  mit  den  zugehr>ris: 
Constructionen  gebracht.  — 

Die  projective  Geometrie  umfasst  bekanntlich  in  gewissem  Sin  i 
ausser   der   Euklidischen,   auch   die  Nicht-Euldklwctie   Geometrie,    A 
diese   letzte  ist   daher   das   besprochene  Erweiterungsprincip   ebeiif.^ 
anwendbar.     Die  Uebertragung  aus  der  Nicht- Euklidischen  Geomt - 
bekannter   Schlüsse    auf  die   gewöhnliche   Liniengeometrie   und  Ki* 
matik  hat  für  die  mitgetheilten  Untersuchungen  eine   ganz  besond» 
Bedeutung,  so   dass  dem  Buche  auch  recht  wohl  der  Nebentikl  .»A: 
Wendungen   der  Nicht-Euklidischen   Geometrie"  hätte  gegeben  wir^» 
können,  wenn  das  nicht  zu  irrigen  Annahmen  über  das  Maass  der  ic 
Ganzen    vom   Leser    zu    verlangenden  Kenntnisse    führen  müsste.    I* 
sämmtlichen   Constructionen    unseres  ersten  Abschnittes   gehören  li.  • 
her,  als  das  werthvollste  Resultat  aber  erscheint  dem  Verfasser  die  .:'. 
Anhang   vorgetragene  Anwendung    der   Nicht  -  Euklidischen  Geomtt: 
auf   die  Kinematik.      Li    dieser   umfassenderen    und    wegen   ihrer  B 
Ziehungen  zur  Erscheinungswelt  besonders  wichtigen  Discipliu  liii'> 
Untersuchungen,  die  von  scharfsinnigen  Mathematikern  zu  ganz  andtr :. 
Zwecken  angestellt  worden   sind,  eine  wohl  ziemlich  unerwartete  u  : 
dennoch  ganz  unmittelbare  Verwerthung.  — 


Von  demselben  Verfasser  erschien  im  gleichen  Verlag: 

Methoden  zur  Theorie  der  ternären  Formen. 

[Xn  u.  210  S.]     gr.  8.     1889.     geh.  n.  JK  6.— 
Eine  Darstellung   der  Grundlagen  der  sogenannten    symbolischen 
Methoden    der   Invariantentheorie,    die,    nach    Ansicht   des   Verfassers, 
\>ei    vielen   speciellen   Problemen    der    projektiven    Geometrie    das    ge- 
eignetste,  jedenfalls    das    eleganteste    analytische    Hülfsmittel    bilden. 
Die    Theorie    der   von    C  leb  seh    und    Gordan    angegebenen    Reihen- 
entwickelungen   wird   weitergeführt   und   der  Zusammenhang   mit   den 
Bt'grifFsbildungen   der  Lie' sehen   Gruppentheorie   ausführlich   erörtert. 
Ihe   mitgetheilte   Theorie   der  Diflferentialgleichungen  der   Invarianten, 
üi*    in     einen     einzigen    Ausdruck     zusammengefasst    werden,     geht 
i^esentlich  hinaus   über   Untersuchungen,   die   später  von   S.  Lie   und 
u.    Scheffers   in    deren   „Vorlesungen    über   continuirliche    Gruppen" 
Leipzig  1893)  veröffentlicht  worden  sind. 

Die  Beschränkung  auf  temäre  Formen  wurde  gewählt,  weil  die  ent- 
-[>reclienden  Untersuchungen  über  quatemäre  und  höhere  Formen  sich  in 
^ititm  zu  unvollkommenen  Zustande  befanden,  um  eine  zusammenfassende 
[  Ursteilung  zu  gestatten  (wie  es  übrigens  noch  heute  der  Fall  ist). 


Sphärische  Trigonometrie, 
orthogonale  Substitutionen  und  elliptische  Functionen. 

(Abhandlungen  der  Eönigl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften, 
Bd.  XX,  Nr.  n.     1893.) 

[148  S.]  Lex.- 8.  1893.  geh.  n.  ./Ä  5.— 
In  einem  ersten  Abschnitt  wird  aus  sphärischen  Dreiecken  eine 
Anzahl  von  endlichen  und  unendlichen  Gruppen  discreter  Substitutionen 
»ijgeleitet.  Es  wird  eine  Eintheilung  aller  sphärischen  Dreiecke  in 
zwei  Classen  vorgenommen,  die  bereits  Gauss  bekannt,  aber  wieder  in 
^  »-r^essenheit  gerathen  war. 

Der  zweite  und  dritte  Abschnitt  handeln   von  Darstellungen    ge- 
ivisser  goniometrischer  Functionen  der  Seiten  und  Winkel  eines  sphä- 
rischen Dreiecks  durch  eindeutige  Functionen  unabhängiger  Parameter 
ixlso  von  der  sogenannten  Uniformisiining  der  Formehi  der  sphärischen 
Trigonometrie). 

Jm  zweiten  Abschnitt  werden  unter  Anderem  die  Cosinus  der 
>t-iten  und  Winkel  eindeutig  ausgedrückt  durch  die  Coefficienten  einer 
ternären   orthogonalen  Substitution  und  damit  durch  die  zugehörigen 


vm 

Euler*schen  Parameter.  Daraus  ergiebt  sich  eine  Abbildung  der  splu 
rischen  Dreiecke  auf  den  Punktraum,  in  deren  Theorie  die  sogenaMtPi 
desmischen  Tetraeder  und  die  Kummer'sche  Configuration  auftretei. 
femer  eine  in  der  Ebene  ausführbare  Construction  der  Winkel  aus  ^^ 
gebenen  Seiten  und  umgekehrt 

Im   dritten  Abschnitt   wird   die   Ton   Lagrange   gefundene  Dar 
Stellung  sphärischer  Dreiecke  durch  elliptische  Functionen  auf  ortht 
gonale  Substitutionen  übertragen,  im  Rahmen  der  Weierstrass'sclkii 
Theorie   auf  eine    elegantere   Form    gebracht,    und   ausserdem   verall 
gemeinert.     Der  Zusammenhang  zwischen  den  Additionstheoremen  dfr 
Fimctionen  5^i,  G^u,  S^w,  SjW  wird,   auf  Gfrund  gruppentheoretiab»^ 
Ueberlegungen,    zum    ersten   Male    vollständig    dargelegt.      Die   dr< 
gliedrigen    (Weierstrass'schen)    Additionstheoreme   —    256    an  il» 
Zahl    —  werden   auf  16  Familien  von  je  16  vertheilt,   und  alle  zi 
sammen  werden  durch  ein  übersichtlich  gebautes  System  von  linear 
Gleichungen  dargestellt.     Zu  jeder  der  16  Familien  gehört  ein  Syst: 
von  Additionstheoremen    des   Jacobi'schen  Typus,   das    aus   den  ir 
nannten  linearen  Gleichungen  durch  elementare  Eliminationen  hervorger:i 

Eine  Berichtigung  und  verschiedene  Ergänzungen  finden  si- 
Leipz.  Ber.  1895,  S.  553,  und  Amer.  Journal  of  Mathematics,  Bil.  I' 
(1894),  S.  156. 


Bestell-ZetteL 

BuchhandJaiig 

in  bestellt  der  Unterzeichnete  hiermit  au* 

dem  Verlage  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  [zur  Ansicht]: 

E.  Study,   Geometrie   der   Dynamen.     [XIII  u.  603   S.]     gr.  8. 
1903.     geh.  n.  J(.  2i,—     In  Halbfranz  geb.  n,  JC  23.— 

Auch  in  2  Lieferungen: 
I.  Lieferung  geh.  n.  Ji.   7 .  60. 

-    _     —  ji   Lieferung  geh.  n.  ^  13.40. 
Methoden  zur  Theorie  der  ternären  Formen.  [Xnu.210lS.] 

gr.  8.     1889.     geh.  n.  A  Q.— 
Sphärische  Trigonometrie,  orthogonal©  Substitutionen 

und  elliptischeFunctionen.  [148S.]Lex.-8. 1893.  geh.n.,/Ä[5.— 

Ort,  Wohnung:  UntersohrUt : 


Das  NIchtgewfiDtehte  bitte  d«relmttr«telieB. 


Soeben  erschien; 

B.  6.  TEUBNER'S  SAMMLUNG  VON  LEHRBÜCHERN 

ATTF   DEM   GEBIETE   DER 

MATHEMATISCHEN  WISSENSCHAFTEN 

MIT  EIN8CHLUSS  IHRER  ANWENDUKOEK. 
BAND  IV,  2. 


THEORETISCHE  AEITHMETIK 


VON 


Db.  OTTO  STOLZ  und         Db.  J.  A.  GMEINER 

FAOnUlOB  ▲.  D.  TTHrrBBSTTÄT  mrSBSUCK.  ▲.  O.  PKOF.  ▲.  D.  DSUTSCBaN  UVnrBRBZTlT  PRAG. 


ZWEITE  ABTHEILÜNG. 

DIE  LEHEEN 
<»N  DEN  REELLEN  UND  VON  DEN  COMPLEXEN  ZAHLEN. 

ZWEITE  UMGEARBEITETE  AUFLAGE 

DER  ABSCHNITTE  V— VIU,  X,  XI  DES  I.  UND  I,  H,  V  DES  H.  THEILES 
DER  VORLESUNGEN  ÜEBER  ALLGEMEINE  ARITHMETIK  VON  0.  STOLZ. 


MIT  NEUNZEHN  FIGUREN  IM  TEXT. 

Ariihinetik  hat  hier  die  nämliche  Bedentong  wie  früher  „all- 
^'^  meine"  Arithmetik  (Arithmetica  miiversaUs  oder  speciosa);  es  ist 
also  damit  die  Lehre  vom  Rechnen  mit  den  durch  Buchstaben  (species) 
dargestellten  reellen  und  gemeinen  complexen  Zahlen  gemeint.  Das 
Beiwort  ^universalis''  hat  indess  in  der  letzten  Zeit  einen  anderen 
Sinn  angenommen;  indem  Sylvester  u.  A.  unter  „universal"  Algebra 
Me  Lehre  von  den  Grossen  und  Zahlen  im  weitesten  Sinne  dieser 
U^orte  verstehen.  Dem  gegenüber  ist  die  ehemalige  „allgemeine'' 
AriÜimetik  zur  „gewöhnlichen"  oder  „gebrauchlichen"  geworden. 


11  Vorrede. 

Wir  wollen  aber  die  reellen  und  gemeinen  complexen  Zahln 
nicht  bloss  für  sich,  sondern  als  Unterarten  allgemeinerer  Begriff 
der  Grösse  und  des  complexen  Zahlensjstemes  aus  beliebig  rieltL 
Einheiten,  betrachten.  Demnach  werden  auch  diese  Gregensiände  du 
Untersuchung  bilden  imd  zwar  soll  dieselbe  bis  dahin  geführt  werde:. 
wo  die  Zahlenarten  der  gewöhnlichen  Arithmetik  sich  von  Omen  ai^ 
zweigen. 

Auf  eine  Einleitung  über  den  örössenbegriff  folgt  zunächst  di 
Lehre   Ton   den   natürlichen,   hierauf  die  Lehre  von   den   rationaiti 
Zahlen.     Die  letztere  wird  sowohl  nach  dem  analytischen,  als  an 
nach  dem  synthetischen  Verfahren  dargelegt.    Besondere  Aufinerbaii: 
keit  haben  wir  hier,  wie  auch  später,  der  bisher  etwas  vernachlässigt' 
Theorie  des  Rechnens  mit  den  Decimalzahlen  geschenkt. 

Die  Arithmetik  ist  erst  eine  selbständige  Wissenschaft  geword^i 
seitdem  es  gelungen  ist^  die  Lehre  von  den  irrationalen  Zahlen  oli: 
den  Beistand  der  Geometrie  zu  entwickeln.  Wir  haben  sie  im  VH.  A 
schnitte  nach  G.  Gantor  und  Gh.  Meray  dargestellt,  weil  das  v 
diesen  Gelehrten  ersonnene  Verfahren  die  vollständige  Durchfohrir:: 
derselben  am  leichtesten  gestattet.  Dabei  wird  dann  auch  gezei^"^ 
dass  die  Verhältnisse  der  geraden  Strecken  den  Cantor'sehen  reeliti 
Zahlen  gleichgesetzt  werden  dürfen. 

An  den  Abschnitt  über  die  irrationalen  Zahlen  schliesst  si . 
einerseits  die  Lehre  von  den  reellen  Potenzen,  Wurzeln  und  Log 
rithmen  als  die  am  nächsten  liegende  Anwendung  dieser  Zahl« 
andererseits  die  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen  mit  reellen  Glied«  r: 
Pflegen  wir  ja  eine  irrationale  Zahl  als  Summe  von  unendlich  riel^ 
rationalen  Zahlen  anzusehen. 

Das  System  der  reellen  Zahlen  wird  durch  Hinzufügung  ntrJ ' 
Zahlen  zu  dem  der  gemeinen  complexen  Zahlen  erweitert.  Damit  i^: 
die  gewöhnliche  Arithmetik  abgeschlossen;  denn  unter  den  Systemer 
von  complexen  Zahlen  aus  mehr  als  zwei  Einl^eiten  befindet  sich  Iv'r.i 
einziges,  wofür  die  nämlichen  Rechnungsregeln  wie  für  die  gemein'^' 
complexen  Zahlen  ohne  Ausnahme  gelten.  Beim  Beweise  dieser  B 
hauptung  gelangen  vdr  zum  Satze,  dass  selbst  wenn  wir  von  die>'" 
Regeln  die  Commutativität  des  Products  aufgeben,  doch  nur  ^u 
Zahlensystem  möglich  ist:  die  Quatemionen. 

Die  gemeinen  complexen  Zahlen  lassen  sich  geometrisch  dnr:L 
die  Vectoren  in  der  Ebene  darstellen  und  es  entsprechen  den  Ti^r 
Rechnungsarten  mit  denselben  gevirisse  planimetrische  Constructionei: 
Die  trigonometrische  Form  ihrer  Ergebnisse  ist  vnederum  fUr  di- 
Arithmetik  von  Wichtigkeit,  indem  man  mit  Hilfe  derselben  leich* 
die  m^^  Wurzeln  aus  einer  gemeinen  comi)lexen  Zahl  ermitteln  kaun 

Nunmehr  erhebt  sich  von  selbst  die  Frage  nach  der  ErklaniriL 
der  Potenz  für  complexe  Werthe  der  Basis  und  des  Exponenten.   ^'' 


Vorrede.  m 

knüpfen  sie  nach  einem  Ton  Cauchy  angedeuteten  und  von  Schlo- 
milch  wirklich  durchgeführten  Verfahren  unmittelbar  an  die  Lehre 
vrin  der  absoluten  Potenz  an.  —  Den  Schluss  des  Werkes  bilden  die 
^Timdlegenden  Sätze  über  die  unendlichen  Reihen  mit  complexen 
Gliedern. 

Das  von  den  soeben  erwähnten  Gegenständen  gebildete  Gebiet 
lässt  sich  dadurch  kennzeichnen,  dass  zur  Behandlung  derselben  der 
Begriff  der  stetigen  Function  nicht  erforderlich  ist.  Freilich  muss 
laun  auf  eine  nach  allen  Seiten  erschöpfende  Entwickelung  des  Be- 
iinfiFs  der  complexen  Potenz  verzichtet  werden. 

Der  Inhalt  des  Werkes  deckt  sich  zum  grössten  Theile  mit  dem 
ler  Abschnitte  I— Vni,  X  Nr.  1—12,  XI  Nr.  2—6  des- ersten  und  der 
Abschnitte  I,  11,  V  Nr.  1 — 5  des  zweiten  Theiles  der  „Vorlesungen 
iber  allgemeine  Arithmetik*'  Ton  0.  Stolz.  Diese  Abschnitte  er- 
oheinen  hier  in  einer  neuen  Bearbeitung.  Insbesondere  sind  am 
iL— V.  des  ersten  und  am  I.  des  zweiten  Theiles  bedeutende  Aende- 
nmgen  Yorgenommen  worden.  Im  letztgenannten  Abschnitt.e,  welchem 
-er  X.  des  vorliegende^  Werkes  entspricht,  wurden  die  Untersuchxmgen 
rni  Weierstrass  und  Dedekind  über  die  complexen  Zahlen  mit 
'/  Einheiten  durch  den  oben  angezogenen  Satz  von  Frobenius  über 
iie  Qnatemionen  ersetzt.  Neu  hinzugekommen  ist  der  XII.  Abschnitt 
.i'bst  dem  darauf  sich  beziehenden  Theile  des  VIII.  Nr.  12 — 19  des 
X.  und  der  XII.  Abschnitt  sind  von  Gmeiner  ausgearbeitet.  Sämmt- 
iiclie  Abschnitte  mit  Ausnahme  des  I.  und  Y.  sind  mit  einschlägigen 
Tebungen  versehen,  welche  manchmal  zur  Fortführung  der  vorher- 
ihenden  Lehren  dienen  können. 

Wir  beabsichtigen  auch  die  in  diesem  Buche  nicht  berücksichtigten 
Abschnitte  der  „Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik''  in  neuer 
Vif  läge  als  ein  eigenes  Werk  unter  dem  Titel:  „Einleitung  in  die 
! \mctionentheorie  nach  Weiersfirass"  herauszugeben. 

Will  der  Leser  bloss  einen  systematischen  Aufbau  der  Arithmetik 
v^nnen  lernen,  so  kann  er  den  5.  und  6.  und,  falls  er  der  ebenen 
Irigonometrie  mächtig  ist,  auch  den  11.  Abschnitt  übergehen.  Der 
•  Abschnitt  erörtert  nämlich  im  Rahmen  einer  allgemeineren  Unter- 
t'liung  die  Eigenschaften  des  Systemes  der  geraden  Strecken  und 
'•r  11.  beschäftigt  sich  mit  dem  Rechnen  mit  den  Vectoren  in  der 
'>>ene,  wobei  die  Grundformeln  der  Trigonometrie  sich  ergeben. 
Wahrend  diese  beiden  Abschnitte  eigentlich  in  die  moderne  Geometrie 
•inschlagen,  behandelt  der  6.  einen  Gegenstand  der  alten  Geometrie, 
üe  Euclid'sche  Verhältnisslehre.  Diese  Lehre,  obwohl  an  sich  heut- 
zutage entbehrlich,  verdient  als  das  klassische  Muster  der  Grössen- 
'iJdung,  von  deren  Grundsätzen  auch  wir  ims  leiten  lassen,  einen 
f'iatz  in  unserm  Werke. 

Innsbruck  und  Prag.  Stolz.      Gmeiner. 
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Zur  Einführung. 


Italien  ist  seit  zwei  Jahrzehnten  das  eigentliche  Zentrum  fort- 
schreitender Arbeiten  auf  dem  Gebiet  der  projektiven  Geometrie. 
Dies  ist  in  Fachkreisen  bekannt  genug,  und  in  der  Tat  bildet  die 
italienische  Sprache  für  die  Verbreitung  theoretischer  Kenntnisse  kein 
ernstlicheB  Hindernis.  Aber  die  italienischen  Forscher  sind  längst 
nach  praktischer  Seite  weitergegangen:  sie  haben  es  nicht  verschmäht, 
aus  ihren  Forschungen  pädogische  Folgerungen  zu  ziehen.  Die  sehr 
bemerkenswerten  Lehrbücher  für  Hoch-  und  Mittelschulen,  welche 
solcherweise  entstanden  sind,  können  den  weiten  Kreisen,  für  die  sie 
Interesse  haben,  nur  durch  geeignete  Übersetzungen  zugänglich  ge- 
macht werden.  Und  daß  dies  geschieht,  erscheint  gerade  in  Deutsch- 
land um  so  erwünschter,  als  unsere  Lehrbuchliteratur  den  Kontakt 
mit  der  vorwärts  drängenden  Forschung  gar  zu  sehr  verloren  hat. 
Übersetzer  und  Verlagshandlung,  welche  uns  hier  eine  deutsche  Über- 
tragung der  projektiven  Geometrie  von  Enriques  vorlegen, 
dürfen  also  von  vornherein  vielseitiger  Zustimmung  sicher  sein. 

Es  erübrigt,  daß  ich  über  den  besonderen  Inhalt  des  Buches 
einiges  Empfehlende  sage.  Es  fehlt  ja  bei  uns  nicht  an  anregend 
geschriebenen  Werken,  die  zur  Einführung  in  die  projektive  Geome- 
trie geeignet  sind,  aber  ich  kenne  keines,  welches  den  systematischen 
Aufbau  dieser  Disziplin  in  einer  dem  heutigen  Stande  der  Wissen- 
schaft entsprechenden  Form  in  so  durchsichtiger  und  gleichzeitig  so 
vollständiger  Weise  darböte,  wie  das  vorliegende.  Dabei  ist  die  Dar- 
stellung überall  anschaulich  und  doch  vöUig  streng,  wie  man  es  nach 
den  scharfsinnigen  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  projek- 
tiven Geometrie,  welche  in  früheren  Aufsätzen  des  Verfassers  nieder- 
gelegt sind,  nicht  anders  erwarten  wird.  Besonders  bemerkenswert 
ist  die  Behandlung  des  Metrischen:  die  klare  Herausarbeitung  seiner 
Begründung  durch  das  „Absolute",  —  daher  die  Betonung,  daß  dieses 
Absolute   gegeben  sein  muß  (in  der  Ebene  etwa  durch  einen  Kreis 
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mit  bekanntem  Mittelpunkte),  wenn  es  sich  um  die  projektive  Losung 
metrischer  Aufgaben  bandelt  — ,  die  Herleitung  von  Kreiskonstruk- 
tionen aus  Eegelscbnittkonstruktionen,  die  Untersuchung  metrischer 
Dinge  in  der  unendlich  fernen  Ebene  etc.  etc. 

Es  ist  nicht  zu  zweifeln,  daB  Enriques'  Buch  sich  in  der  deutschen 
Übertragung  ebenso  zahlreiche  Freunde  erwerben  wird,  wie  im  italieni- 
schen Original.  Vielleicht  gestattet  der  Erfolg,  den  ich  erwarte,  recht 
bald,  daß  demnächst  auch  die  interessanten  Studien,  welche  Enriques 
vor  kurzem  über  Fragen  der  Elementargeometrie  veröiSentlicht  hat'), 
dem  deutschen  Publikum  in  Übersetzung  vorgelegt  werden. 

Göttingen.  j,^  ^1^5,^^ 


1)  Questioni  riguardanti  la  geometria  elementare.  Bologna,  Zanichelli,  1900, 
von  denen  z.  Z.  eine  dentsche  Ausgabe  von  H.  Fleischer  fclr  den  Verlag  von 
B.  G.  Teubner  besorgt  wird. 
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Der  Verfasser  hatte  bei  den  Übungen  in  seinem  Seminar  für 
„wissenschaftliches  Rechnen^'  schon  vor  längerer  Zeit  damit  begonnen^ 
den  Teilnehmern  die  zur  Vorbereitung  erforderlichen  mathematischen 
EntwicMnngen  autographiert  in  die  Hand  zu  geben,  um  dadurch  Zeit 
für  die  Beschäftigung  mit  besonderen  Aufgaben  zu  gewinnen.  Diese 
Au&eichntuigen  werden  hier  in  etwas  erweiterter  Gestalt  der  ÖjQfentlich- 
keit  übergeben^  da  es  sich  um  Dinge  handelt^  für  die  es  bisher  an  einer 
handlichen  Zusammenstellung  fehlte^  und  die  überdies  außerhalb  des 
Kreises  der  berufsmäßigen  Rechner  keineswegs  so  bekannt  sind,  wie 
sie  es  bei  ihrer  erprobten  Nützlichkeit  verdienen. 

Die  Darstellung  ist,  da  es  sich  in  erster  Linie  um  einen  Leit- 
faden für  den  akademischen  Unterricht  handelt,  auf  die  zum  Verständnis 
anentbehrlichen  Entwicklungen  beschränkt:  der  Lehrer  ist  ohnehin 
genötigt,  bei  der  Auswahl  und  Erläuterung  der  jedesmal  zu  stellenden 
Aufgaben  auf  die  Vorbildung  der  Zuhörer  Rücksicht  zu  nehmen. 
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Mathematik.  Ein  Handbuch  für  Lehrer  und  Studierende. 
In   3   Bänden. 
L  Band:  Elementare  Algebra   und  Analysis.     [XVI  u.   446   S.] 

gr.  8.     1903.     hl  Leinw.  geb.  u.  JL  %,— 
n.      —     Elementare  Geometrie.     1904.     [Unter  der  PresseJ 
ni.      —      Anwendungen  der  Elementarmathematik.  1904.  [ü.d.PrJ 


Ort,  Wobuung: 


Unterschrift : 


Dai  nicht  Gewünschte  bitte  gell,  dnrchiutreiehen. 
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Über  die  gtinstigsteii  PimktlAgeii  beim  „Einsclmeideii". 

Von  Otto  Egoert  in  Berlin. 
(Mit  einer  Doppeltafel  in  Lithographie.) 

Seit  fast  drei  Jahrhnnderten  werden  die  einfachen  trigono- 
metarischenPimktbeBtimmungen  durch  „Vorwärtsabschneiden"  „Seitwärts- 
abselineiden"  und  ^^Rückwärtseinschneiden"  Ton  allen  Geodäten  praktisch 
ausgeübt.  Fast  ebenso  alt  ist  wohl  das  Bestreben^  sich  über  die 
Eiafiüsse  der  Messungsfehler  in  der  Anwendung  dieser  Methoden  bei 
versehiedeaer  Lage  der  in  Betracht  kommenden  Messungspunkte 
Rechenschaft  zu  geben,  und  einzelne  Beziehungen  sind  wohl  bald  nach 
der  Erfindung  der  Messungsmethoden  erkannt  worden.  Die  Unter- 
suchungen ergaben  jedoch  selten  übereinstimmende^  häufig  sogar  sich 
widersprechende  Resultate^  je  nach  den  Voraussetzungen,  Ton  denen 
man  fiasging^  oder  auch  nach  dem  Genauigkeitsmaß,  das  zur  Anwendung 
gelangte.  Erst  die  Entwicklung  der  Fehlertheorie;  und  namentlich 
die  Ginfübrung  der  Fehlerellipse  gaben  geeignete  Mittel,  einwandfreie 
Untersnehungen  über  die  beste  Ausnutzung  der  drei  Methoden  an- 
zustellen. Die  Arbeiten  Ton  Helmert  und  Jordan^)  sind  auf  diesem 
Gebiet  grundlegend  gewesen. 

In  der  erstgenannten  Abhandlung  wird  in  dem  hier  in  Betracht 
konimeDden  Teil  vorzugsweise  die  Vergleichung  der  Genauigkeit  der 
einzelnen  Methoden  bei  Aufwendung  gleicher  Mühe  auf  Grund  der 
Fehlertheorie  durchgeführt,  wahrend  Jordan  die  Genauigkeit  yer- 
fichiedener  Falle  der  einzelnen  Methoden  mit  einander  vergleicht. 

Wenn  es  auch  nie  möglich  sein  wird,  allgemeine  Gesetze  auf- 
xustellen,  die  im  stände  sind,  die  Fragen  der  Praxis  erschöpfend  zu 
beantworten,  so  gibt  es  doch  sehr  viele  praktische  Fälle,  in  denen  die 
gefundenen  Gesetze  mit  Vorteil  angewendet  werden  können. 

1)  Helmert,  Stndien  über  rationelle  Vermessnngen  im  Gebiete  der  höheren 
Geodäsie.  ZeiUchi.  t  Matb.  u.  Phys.  Bd.  Xm  1868.  S.  73  a.  ff.  Jordan,  Über 
die  Genattig'keit  einlaeher  geodätischer  Operationen.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys. 
Bdp^-ffHr  1Ö71.  S.  397  ü.  ff.  Vgl.  auch  Handbuch  der  Vermesanngekunde. 
$!Auü.    Bd.  I.     1888.    S.  296  n.  ff. 

Zsiuebrlft  f  Mjith«[oiit[k  Q.  PLjtlk.  49.  Band.  1903.  2.  Heft.  10 
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In  der  vorliegenden  Abhandlung  ist  die  Fn^e  nach  der  günstigsten 
PankÜ^e  bei  den  einzelnenen  Methoden  hauptsachlich  Gegenstand  der 
Erörterung.  * 

Da  die  Untersuchungen  von  der  Fehlerellipse  ausgehen^  so  sollen 
zunächst  auf  einfachem  Wege  die  Formeln  der  FehlereUipse  entwickelt 
werden. 

I.  Die  FeMerellipse. 

Zur  Bestimmung  der  rechtwinkligen  Koordinaten  x  und  y  eines 
Punktes  P  seien  die  Fehlergleichungen 

h  —  h  +  ^^  +  ^^y 

mit  gleichen  Gewichten  gegeben^  worin  die  A  die  Yerbessenmgen  der 
Beobachtungen  ly  und  die  a  und  h  gegebene  Koeffizienten  sind.  Hieraus 
geht  bekanntlich  das  folgende  System  der  Normalgleichungen  hervor: 

\ad\x  +  \ah\y  -  [aq  =  0 

[a6>+[66]y-[6r|  =  0, 

aus  dem  die  Werte  der  Unbekannten  und  deren  Gewichte  berechnet 
werden  können. 

Drehen  wir  nun  das  Koordinatensystem  rechtslaufig  um  den 
Winkel  q>y  und  bezeichnen  die  Koordinaten  des  Punktes  P  im  neuen 
System  mit  x'  und  y\  so  ist 

x'  ^      X  cos  9  -f  y  sin  9 

y'  =  —  flj  sin  g?  +  y  cos  q> 

oder  in  einfacher  Form 

x'  ^      ux-^-  vy 
y'  =  —  «a:  +  uy. 

Da  also  x'  und  y'  lineare  Funktionen  von  x  und  y  sind,  so  er- 
halten wir  für  die  Gewichte  von  x'  und  y'  nach  der  Ausgleichung 

_L—  <^'      (<*-^)' 

9y'       [aa]  +  [66.1]' 


worin  bekanntlich 
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^         ^  [aa] 


ist. 


^         ^  '   [aa] 

^ C0B*9   ,     (l(^<'^]  Bin  9  —  [ah]  cob  9)' 

9,'  "  "M"  "^  ([aa][66]~[a6][a6])[aa] 

1         sin*  9   .     ([00]  cob  qp  -(-  [a^]  Bin  9)' 
SV  ^  "MT  "^  ([aa]  [2^^ -  [«6]  [oft]) [aa] 

oder  umgeformt 

1        ([66]  —  [gg])  cob*  y  —  [a6]  ain  29  -f  \.^^^ 
9^'^  [a«][66]-[g6]« 

Ist  y  derjenige  Wert  von  q),  f&r  den  —  ein  Maximum  wird^  so 

9x' 

haben  wir  zur  Bestimmung  von  y 

-  {\J>V\  -  [ad])  sin  2r  —  2[ah]  cos  2y  «  0 

i.    o  2[g6] 

^^r [56]l-[ga]' 

Wir  fflhren  nun  ftbr  9  eine  neue  Veränderliche  9'  ein^  die  yon 

der  Richtang  des  Itfaximums  yon  —  aus  gezahlt  wird^  so  daß 

9x' 

v^r  +  v 

ist.     Dann  geht  —  über  in 

1  ([66]  —  [gg])  (cob  y  cob  9'  —  sin  y  Bin  9^)' 

9^  [ag][66]-[g6]« 

[a6]  (sin  2y  cos  29'  4*  cob  2y  Bin  29^)  -f-  [ag] 
[gg][66]-[g6]» 

""  [^^[66rqS6]5  { (1^*^ ~ t^^l^ 

—  [<**]  (süi  2y  cos  2g)'  +  cos  2y  sin  2g?')  +  [aa] }  • 

Zur   Umformung   dieses  Ausdrucks    mit  Hilfe   des   vorstehenden 
Wertes  von  tg2y  haben  wir  die  bekannten  goniometrischen  Formeln 

tg2y  —  2[g6] 


sin  2y  » 
cos  2y  =» 


yi  +  tg«2y       V([66]  — [gg])«+4[g6]» 

1  ^  [66] -[gg] 

yi  +  tg»2y"V([66]-[gg])»  +  4[g6]» 


.    ,  1  — coB2y       V([66]  -  [gg])»  +  4[a6]»  —  ([66]  —  [gg]) 

'^  2  2y([66]  — [gg])«  +  4ia6]* 

10* 
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Hiermit  läßt  sich  —  leicht  umformen  in 
9,- 

1   _  [6b]  +  [gg]  +  V&V]  —  [aoD'  +  *[aq"*  (<»■*  y'  —  Bin'  y Q 
g,.  2([«g][66]-[gft]') 

_  ([»»fr]  +  [«»«]  +  V(P>]  —  [«aJ'  +  *[gftp)  cob'  y' 
2  ([gg]  [66] -[«&]«) 


,   ([66]  +  [gg]  -  y([66]  -  [gg])'  +  *[«&]')  irin'  y ' 
■^"  2([gg][66]-[g6]») 


Setzen  wir 


[66]  -f-  [gg]  +  y([66]  -  [gg])'  +  4[^'  _    ., 
2([gg][66]-[a6]')  ^' 

[66]  +  [gg]-V([66]-[gg])'  +  4[g6]'       ^^ 
2([go,[66]  — [g6]')  ' 

SO  ist  die  Gleichung 

(2)  —  -  il»  cos»  9'  +  B»  sin*  9»; 

bekanntlich  die  Polargleichung  der  FaBpunktBkurve  einer  Ellipse   mit 
den  Halbachsen  A  and  B. 

Für  —  läßt  sich  das  Ergebnis  sofort  hinschreiben;  da  in  (2)  nur 
fp'  durch  90®  +  g>'  zu  ersetzen  ist. 
(2*)  —  -  ^«  sin«  9>'  +  B«  cos«  9>'. 

9y' 

Denken  wir  uns  die  dem  Punkte  P  nach  aUen  Richtungen  hin  zu- 
konimenden  mittleren  Fehler  als  Strecken  aufgetragen  und  durch  ihre 
Endpunkte  Normalen  gelegt^  so  schließen  alle  diese  Normalen  eine 
Ellipse  eiU;  die  die  ^^mittlere  Fehlerellipse^  genannt  wird;  und  deren 
Halbachsen  A^l  und  B/x  sind,  wenn  fi  den  mittleren  Fehler  der  Gewichts- 
einheit bezeichnet.    Das  Azimut  y  der  großen  Achse  ei^bt  sich   ans 

(»)  ^^r-^^h- 

Die  Größen  A  und  B  sind  abhangig  von  den  drei  Koeffizienten 
\aa\  [bh]  und  [ah]  der  Normalgleichungen.     Setzen  wir 


M  =  «    und    f^-^, 
[ag]  [og]       '^' 


80  ist 


A*  \aa\  -  «+l+V(«-t)'+*l?' 
^  LOOJ 2(«-<»«)  ' 

■°  '^""J  2(c-(»')  ' 
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wodnrch  einerseits  die  Berechniuig  der  Fehlerellipse  erleichtert  ist, 
andrerseits  aber  aach  die  Möglichkeit  gegeben  wird^  die  Größen  Äy[aä] 
und  JffJ/[ao]  in  Tafeln  mit  den  beiden  Argumenten  cc  und  ß  znr  Dar- 
stellnng  zn  bringen.  In  Fig.  1  (siehe  Tafel)  ist  eine  solche  Tafel  an- 
gedeutet unter  der  Voraussetzung;  daß  man  die  Unbekannten  x  und  y 
ans  der  Ausgleichung  in  dm  erhält    Ist  [&6]  >  [ad],  so  ist 

[aa]  j      [ab]       ^ 

zu    setzen,    und    die   Tafel    gibt   dann   die   Werte  von   AYllh]  und 

Bei  Benutzung  einer  solchen  Tafel  macht  die  Berechnung  der 
Fehlerellipse  weniger  Mühe  als  die  der  mittleren  Fehler  in  den  Ko- 
ordinaten X  und  y,  die  oine  Beurteilung  der  Genauigkeit  der  Punkt- 
bestinunung  nur  nach  zwei  Richtungen  hin  gestatten. 

Die  Ausdrücke   -ß=z  und  -—  geben  die  gleichzeitigen  mittleren 

Verschiebungen  des  Punktes  P  in  zwei  aufeinander  senkrecht  stehenden 
Richtungen  an.  Es  laßt  sich  nun  die  aus  diesen  beiden  mittleren 
Verschiebungen  resultierende  mittlere  Gesamtverschiebung  berechnen. 
Wir  geh«n  hierzu  auf  die  von  C.  F.  Gauß  gegebene  Definition  des 
mittleren  Fehlers  zurück.  Bezeichnen  wir  die  in  zwei  aufeinander 
senkrechten  Richtungen  auftretenden  wahren  Fehler  mit  s^  und  s^,  so 
ist  der  wahre  Fehler  des  Punktes 


und  wenn  wir  nun  für  b^  und  s^  einen  stetigen  Verlauf  zwischen  be- 
stimmten Gh-enzen  —Bi,  +bi  und  —  en,  +  £n;  außerhalb  deren  sie  nicht 
mehr  yorkommen  sollen;  annehmen,  so  ist  f&r  den  mittleren  Fehler 
des  Punktes  nach  C.  F.  Gauß 

worin  q>{^)  bekanntlich  die  Wahrscheinlichkeit  yon  ^  ist.  Es  ist 
aber  q>{jd)  =  9(^)9(^9)9  ^^^ 

-•i-'n 
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Wenn  wir  nun  yon  der  Annahme  des  stetigen  Verlaufe  von  s^  und  e, 
absehen  und  a^  und  s^  gleichsam  sprungweise  um  ds^  und  de^  wachsen 
lassen,  so  können  wir  ftir  Jf  ^  auch  setzen 

-|- 30    4-  OD 


—  OD  —  OD 


wobei  aber  berücksichtigt  werden  muß,  daß  jetzt  q>(s^  -  ds^  und  ^(e,)  •  Je, 
die  Wahrscheinlichkeiten  daf&r  bezeichnen,  daß  e^  und  £,  in  den  Inter- 
▼allen  £^  bis  s^  +  da^  und  e^  bis  b^  +  de^  liegen.^)  Gleichzeitig  sind 
die  Grenzen  der  Integrale  von  —  (x>  bis  +  (x>  ausgedehnt,  was  nach  der 
Definition  von  fj  und  %  zulassig  ist.    Demnach  ist 

^—  OD  —  OD  •—  00  ~—  OD 

Da 

+  » 


ß 


fp{x)dx  =1,       /  x^(p(x)dx  =  ftj 

—  OD  —  OD 

ist,  so  bleibt 


•.t       „t 


Aus  (2)  und  (2*)  erhalten  wir 

(4)  ]iP^(i\Ä^  +  B^, 

woraus  ersichtlich  ist,  daß  M  von  der  Richtung  der  Koordinatenachsen 
unabhängig  und  deshalb  sehr  gut  zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  der 
Punktbestimmung  geeignet  ist 

Was  nun  die  Frage  nach  der  günstigsten  Punktbestimmung  an- 
betrifft, so  kann  man  zunächst  diejenige  Bestimmung  als  die  günstigste 
bezeichnen,  in  der  die  Halbachsen  der  Fehlerellipse  möglichst  klein 
sind,  was  durch  das  Minimum  von  M  ausgedrückt  wird  Zweitens 
kann  man  aber  auch  die  Beding^ung  der  nach  allen  Richtungen  hin 
gleichmäßig  guten  Bestimmung  stellen,  die  durch  eine  kreisförmige 
Fehlerellipse  mit  möglichst  kleinem  Radius  erfüllt  wird.  Im  folgenden 
sollen  beide  Gesichtspunkte  erörtert  werden,  der  erstere,  weil  er  ein- 
wandsfreier  ist,  der  letztere,  weil  er  zu  einfachen  geometrischen  Be- 
ziehungen führt 


1)  Vgl.  Helm  ort,  Die  AuBgleichungsrechnung  nach  der  Methode  der  kleinsien 
Quadrate.    Leipzig  1872.  S.  16. 
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IL  Vorw&rtsabBolULeiden. 

Ein  Punkt  P  sei  durch  Messung  zweier  Winkel  Ton  gleichem 
Gewicht  von  zwei  gegebeaen  Festpunkten  aus  bestimmt  Obgleich 
keine  überschüssigen  Messungen  Yorliegen,  können  wir  doch  die  Fehler- 
gleichungen zur  Gewichtsbestimmung  aufi^tellen.     Sie  lauten 

^  =  -  ^  +  Oia;  +  6jy, 

worin  x  nnd  y  die  Koordinaten  von  P,  die  a  und  b  die  bekannten 
Richtungskoeffizienten  bezeichnen.    Nach  (1)  haben  wir  dann 


A^       M  +  bl  +  al  +  al+y(!b\  +  bl--al^aiy  +  ^{a,b,+i;;bJ' 
^   -  2(aJ  +  aJ)(5J  +  65)-2(a,6,+(i,6,)« 

Smd  die  Azimute  der  Yisierstrahlen  von  P  nach  den  Festpunkten  g?^ 
nnd  9>2y  ihre  Langen  Si  und  s^^  so  ist  bekanntlich 


sm  qp.     „         ,  008  qp.     ,/ 


Hiermit  geht  der  Zähler  von  A^  über  in 


und  der  Nenner  in 

^sin*(g)i-9,), 
nnd  hieraus 


Entsprechend  findet  sich 


/ex  ™       ^  +  gj  -  VW  +  gl)'  —  ^8\8l  Bin«  (y^  ~  y,) 

^^  ^  2r»«rin»(9,-9).) 

Wir  gehen  nun  nach  der  umstehenden  Figur  2  zu  rechtwinkligen 
Koordinaten  über.  ^i^t 

9i~9>2  =  y.      8inV  =  Tifr; 

sJ-»»  +  x«-aa;  +  ^,     ^  =  y«  +  a;»  + aaj  + ^,     y«  +  a;«  +  ^-^, 
A*  _(.**  +  V'*  -  «'y*)  («*  -  a*"") 
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um  Zahlenwerte  zu  erlangen,  setzen  wir  a=^lhm  und  (»''«206265 

und  erhalten  

^  =  ]/(^«  + 1/737.)  ?l=lf!. 4,85^ 


woraus  sich  J.  in  mm  ergibt. 

Setzen  wir  hierin  einen  bestimmten  Wert  von  A  ein,  so  stellt  die 

Gleichung  die  Kurve  dar,  die  alle  Punkte  mit  derselben  großen  Halb- 
achse der  Fehlerellipse  ver- 
bindet. Entsprechend  stellt  die 
Gleichung 


Flg.  r 


5=VV-l^=^ra-4,85 


dieselbe  Kurve  für  die 
Halbachse  B  dar. 

In  Fig.  3  (siehe  Tafel)  sind 
nach  diesen  beiden  Gleichnngen 
die  Kurven  för  verschiedene 
Werte  von  Ä  und  B  entworfen 
Sehen  wir  nun  denjenigen 
Punkt  als  am  besten  bestimmt 
an,  dessen  Fehlerellipse  in  einen 
Exeis  übergeht,  für  den  also  A  =  B  ist,  so  finden  wir  nur  einen 
einzigen  Punkt  ^  der  dieser  Bedingung  entspricht,  namUch  den,  bei 
dem  die  gleichlangen  Yisierstrahlen  sich  unter  einem  Winkel  von  90^ 
schneiden. 

Jordan  bezeichnet  für  das  Yorwärtsabschneiden  den  Winkel  von 
109®  28'  als  günstigsten  Schnittwinkel  gleichlanger  Yisierstrahlen,  indem 
er  von  der  Bedingung  der  kreisförmigen  Fehlerellipse  absieht  und  den 
Wert  von  M  möglichst  klein  macht.  Aber  selbst  unter  dieser  Yoraus- 
setzung  ist  der  Jordansche  Schnittwinkel  von  109^28'  nicht  unter 
allen  umständen  als  der  günstigste  zu  bezeichnen.  Nach  (5)  haben 
wir  nämlich 

A^  +  B"^ 


sj  +  sj 


^"sin»(qPi-9,)' 

und  da  für  den  günstigsten  Schnitt  nur  gleiche  Längen  ^  und  ^  in 
Betracht  kommen  können,  so  ist  nach  (4) 


TUT  ^V^ 


(6)  -      .    -^ 

^  '  *   ^    siny 

Hieraus  sieht  man,  daß  bei  konstantem  s  der  Wert  von  M  ein  Mini- 
mum erreicht,  wenn  y  =  90®  wird. 
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Da  s 


Ssm- 


;,  80  geht  (6)  über  in 


(7) 


M^(i- 


/'2y2"Bm«Jco8| 


Bei  konstantem  a  wird  M  hiernach  sein  Minimum  erreichen,  wenn 
2cos*|-8in»J-0    oder    1«J  =  t/2 


wird,  woraus  folgt 


y  =  109«  28'. 


Wenn  also  zwei  Festpnnkte  P^  und  P^  (Fig.  4)  gegeben  sind,  und 
der  Neupimkt  beliebig  ausgewählt  werden  kann,  so  wird  der  Punkt 
P  am  besten  bestimmt  sein. 

Wenn  aber  andrerseits  der 
Nenpnnkt  P  gegeben  ist  und 
beliebig  viele  Festpunkte  in 
gleicher  Entfernung  s  vor- 
handen sind,  so  wird  P  am 
besten  von  P[  und  Pi  aus 
bestimmt.  Dieser  letztere  Fall 
muß  z.  B.  beachtet  werden, 
wenn  in  einer  Netzskizze  zur  Bestinmiung  eines  Punktes  P  eine  Anzahl 
Ton  Yisierstrahlen  vorliegt,  von  denen  zwei  ausgewählt  werden  sollen, 
die  den  Punkt  P  als  Vorwärtsabschnitt  am  günstigsten  bestimmen. 

In  der  Eurventafel  Fig.  3  kann  man  leicht  diejenigen  Punkte 
finden,  in  denen  Ä^  +  B^  einen  bestimmten  konstanten  Wert  hat.  Ver- 
bindet man  solche  Punkte,  so  erhält  man  die  von  Jordan  a.  a.  0.  S.  301 
gegebenen  Kurven  gleich  genau  bestimmter  Punkte. 

In  Rücksicht  auf  die  späteren  Entwicklungen 
wollen  wir  noch  einen  einfacheren  Ausdruck  für 
den  mittleren  Fehler  M  beim  Vorwärtsabschneiden 
aufstellen.     Nach  (1)  und  (4)  ist 


Fig.  6. 


]iP 


^    [aa][bh]  —  [ahy 


Fassen  wir  nun  die  Koeffizienten  a  und  b  der 
beiden  Punkte  P^  imd  P,  als  rechtwinklige  Ko- 
ordinaten zweier  Punkte  p^  und  p^  auf,  so  erhalten  wir  die  neben- 
stehende Figur  5,  die  wir  als  „Abbildung'^  des  Urbildes  Fig.  2  be* 
zeichnen  wollen. 
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Ist  /l  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  op^,  so  findet  sich  leicht 

(8)  Jlf»  =  Mf-\^ 

nnd  für  den  Fall  gleich  langer  Yisierstrahlen,   die  sich  unter  einem 
Winkel  von  90^  schneiden 

worin  (i^  der  mittlere  Fehler  einer  Winkelmessnng  vom  Gewicht  1  ist. 
Ist  (i  der  mittlere  Fehler  einer  Richtongsmessung^  so  ist 

(9)  ilf=^^. 

m.  Buckwärtseinschneiden. 

a)  Rückwärtseinschneiden  mit  drei  Richtungen. 

Auf  dem  Punkte  P  seien  zur  Bestimmung  seiner  Koordinaten  nach 
drei  gegebenen  Festpunkten  P^^  P^^  P,  Richtungsmessungen  Ton 
gleichem  Gewicht  ausgeführt. 

Die  drei  Fehlergleichungen  dieser  Richtungen  sind  dann 

It'^^  —  k  +  ^h^  +  hy  —  ^f 

^  —  h  +  ^h^  +  hy  —  fff 

wobei  0  die  Orientierungsunbekannte  bezeichnet.     Hieraus  ergibt  sich 
bekanntlich  nach  Eliminierung  des  0 

'.  — «  +  («.-?)«  +  ^-^V 
^,__«+(^_a)«+(j._ffl),. 

Um   die   weitere  Entwicklung   etwas   zu   vereinfachen,   legen  wir  die 
positive   Richtung   der  Abscissenaohse   in   die  Richtung  (P,  PJ  und 

nehmen    — j^  =  -77    als    Längeneinheit    an.     Es    wird    dann   Oi  =  0, 
61  =-  —  1  und 

^ «  +  i(-a,-a,)rr  +  i(-2-&,-63)y 

i.--«  +  i(2a3-a,)a;  +  i(l -63  +  263)». 
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Um  die  günstigste  g^enseitige  Lage  der  vier  Punkte  zu  erörtern  ^  be- 
trachten wir  zunächst  den  Fall,  in  dem  die  Fehlerellipse  in  einen  Ereis 
übergeht  Bezeichnen  wir  die  Koeffizienten  von  x  und  y  im  letzten 
Gleichungssystem  mit  a'  und  h\  so  ergeben  sich  aus  (1)  für  J.'  =»  JS* 
die  Sedingnngen 

Bilden  wir  aus  den  vorstehenden  Fehlergleichungen  die  Koeffizienten 
[aa'^j  [6'6']  und  [a'^TJ,  so  nehmen  die  Gleichungen  (10)  die  folgende 
Form  an 

(11)  t«'«T-[^'^']='«i  +  «S-«»«3-6i"6S+M»-&,-&»-i=o. 

{a'l"]  «  0,  +  »8  —  Ob^s  -  «8&8  +  2ai&8  +  2a^\  =  0. 

Wir  wollen  nun  die  Lage  der  Punkte  P,  P^  und  P,  als  gegeben 
ansehen  und  die  Lage  des  Punktes  P,  den  Gleichungen  (11)  ent- 
sprechend aufsuchen. 

Hierzu  setzen  wir  der  Einfachheit  wegen 

Es  ist  dann 

(12)  "^"^ l(«|-6|-2&,-l)-*x, 

und  diese  beiden  Gleichungen  geben 

«,-±yT(i  +  fc,), 

Die  zweite  Gleichung  (12)  bedingt  verschiedene  Vorzeichen  koordinierter 
Werte  von  o^  und  ß^.    Es  findet  sich  endlich 

«,=^±(1  +  6,)  vT, 

(13)  fc       , 

Hiervon  können  wir  sofort  eine  Anwendung  machen,  indem  wir 

«»=■«1  =  1» 
9»,  =  120» 
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setzen  und  aus  den  Gleichungen  (13)  s,  und  9,  ermitteln.   Et  ist  also 

«1  =  0,  <h  =  Vi, 

b, 1,  6,  =  i, 

und  hieraus  findet  sich 

I.  a,  =  2i/|,  6,  =  -l, 

n.  «.--vT,  6,-  +  i 

und  die  Werte  von  5,  und  q>^  sind 


I. 

n. 


^3-=i,  vs^eo", 


% 


240«. 


Fig.  6. 


In  der  nebenstehenden  Fig.  6  sind  die  den  Ergebnissen  I  und  11  ent- 
sprechenden PunkÜ^en  gezeichnet.    Die  zweite  Figur  war  zu  erwarten, 

es  zeigt  sich  jedoch^  daB  der  durch  die 
erste  Figur  dargestellte  Fall  des  Rück- 
wärtseinschneidens  dem  andern  voll- 
s&idig  gleichwertig  ist. 

Wir  kehren  nun  noch  einmal  zn 

den    beiden    Gleichungen    (13)    zurück. 

Betrachten  wir   die   Großen  ct^,  6,,  o, 

und    &3    als   rechtwinklige   Koordinaten 

der    Punkte  p^    und   p^    und    nehmen 

hierzu  noch  för  den  Punkt  p^  die  Koordinaten  o^  =  0  und  6^  =  - 1, 

so   lehren  die   beiden  Gleichungen   (13);   daß   die   Punkte  p^  und  Pi 

mit   den   beiden   Pimkten  p^   zwei   gleichseitige 

Dreiecke  bilden^   die  die  Seite  PiP^  gemeinsam 

haben. 

Die  Lage  des  Nullpunktes  der  a  und  i 
hat  auf  die  Genauigkeit  der  Punktbestinunong 
keinen  Einfluß  ^  da  bei  der  Eliminierung  der 
Orientierungsunbekannten  0  aus  den  Fehler- 
gleichungen die  a  und  b  auf  den  Schwerpunkt 
des  Dreiecks  PiP^p^  bezogen  werden.  Einem 
gleichseitigen  Bieieclsi  p^p^p^  entsprechen  alsomi' 
endlich  viele  gleich  günstige  Punktlagen  P^Ps^s- 
Ein  Fall  bietet  hier  besonderes  Interesse.  Denken  wir  uns  die  beiden 
Punkte  P^  und  P,  gleich  weit  vom  Neupunkt  P  entfernt,  so  daß 
die  Richtungen  PP^  und  PP^  einen  Winkel  von  60®  einschließen, 
und  den  Punkt  P,  in  beliebiger  Richtung  unendlich  fem  liegend;  so 


Fig.  7. 


^3, 


r 


p. 


\ 
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fallt  p^  in  den  Nullpunkt  der  a  und  b,  nnd  das  Dreieck  PiP^p^  ist 
auch  {^eichseitig.    Die  Lage  der  Punkte  P  ist  also  auch  eine  günstige. 


Fig.  8. 


Flg.  9. 


/«*? 


^X 


Diese  Ergebnisse  führen  uns  dazu^  das  Koordinatensystem  der  a 
und  b  naher  zu  betrachten  und  seine  Beziehungen  zu  dem  ursprünglichen 
System  der  x  und  y  zu  untersuchen. 

Ein  Ejreis  vom  Radius  r,  dessen  Mittelpunkt  im  System  der  x  und  y 
die  Polarkoordinaten  6  und  y  hat,  wird  durch  die  Polargleichung 

r*  =«  5«  -j-  tf«  —  286  cos  (y  —  g)) 

dargestellt,  in  der  s  und  tp  die  laufenden  Koordinaten  sind.     Geht  der 
Kreis  durch  den  Nullpunkt  0,  so  ist 

5  «=  2r  cos  (y  —  g)) 


oder 


Bekamitlich  ist 


s  ^  2r  sin  y  sin  <p  +  2r  cos  y  cos  ip 
|-  =  8iny_^^    +cosy-^p. 


cos  9 


also 

(14) 


|-  «  a  sm  y  —  0  cos  y. 


2r 


Betrachten  wir  a  und  6  als  rechtwinklige  Koordinaten,  so  werden  nach 
Gleichung  (14)  alle  Kreise,  die  im  System  rc,  y  durch  den  Nullpunkt 
gehen,  im  System  der  a  und  b  durch  gerade  Linien  mit  den  Richtungs- 
winkeln y  dargestellt^) 

1)  Eine  Transfoxmation  der  Entfernungen  des  Neupnnktes  von  den  Fest- 
punkten nach  resdpxoken  Radien  hat  Bunge  angewendet,  um  die  Berechnung  des 
BückwärtseinachneidenB  auf  die  des  VorwärtsabBchneidenB  seurücksuführen.    (Zeit- 
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Zwei  Kreise;  die  durch  den  Nullpunkt  0  gehen^  und  deren  Mittel- 
punkte die  Bichtungswinkel  y^  und  y^  ^^^  Bchneiden  sich  unter 
dem  Winkel  ^s  —  ^i .  Im  System  der  a  und  b  werden  diese  Kreise 
nach    dem   Obigen    durch    zwei   Geraden    dargestellt,    die   sich   eben- 

Mls  unter  dem  Winkel  y,  '"  7x  BchneidoL 
Verlegen  wir  den  Nullpunkt  0  der  x 
und  y  nach  P  unter  gleichzeitiger  Parallel- 
yerschiebung  des  Koordinatensystems,  und 
setzen  in  (14)  y  ^  90®,  so  erhalten  wir 

d.  h.  alle  Punkte  eines  Kreises,  der  die 
a;-Ach8e  im  Nullpunkte  berührt,  haben  das- 
selbe a.  Entsprechend  finden  wir  aus  (14) 
für  y  ^0,  daß  alle  Punkte  mit  gleichem  5 
auf  einem  Kreise  liegen,  der  die  y-Achse 
im  Nullpunkte  berührt 
Dies  gibt  ein  einfaches  Mittel  zur  Bestimmung  der  a  und  (  bei 
gegebener  Skizze  des  trigonometrischen  Netzes.  In  der  Tafel  Fig.  U 
sind  die  Kreise  für  beliebige  a  konstruiert.  Man  denke  sich  diese 
Tafel  auf  durchsichtigem  Papier  gezeichnet  und  so  auf  die  Netzskizze 
gelegt,  daß  die  gemeinsame  Berührende  aller  E[reise  in  die  positire 
Bichtung  der  Abscissenachse  und  der  gemeinsame  Berührungspunkt  auf 
den  zu  bestimmenden  Punkt  fällt.  Stimmen  die  MaBstabverhaltnisse 
überein,  so  kann  man  alsdann  für  samtliche  gegebenen  Punkte  die 
Koeffizienten  a  unmittelbar  ablesen.  Dreht  man  hierauf  die  Tafel  in 
rechtslaufigem  Sinne  um  90^,  so  kann  man  unmittelbar  die  h  ablesen. 
(Vgl.  Fig.  11  auf  der  Tafel.) 

Es  empfiehlt  sich,  die  Hilfstafel  für  den  Maßstab  1 :  10000  zu 
konstruieren.  Ist  die  Netzskizze  in  kleinerem  Maßstabe  gegeben,  so 
kann  dieselbe  Tafel  benutzt  werden,  nur  sind  dann  die  a  und  h  ent- 
sprechend zu  verkleinern,  für  den  Maßstab  1:40000  z.  B.  durch  4  zn 
dividieren.  ^) 


sehr,  f  Yerm.  Bd.  XXVm  1899  S.  313  und  Bd.  XXIX  1900  S.  681.)  Es  wiid  um 
den  Punkt  P  ein  Kreis  vom  Radius  m  beschrieben  und  jede  Entfernung  s  aus  » 
nach  der  Gleichung  8\m=^m:8'  berechnet.  Für  m  =  Y^  ist  die  Transfonnfttion 
mit  der  obigen  Abbildung  durch  die  a  und  h  identisch. 

1)  Eine  för  den  praktischen  Gebrauch  bestimmte  Tafel  ist  inzwischen  er- 
schienen unter  dem  Titel:  Hilfstafel  zur  Berechnung  der  BichtnngskoeffizieDteD 
fdr  Eoordinatenausgleichungen.    Berlin,  Paul  Parey,  1908. 
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In  Fig.  7  sind  die  Geraden  p^p^,  p^^  und  p^p^  Abbildungen  der 
drei  durch  P  und  bezw.  durch  PiPj,  PjPs  und  P^Pi  gehenden  Kreise. 
Diese    sind    bekanntlich    die 

Bestimmungskreise  des  Punk-  Fig  i«. 

tes  P  und  es  ist  somit  er- 
wiesen^ daß  diese  Kreise  sich 
unter  Winkeln  yon  60^  schnei- 
den müssen,  um  eine  gOnstige 
Bestimmung  des  Punktes  zu 
liefern.  Es  folgt  hieraus  eine 
ein£EM2he  geometrische  Kon- 
struktion der  günstigsten  Lage 
des  Punktes  P  in  Bezug  auf 
3  Pestpunkte  P^,  P,  und  P3. 
Bezeichnen  wir  in  Fig.  12  mit 

x^,  n^  und  n^  die  Winkel,  die  die  Tangenten  der  Kreise  in  den 
3  Punkten  mit  den  entsprechenden  Dreiecksseiten  bilden,  so  ergibt 
sich  leicht 

«1  =  ^  A  +  60« 

*2  =  ^P,  +  6(y> 

^5  =  ^^8  +  60«, 

sodaB  die  Kreise  und  hiermit  auch  der  Punkt  P  sich  leicht  geometrisch 
konstruieren  lassen. 

Eine  andere  Konstruktion  desjenigen  Punktes,  in  dem  die  Genauig- 
keit der  Bestimmung  nach  allen  Richtungen  gleich  groß  ist,  gibt 
Helmert  a.  a.  0.  S.  111. 

Der  mittlere  Fehler  der  Punktbestimmung  wird  im  Falle  der  kreis- 
förmigen Fehlerellipse,  da  \a'a'^  =  \VV^  und  [a'V]  —  0  ist, 


Au  (11)  und  (13)  folgt 

[«'«T  -  -;(«J  +  «I  -  «,«,)  -  i(«?  +  (1  +  h)*) 


^->*T/^  +  ('+5.)^- 


Es  ist  aber  ya\  -h  (1  +  ^tf  gleich  der  Seite  des  gleichseitigen  Dreiecks 
PiAft.    Bezeichnen  wir  diese  mit  tf,  so  ist 


jf=^^ 
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Der  mittlere  Fehler  ist  ftbo  dem  üm&nge  des  Dreiecks  PiP^  um- 
gekehrt proportional 

Es  soll  mm  noch  diejenige  PunkUage  mitersncht  werden ,  die 
nach  der  ersten  Definition  Ton  Seite  150  als  die  günstigste  angesehen 
werden  muß. 

Nach  (1)  und  (4)  ist 

(15)       M^ = ^«(^« + ^  » ,s_^n+^n_. 

Der  Nullpunkt  der  a'  und  b'  ist  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  PiP^Pi- 
Der  Zahler  in  M^  stellt  die  Quadratsunune  der  Entfernungen  des 
Schwerpunktes  Ton  den  drei  Ecken  dar;  oder^  wenn  wir  mit  [^  die 
Quadratsumme  der  Schwerlinien  bezeichnen,  so  ist  der  Zahler  gleich 
^[t*].    Der  Nenner  läßt  sich  leicht  umformen: 

[a'a-^  \b'V]-  [a'Vy  -  {a\b,  -  a^b'^'  +  (a,6,  -  a^ft;)«  +  (»,&;  -  «l»,)' 

Hierin  ist  jedes  Glied  gleich  dem  Quadrat  des  doppelten  Flächen- 
inhalts eines  durch  zwei  Ecken  und  den  Schwerpunkt  gebildeten  Drei- 
ecks.   Da  diese  Dreiecke  einander  gleich  sind,  so  ist  der  Nenner 


8 

y-ö/:i*;   wenn   ^   den   Flächeninhalt   des   Dreiecks  PiP^p^  bezeichnet 


2  •  3 
Also  ist 


Ist  [tf^  die  Quadrat  summe  der  drei  Dreiecksseiten,  -so  ist  bekanntlich 


also 

4  z/» 


(16)  Jf'  =  ^s 


G.  Bunge  benutzt  in  der  schon  erwähnten  Abhandlung  (Zeitschr.  f. 
Verm.  1900,  S.  585)  die  von  ihm  eingeführte  Abbildung  nach  rezi- 
proken Radien  ebenfalls  zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  der  Punktlage 
und  kommt  zu  dem  Ergebnis,  daß  diejenige  Form  des  Rückwärts- 
einschnitts  die  günstigste  ist,  in  der  das  abbildende  Dreieck  PiPiPi  ^^ 
größten  Flächeninhalt  hat.  Dies  stimmt^  wie  (16)  zeigt,  nicht  mit  den 
Grundsätzen  der  Fehlertheorie  überein.  Die  Gleichung  (16)  lehrt,  daß 
M  auch  noch  von  der  Gestalt  des  Dreiecks  PiPfP^  abhängig  ist^  und 
es  ist  leicht  einzusehen,  daß  bei  gleichem  Flächeninhalt  yerschieden 
geformter  Dreiecke  der  Wert  von  M  von  einem  Minimum  bis  zum 
Wert  cx>  übergehen  kann,  wobei  das  Minimum  dann  eintritt,  wenn  das 
Dreieck  gleichseitig  ist. 
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Die  Gleichung  (16)  läßt  sich  noch  leicht  überführen  in 

worin  A^,  A,^  A,  die  drei  Hohen  des  Dreiecks  PiP^^  sind. 

Wenn  also  auf  einem  Neupunkte  P  beliebig  yiele  Richtungen  nach 
Festpunkten  gemessen  sind,  von  denen  drei  zur  Bestimmung  des  Punktes 
möglichst  günstig  ausgewählt  werden  sollen;  so  ermittelt  man  für 
sämtliche  Festpunkte  mit  Hilfe  der  S.  158  erläuterten  Tafel  die  Koeffi- 
zienten a  und  bf  trägt  dieselben  ab  rechtwinklige  Eoordi;aaten  in  be- 
liebigem Maßstabe  auf  und  sucht  dann  drei  Punkte  zu  einem  Dreieck 
zu  yerbinden,  in  dem  die  Quadratsumme  der  reziproken  Hohen  ein 
MinirnnTTi   ist. 

In  Fig.  13  (siehe  Tafel)  ist  ein  der  Praxis  entnommener  Fall  dargestellt^ 
in  dem  von  dem  Neupunkte  3  aus  nach  5  Festpunkten  Richtungen  gemessen 
sind.  Zur  Bestimmung  der  drei  günstigsten  Richtungen  sind  in  der 
Nebenzeichnung  die  5  Festpunkte  mit  Hilfe  der  a  und  b  abgebildet. 
Unter  den  10  möglichen  Dreiecken  kommen  die  beiden  Dreiecke  rmw 
und  rml  am  meisten  in  Frage.  Prüft  man  die  beiden  Dreiecke  näher 
nach  GL  (16)  oder  (17),  so  zeigt  sich,  daß  Armtr  ein  etwas  kleineres  M 
liefert,  ab  Arm!.  Außerdem  ist  Armw  nahezu  gleichseitig,  so  daß  die  drei 
Punkte  i2,  M  und  W  zur  Bestimmung  des  Punktes  3  yerwendet  wurden. 

Ein  durch  die  Punkte  B,  3,  L  imd  B  gehender  „gefährlicher  Ereis'^  ist 
in  der  Nebenzeichnung  in  der  geraden  Linie  rbl  augenfällig  zu  erkennen. 

b)  Rückwärtseinschneiden  mit  zwei  Winkeln. 

Zur  Bestimmung  des  Punktes  P  seien  zwischen  drei  Festpunkten 
Pi,  P,,  und  P,  zwei  Winkel  mit  der  gemeinsamen  Richtung  PP^ 
gemessen.  Bezeichnen  wir  wieder  mit  a  und  b  die  Richtungskoefüzienten, 
so  lauten  bekanntlich  die  Fehlergleichungen 

^---h  +  ifh-O^  +  ih-  h)y 

Setzen  ?nr  auch  hier  wieder  o^  -=  0,  6^  =  —  1,  so  ist  • 

^  ■=•  -  ^1  +  Oja:  +  (1  +  6,)y 
X^^^l^  +  a^x  +  (l  +  b,)y. 

Die  Lage  yon  P  in  Bezug  auf  P^  und  P,  sei  gegeben,  und  wir  wollen 
nun  wieder  o^  und  63  so  bestimmen,  daß  die  Fehlerellipse  in  einen 
Kreis  übergeht     Die  Bedingungen  hierfür  sind 

[a'a'}  -  [b'V]  -  o|  -  (1  +  &,)'  +  «1  -  (1  +  6.)*  -  0, 

[a'6T  =  a,(l  +  6,)  +  «.(l+M  -0. 

Z^itiofarifttlUUMiiuitlkii.  Physik.  49.  Band.  1903.  8.  Heft.  11 
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Setzen  wir  6,  =  /J,  —  1,  so  ist 

«»  =  ±(1  +  6,),    Ob -±(1  +  6,), 

Es  ist  leicht  einzusehen,  daß  die  Punkte  p^  und  p^  mit  den  beiden 
Punkten  jp,  zwei  rechtwinklig  gleichschenklige  Dreiecke  mit  der  ge- 
meinsamen Kathete  p^p^  bilden.  Da  die  Ka- 
theten dieser  rechtwinkligen  Dreiecke  wieder 
die  Abbildungen  der  beiden  Bestimmungs- 
kreise  sind,  so  ist  erwiesen,  daß  bei  günstiger 
Punktlage  die  Kreise  sich  unter  einem  rechten 
Winkel  schneiden  müssen,  was  auch  zu  er- 
warten war. 

Bei  gegebener  Lage  der  drei  Punkte  P^j 
P„  und  Pj  ist  es  leicht,  solche  Punkte  P 
zu  finden,  für  die  die  Bestimmungskreise  sich 
unter  einem  rechten  Winkel  schneiden.  Unter 
den  unendlich  vielen  Punkten  P,  die  dieser  Bedingung  genügen,  ist 
der  günstigste,  dem  die  kleinste  kreisförmige  Fehlerellipse  zukommt^ 
zu  ermitteln. 

Zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  haben  wir  wie  früher 


yiöV]  =  )/a|  +  (1  +  6,)*  ist  aber  gleich  der  Kathetenlange  des  Drei- 
ecks PiPfPs'  Der  mittlere  Fehler  M  ist  also  der  Kathetenlange  om- 
gekehrt  proportional. 

Sehen  wir  Ton  der  Bedingung  der  kreisförmigen  FehlereUipse  ab^ 
so  erübrigt  sich  noch,  für  den  Fall  der  Messung  zweier  Winkel  eine 
geom^sche  Bedeutung  von  M  zu  finden.  In  den  Ausdrücken  [aa"], 
[b'b']  und  [ab']  beziehen  sich  die  Koeffizienten  a  und  b'  auf Pi  als 
Nullpunkt.    In 

^    *~  f^  [a'  a']  [6'  &']"-  [a'  &'J* 

ist  deshalb  der  Zähler  gleich  tf|  +  tf J,  wo  6^  =  p^  und  6^  =  p^^  is^ 
und  der  Nenner  entsprechend  der  Beweisführung  S.  160  gleich  4J^,  also 

(18)  Jp.^jflW. 
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Unter  ^  ist  der  mittlere  Fehler  der  Winkelmessnng  zu  Terstelien, 
während  sich  ft  in  (16)  auf  Bichtungsmessnngen  bezog.  Um  (18)  mit 
(16)  vergleichen  zu  können,  führen  wir  ^  =  ft)/2  ein,  sodaß  (18) 
übergeht  in 

(19)  jip-^«?q+^. 

Vergleichen  wir  (19)  mit  (16),  so  ist  ersichtlich,  daß  es  Ton  der 
Figur  des  Dreiecks  PiP^p^  abhängt,  ob  die  Messung  zweier  Winkel  ein 
größeres  M  ei^bt,  als  die  Messung  der  drei  Richtungen.  Ein  Gh-enz- 
fall  tritt  ein,  wenn  das  Dreieck  PiP^^  gleichschenklig  rechtwinklig 
ond  6i  die  Hypotenuse  ist.  Die  Gleichung  (19)  laßt  femer  erkennen, 
daß  es  nicht  gleichgültig  ist,  welche  beiden  Winkel  gemessen  werden; 
diese  sind  yielmehr  so  zu  wählen,  daß  die  ihnen  entsprechenden  Seiten 
im  Dreieck  ftPiPa  möglichst  klein  sind.  Dies  wird  auch  durch  die 
Forderung  bedingt,  daß  der  Schnittwinkel  der  beiden  Bestimmungs- 
kreise möglichst  dem  rechten  Winkel  gleichkommen  soll« 


IV.  Seitw&rtsabsolineiden. 

In  dem  Dreieck  PiPPg  seien  die  beiden  Winkel  in  P^  und  P 
gemessen,  wobei  wieder  P  der  Neupunkt,  P^  und  P,  gegebene 
Festpunkte  sein  sollen.  Sind  wie  bisher  die  a  und  b  die  Rich- 
tongskoeffizienten,  so  sind  die  Fehlergleichungen 
der  beiden  gemessenen  Winkel  bekanntlich 

Betrachten  wir  nun  wieder  in  Figur  16  a  die  Ab- 
bildung p^   und  p^   der  beiden   Punkte  P^   und  P^,   so   müssen  wir 
berücksichtigen,  daß    der  Punkt   o    alle  unendlich  fernen  Punkte   P 
abbUdet,   daß   also   die  Verbindungslinie  p^o   die  Abbildung  der   Ge- 
raden P^P  ist. 

Verschieben  wir  nun  in  Figur  16b  p^p^  parallel  nach  opi,  so 
entspricht  p%  ein  Punkt  Pi.  Nun  denken  wir  uns  in  dem  Punkte  P 
einen  Bückwärtseinschnitt  nach  den  drei  Punkten  P^P^Pi  mit  zwei 
Winkeln,  die  die  Richtung  PP^  gemeinsam  haben,  ausgeführt,  dessen 
Fehlergleichungen  nach  S.  161  lauten 

^  -  -  ^  +  K  -  «»)  ^  +  (^  -  h)yf 


Flg.  15. 


u* 
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Nach  Figur  16  b  ist  aber 

ttj  —  o,  =»  —  Ol     und    bi  —  6j  «=  —  61 . 

Dieser  Bückwärtseinsclmitt  liefert  also  dieselben  Fehlergleichungen,  wie 
der  Seitwärtsabschnitt  S.  163,  also  auch  dieselbe  Genauigkeit  Nacli 
S.  162  muß  fClr  die  günstigste  Form  des  Rückwärtseinschneidens  mit 
zwei  Winkeln  das  Dreieck  PiP^pi  ein  gleichschenklig-rechtwinkliges  sein 

mit  dem  rechten  Winkel  in  p«.    Also  ist  auch 

Fig.  16  a  u.  1Gb.  ^^ 

P*  op^=^op^  und  öpl=2dpl.  Da  aber  ^=^>  »1^ 

/     ^^^^jd;     «1=24,  und  ferner  ^PgPPi=-^PiOA'=45®  sein 
/  muß,  so  folgt,  daß  die  günstigste  Form  des  Seit- 

wärtsabschneidens  dann  eintritt,  wenn  die  Punkte 
PPiPi  ein  gleichschenklig- rechtwinkliges  Drei- 
eck mit  dem  rechten  Winkel  in  P^  bilden. 
Dies  laßt  sich  auch  auf  anderem  Wege 
^Pt  nachweisen.  Wird  nämlich  in  den  Punkten 
Pi  und  P3  ein  Yorwärtsabschnitt  ausgeffihrt, 
so  lauten  die  Fehlergleichungen  desselben 

^  =  -  ^  -  »2^  -  &;y. 
Die  Vorzeichen  der  Richtungskoeffizienten  sind  hierin  so  au£eufassen, 
daß   bei   rechtsläufiger  Winkelmessung  P^P^   bezw.  PgPi    die  linken 
Schenkel  der  Winkel  sind.     Da  wieder 

—  a^^-ti^  —  d^    und    —  6^  «  6i  —  &,, 

so  sind  diese  Fehlergleichungen  wieder  identisch  mit  denen  des  Seit- 
wärtsabschnitts.   Für  die  günstigste  Form  >des  Vorwärtsabschnitts  mnß 
nach   S.  152    das   Dreieck   op^p*^    ein   gleich- 
****  "  schenklig-rechtwinkliges  mit  dem  rechten  Winkel 

in  0  sein.  Übertri^en  wir  dies  wieder  auf  die 
Lage  der  Punkte  PP^P^j  so  ergibt  sich  aucli 
das  vorstehend  gefundene  Resultat. 

In  Figur  17  ist  entsprechend  16  b  der 
günstigste  Seitwärtsabschnitt  und  der  Hilfi- 
punkt  p^  abgebildet  Von  Interesse  ist  es  nun,  zn 
sehen,  welche  Lage  die  Punkte  P^P^P'^  hiernach 
haben.  Figur  18  gibt  hierüber  Aufschluß,  und  es 
sind  zugleich  mit  r,  v  und  s  diejenigen  Winkel 
bezeichnet,  die  bei  gleich  genauer  Bestimmung  des  Punktes  P  durch  Rück- 
wärtseinschneiden, Vorwärts-  oder  Seitwärtsabschneiden  zu  messen  sind. 


Von  Otto  Eooebt.  165 

Für   die   (Genauigkeit    des   günstigsten   Seitwärtsabschnitts   haben 
wir  nach  S.  154  oder  163 

(20)  Jf-ft>^  =  ,»i. 


a 


Zur  Beurteilung  der  allgemeinen  Form  des  Seitwärtsabschnitts  benutzen 
wir  (18),  indem  wir  wieder  auf  den  schon  oben  herangezogenen 
Rückwärtseinschnitt    nach    P.P^P'    zurück- 

Via   18 

gehen.      Da   jp^ft  =*  opj    und    der    Flächen- 
inhalt ^  des  Dreiecks  PiP^p'^  dem  des  Drei-  nd>Cs 
ecks  op^p^  gleich  ist,  so  ist  nach  (18)                               ''    r^^^ 

(21)       JP^^l'^^^^^'-l^. 


4^»  ^        2J*  p,^ 


j/Lp 


Dasselbe  Resultat  läßt  sich  aus  (8)  ableiten. 

Als  Abschluß  der  Untersuchungen  über  die  drei  Methoden  der 
einfachen  trigonometrischen  Punktbestimmung  stellen  wir  noch  einmal 
die  den  drei  Methoden  zukommenden  mittleren  Fehler  zusammen: 

I.  Yorwärtsabschneiden  mit  2  Winkeln: 

IL  Seitwärtsabschneiden  mit  2  Winkeln: 

Ula.  Rückwärtseinschneiden  mit  2  Winkeln: 

Ulb.  Rückwärtseinschneiden  mit  3  Richtungen: 

wobei  in  allen  vier  Formeln  ^  den  mittleren  Fehler  einer  Richtungs- 
messung bezeichnet. 

V.  Hehrfache  Punktbestimmung. 

In  Abschnitt  III  wurde  derjenige  Rückwärtseinschnitt  mit  3  Rich- 
tungen gesucht,  dessen  FehlereUipse  in  einen  Kreis  überging,  und  es 
▼urde  gefunden,  daß  in  der  Abbildung  durch  die  a  und  b  die  Punkte  ein 
gleichseitiges  Dreieck  bildeten.  Es  liegt  nun  die  Fn^e  nahe,  ob  beim 
Kückwärtseinschneiden  mit  beliebig  vielen  Richtungen  sich  auch  eine 
solche  einfache  geometrische  Figur  finden  läßt. 
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Es   seien   n   Festpunkte  P  dnrcli   n  Punkte  p  abgebildet    Der 

Nullpunkt   der  a  und  b   sei   nach   dem   Schwerpunkt   der  p  verl^ 

so  daß  [o]  =  [6]  =:  0  ist    Es  soll  nun  ein  Punkt  p^^^  gesucht  werden, 

der  die  FehlereUipse  zu  einem  Kreise  macht     Durch  das  Hinzutreten 

des  Ergänzungspunktes  werde  der  Schwerpunkt  um  a  und  ^  in  den 

Eoordinatenrichtungen    verschoben,    und    es    mögen    die    Koordinaten 

a,^i    und   6^^i    des  Punktes  p^^^   von  dem  neuen  Schwerpunkt  aas 

gezahlt    werden.      Die    Bedingungen    der    kreisförmigen    Fehlerellipse 

sind  dann 

(Ol  +  a)»  +  (a,  +  a)»  +  •  • .  +  (a.  +  a)»  +  <Ä+i 

(ai  +  «)(6, +/»)  +  («,  + «)(6,  + /J)+-+(o«  +  a)(6.  + /J)  +  a.^.1 . 6.+,=0 

oder 

[aa]  -  [66]  +  na*  -  nß'  +  a»+,  -  6»+,  -  0, 

[ah]  +  naß  +  a,+i6,^.,  =  0 
und  da 

o»+i  -  »«. 

80  ist 

[aa]-[66]  +  n(l+n)(a«-^«)==0, 

[ab]  +  n(l  +n)aß  =  0, 

oder 

[56] -[aa] 


a»  -  /J«  = 


n(l  +  n) 


n(l  +  n) 

Es  ist  hieraus  schon  ersichtlich,  daß  es  im  allgemeinen  mogUch 
sein  wird,  einen  Er^Lnzungspunkt  zu  konstruieren,  der  das  Netzbild 
zu  einem  günstigen  im  Sinne  der  zweiten  S.  150  gegebenen  Definition 
gestaltet,  daß  also  die  Punkte  p  keine  regelmäßige  Figur  zu  bilden 
brauchen,  wie  es  bei  nur  drei  Bichtungen  der  Fall  war.  Andererseits 
tritt  jedoch  auch  hier  stets  die  kreisförmige  FehlereUipse  auf,  wenn 
die  Punkte  p  konzentrisch  zum  Schwerpunkt  liegende  reguläre  Vielecke 
bilden. 

Es  lassen  sich  nun  auf  anderem  Wege  geometrische  Bedingungen 
für  die  kreisförmige  Fehlerellipse  aufstellen,  und  um  die  Untersuchung 
zu  vervollsiändigen,  wollen  wir  hierbei  nicht  nur  die  auf  dem  Neupunkt 
gemessenen,  sondern  auch  die  auf  den  Festpunkten  gemessenen 
Richtimgen  berücksichtigen. 
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0, 


=  0, 


Wir  bezeichnen  mit  a^  und  b^  die  BicIitnngBkoef&zienten  für  die 
Fehlergleichnngen  der  inneren  Richtungen  nach  Eliminierung  der 
Orientiernngsunbekaunten,  so  daß  der  Nullpunkt  der  a^  und  b^  gleich- 
zeitig der  Schwerpunkt  s  der  durch  sie  dai^stellten  Punkte  p^  ist. 
Vor  der  Eliminierung  der  Orientierungsunbekamiten  bezogen  sich  die 
a,-  und  b^  auf  das  ursprüngliche  System ;  in  dem  der  Schwerpunkt  s 
die  Koordinaten  x  und  y  habe.  Sind  auf  den  Torliegenden  Festpunkten 
auch  Richtungen  nach  dem  Neupunkt  gemessen^  so  sind  die  Richtungs- 
koeffizienten für  diese  Richtungen  bezw.  a,.  +  x  imd  b^  +  y.  Nehmen 
wir  für  die  Fehlergleichungen  der  äußeren  Richtungen  das  überall 
gleiche  Gewicht  g^  für  die  inneren  Richtungen  das  Gewicht  1  an,  so 
sind  die  Bedingungen  der  kreisförmigen  Fehlerellipse 

a\  +  a\  +  a\  +  '  "  +  g{a^  +  xy  +  g{a^  +  xy  +  g{a^  +  xy  +  ' '  ^ 

+^(«i  +  ^)(&i  +  y)  +  9i<h  +  ^){h  +  y)  +  9i<h  +  ^){h  +  y)  + 

und  da 

[o]-.[6]  =  0 

ist,  80  findet  sich 

(1  +  g){[aa'\  -  [66])  +  ngix'  -  y«)  =  0, 
(l+^)[a6]  +ngxy  =0, 

worin  n  die  Anzahl  der  Festpunkte  bezeichnet 

Die  a^  und  6^  stellen^  wie  schon  S.  156  bemerkt  ist^  je  nach  Wahl 
ihres  Nullpunktes  unendlich  viele  Punktsysteme  P^  dar,  die  alle  gleich- 
wertige Rückwärtseinschnitte  liefern.  Die  beiden 
vorstehenden  Gleichungen  zeigen  nun,  daß  man 
anter  den  rielen  Punktsystemen  zwei  (bezw.  vier) 
finden  kann,  die  unter  Zuhilfenahme  der  äußeren 
Richtungen  eine  kreisförmige  Fehlerellipse  liefern. 

In  Fig.  19  sind  die  Werte 

Ol  =  +  5,      6,  =  -  3, 
a,-H-2,      6,  =  +  4, 
a,=^-4,      6,  =  H-4, 
a4  =»  —  3,      64  «=»  —  5 
aiigenonmien  und  hiermit  als  Koordinaten  des  Schwerpunktes 


Fig.  19. 
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Wg.  20. 


berechnet   worden  unter  Annahme  des  Gewichts  0^  f&r  die  äußeren 
Bichtungen.    In  Fig.  20  sind  mit  Hilfe  der  positiven  Werte  Ton  x  und  y 
die  entsprechenden  Punkte  P^,  P^  P^  P^  und  der  Neupunkt  P  dargestelli 
Bezeichnen  wir  mit  a/  und  b'i  die  Eoe£Gizienten  der 
Fehlergleichungen   für   die   inneren   und   äußeren   Rich- 
tungen^ so  ist  für  die  kreisförmige  Fehlerellipse 

Bezeichnen  wir  femer  die  Ahstände  der  Punkte  p' 

vom  Nullpunkt  mit  6  und  ihre  Bichtungswinkel  mit  o, 

so  ist  fflr  jeden  Punkt 

a  =  tfsina,      b'*  —  a'*  =  tf*cos2a, 
b'  =  tf  cos«;  ab'  =  jtf*sin2a, 

also  nach  (22) 

(2S\  [tf^cos2a]  =  0, 

^     ^  [tf»sin2a]=-0. 

Dies  führt  dazu,  die  obige  Figur  noch  einmal  umzuwandeln,  indem  wir 
von   einem   beliebigen  Punkte   ausgehend  unter  dem  Richtungswinkel 

2cc^  eine  Strecke  s^  » (ff  abiaragen,  im  End- 
punkt derselben  unter  dem  Richtungswinkel 
2ö^  die  Strecke  s^^fi^  anschließen  u.  s.  w^ 
so  daß  wir  aus  sämtlichen  Strecken  emm 
Polygonzug  erhalten.  Die  Größen  ir'  cos  2« 
und  6^  sin  2  a  sind  Projektionen  der  Polygon- 
Seiten  auf  die  Koordinatenachsen,  und  es  folgi 
somit  aus  (23),  daß  die  vorstehende  Konstruktion 
ein  geschlossenes  Polygon  ergeben  muß.  Gleidb- 
gültig  ist  es,  in  welcher  Reihenfolge  die  Strecken 
aneinander  gefagt  werden.  Für  das  Beispiel 
Fig.  19  u.  20  ist  die  Fig.  21  konstruiert  worden. 
Der  mittlere  Fehler  der  Punktbestimmung  ist  wie  früher 


Fig.  81. 


^-i^yS 


oder  da  [a'a']  +  [b'b']  =  2[a'a']  =  ftf*l  ist, 

Der  mittlere  Fehler  ist  also  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel 
aus  dem  umfang  des  Polygons. 


Fig.  3. 
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Geometrisclies  über  einige  Abbildongen  der  Engel 
in  der  Eartenentwnrfslehre. 

Von  A.  Weileb  in  Zürich. 

In  dem  Nachfolgenden  soll  in  erster  Linie  daj^etan  werden  ^  wie 
man  bei  den  wahren  Kegd-,  Cylinder-  und  azirnwUüen  Projektionen  die 
Oberflache  der  Kugel' zunächst  auf  die  der  betreffenden  Eartenprojektion 
zu  Grunde  gelegte  Hilfsfläche  abzubilden  hat.  Es  wird  damit  die 
RoUe^  welche  diese  Hilfsfläche  bei  der  Abbildung  spielt,  genauer 
beleuchtet,  als  es  bisher  der  Fall  war. 

Das  hier  streng  durchgeführte  Verfahren  bietet  femer  einen 
deutlichen  Einblick  in  die  yerschiedenen  Abarten  für  jede  einzelne 
Gattung  dieser  wichtigen  Eartenprojektionen,  nämlich  fdr  die  mittd- 
abstandstreuej  die  winkelr  und  die  flächenireue.  Wo  sich  in  einfacher 
Art  und  Weise  die  Möglichkeit  darbietet,  wird  endlich  die  Abbildung  der 
in  erster  Linie  in  Betracht  kommenden  Eugelkreise  auf  die  Hilfsfläche 
geometrisch  veranschaulicht.  Nach  dieser  Richtung  hin  zeichnen  sich 
überall  die  flächentreuen  Projektionen  durch  ihre  einfachen  geometrischen 
Eigenschaften  aus. 

Die  soeben  erwähnten  wichtigsten  Eugelkreise  sind  im  allgemeinen 
Fall,  nämlich  bei  der  schiefEU^hsigen,  sowie  auch  bei  der  spezielleren 
transversalen  Lage,  die  Haupt-  und  die  Horizontalkreise.  Da  ihre  Ab- 
bildung mit  derjenigen  der  Meridiane  und  Parallelkreise  bei  der  normalen 
Lage  übereinstimmt,  so  kann  ich  mich  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
anf  diesen  letzteren  Fall  beschränken.  Es  wird  sich  dadurch  die 
Ausdrucksweise  etwas  einfacher  gestalten. 

Bezüglich  der  neueren  Bezeichnungsweise  und  der  Literatur  yer- 
weise  ich  auf  Zoppritz-Bludau,  Leitfaden  der  Eartenentwurfslehre, 
1.  Teil,  Leipzig  1899  und  auf  die  einschlägigen  Werke  von  Hammer. 

L 

Kegel-  und  Eegelstnmpfprojektionen« 

1.  Wird  die  Erdkugd  in  einem  gewünschten  Verhältnis  ähnlich 
Terkleinert,  so  entsteht  der  Globus ^  der  direkt,  in  natürlicher  Größe, 
abzubilden  ist.  Der  Radius  des  Globus  sei  in  der  Folge  ausnahmslos 
alB  Längeneinheit  gewählt.  (Erdoberfläche  und  Globus  können  auch, 
der  Wirklichkeit  näher  kommend,  zwei  ähnliche  Sphäroide  sein). 
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Fig.  1. 


Auf  dem  Olobas  O  sind  die  Pole  P^  Q  in  erster  Linie  aos- 
gezeiclmet  Ihre  Yerbindungsgerade  nennt  man  die  Erdachse  oder 
kurz  die  Adise, 

Der  die  Projektion  yermittelnde  gerade  Ereiskegel  K  ist  seiner 
Gestalt  und  Lage  nach  zunächst  völlig  unabhängig;  es  soll  indessen 
seine  Achse  mit  der  Erdachse  zusammengelegt  werden,  dabei  sein 
Scheitel  bei  8  liegen  (Fig.  1).  Die  Gestalt  des  Kegels  ist  durch  den 
Winkel   y   bestimmt,    den    die   sämtlichen   Eegelerzeugenden  mit  der 

Achse  bilden.  —  In  Figur  1  enthält 
die  Zeichenfläche  die  gemeinsame 
Achse  SPQ  des  Globus  und  des 
Kegels,  von  letzterem  die  gegenüber 
liegenden  Erzeugenden  RS,  ST  und 
vom  Globus  die  gegenüberliegenden 
Meridiane  PÄQ,  PBQ,  C  soD  das 
Zentrum  des  Globus  sein. 

Bei  den  wahren  Kegelprojek- 
tionen wird  jeder  Meridian  als  die- 
jenige Kegelerzeugende  abgebildet,  die 
mit  ihm  in  derselben  Halbebene  durch 
die  Achse  liegt.  Jeder  PwraiMktm 
DE  des  Globus  dagegen  bildet  sich 
ab  als  ein  Kreis  D^E^  des  Kegels.  Der 
Originalkreis  DE  ist  bestimmt  durch 
den  konstanten  Polabstand  d  ^  PCD 
seiner  sämtlichen  Punkte  und  der  Bild- 
kreis D^E^  durch  die  konstante  Länge 
der  Abschnitte  auf  den  Kegelerzeugen- 
den, die  durch  ihn  gebildet  werden^ 
vom  Scheitel  S  aus  gemessen,  SD^  =  SE^  =  . . .  =  m.  (In  Figur  1 
sind  DEyD^E^  die  Orthogonalprojektionen  der  eben  genannten  ent- 
sprechenden Kreise  des  Globus  und  des  Kegels,  auf  die  Zeichnungsflache. 
Dasselbe  gilt  für  die  entsprechenden  Meridiane  PD,  PF, ...  und 
Kegelerzeugenden  SD^,  SF^, . . .) 

Die  Zuordnung  der  Parallelkreise  und  ihrer  Bilder  soU  nun  eine 
eindeutige  sein.  Zu  jedem  Wert  d  von  0®  bis  18(y  muß  ein  bestimmter 
Wert  von  m  gehören  und  umgekehrt.  Zwischen  i  und  m  besteht  eine 
eindeutige  Beziehung,  welche  man  das  HdIhmessergeseU  nennt  und  in 
üblicher  Weise  in  der  Form  schreibt 


(1) 


«-/•(*) 
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Fig.a. 


Sind  der  Kegel;  nämlich  sein  Winkel  y  und  das  Halbmessergesetz 
bekannt,  so  ist  die  Abbildung  des  Globus  auf  den  Kegel  eine  durchaus 
eindeutige.  Dem  einzigen  Schnittpunkt  F  eines  Parallels  DE  mit 
einem  Meridian  PFQ  des  Globus  entspricht  auf  dem  Kegel  der 
eben&lls  einzige  Schnittpunkt  jP^  des  entsprechenden  KegelparaUels  D^E^ 
mit  der  Erzeugenden  SF^.  —  Eine  ParaUelyerschiebung  des  Kegels 
längs  der  Achse  ist  ohne  Einfluß  auf  die  Abbildung.  Man  könnte 
beispielsweise  den  Kegel  jederzeit  soweit  fortbewegen,  daß  er  den 
Globus  längs  des  Parallels  vom  Polabstand  90  —  7/  berührt,  allein  es 
würde  offenbar  im  allgemeinen  dieser  Parallel  ä  =  90  —  y  durchaus 
nicht  mit  seinem  entsprechenden  Kreise  des  Kegels  zusammenfallen, 
diese  ParaUelyerschiebung  also  zwecklos  sein. 

2.  (Fig.  1,  2.)  Wird  die  Kegeloberfläche  in  die  Ebene  abgewickelt, 
80  entsteht  die  Kartet)  Der  Scheitel  S  werde  nach  S'  gebracht  Die 
Abwickelung  bildet  einen 
Kreissektor  vom  Zentrum 
S'.  Jede  Erzeugende  des 
Kegels  erscheint  in  der 
Karte  als  ein  Strahl  aus  5', 
das  Bild  eines  Kugelmeri- 
dians, ein  Kartenmeridian. 
Irgend  ein  Kegelkreis  D^J^i 
wird  als  begrenzter  Bogen 
D'E'D'  abgewickelt;  das 
BQd  des  Globusparallels 
DE  ist  der  KartenparäUd 
B'E'D'.     Sein  Radius  ist 

m  =  f{S)y  welcher  fortan  der  Büdradius  des  Parallels  8  genannt  werden 
soll  Der  entsprechende  Kegdradius,  nämlich  der  Radius  2)^  U^  des 
Kegelkreises  D^JS^,  ist  nach  Fig.  1  gleich  m  sin  y.  Der  Umfang 
2zm  sin  y  dieses  Kegelkreises  stimmt  mit  der  Länge  des  Bogens  D'E'D'y 
dessen  Radius  m  ist,  überein.  Zur  Berechnung  des  Zentriwinkels 
D'E'D' » q)  des  Sektors,  in  Graden  ausgedrückt,  besteht  somit  die 
Proportion  2xm  sin  y  :  2scm  =  9  :  360, 

woraus  sich  für  g>  der  Ausdruck  ergibt 

9)  =  sin  y  .  360  =  n  .  360, 
wobei  man  n  =  sin  7/  als  die  Konstante  der  KegelprojekUan  bezeichnet. 

1)  Das  Globusbüd  auf  dem  Kegel  und  die  Karte  sind  unter  sich  längen-, 
^hen-  und  winkeltreu,  was  auch  bezeichnet  werden  kann  als  uberaü  in  den 
tieinsUn  Teüen  kongruent 
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Im  Anschluß  an  das  Vorige  soll  angegeben  werden ,  unter  ißddm 
Bedingung  ein  GlobusparaUel  in  der  Karte  längenireu  abgdnldet  wird. 
Die  notwendige  nnd  hinreichende  Bedingung  hierf&r  ist^  daß  sein 
wirklicher  Radius  DU ^  sind  mit  dem  entsprechenden  Eegehadius 
DiUi^m*  sin  y  übereinstimmt,  oder  daß 
(2)  m  sin  y  =  sin  d  oder  m  •  »  =  sin  *. 

Die  Übertragung  der  ParaUelkreise  vom  Globus  in  die  Karte  ist 
nun  die  denkbar  einfachste.  Sei  8  der  Polabstand  des  Parallels,  so 
ist  m  =  f(d)  der  Bildradius,  mit  dem  man  um  8'  den  Eartenparallel 
zu  beschreiben  hat,  nanüich  innerhalb  des  konstanten  Winkels 
D'S'D'«».36(y>. 

Es  erübrigt,  dieselbe  Übertragung  für  die  Meridiane  anzugeben. 
Sei  etwa  PDQ  der  Nullmeridian,  S'D'  sein  Kartenbild;  FFQ  sei  der 
Meridian  von  der  geographischen  Länge  k  und  S'F'  sein  Bild.  Als- 
dann steht  der  Winkel  D'S'F'  ^  k'  in  einfacher  Beziehung  zu  L 
Die  Bogen  B^F^  auf  dem  Kegel  K  und  B'F'  der  Karte  haben  dieselbe 
Länge,  der  erstere  m  •  sin  y  •  A,  der  letztere  m*  X\  wenn  man  nämlich 
X  und  k'  in  Bogenmaß  ausgedrückt  denkt.  Aus  der  Qleichsetzung 
folgt  aber  A'  »=  sin  ^  •  A  «  n  •  il.  Die  Verwendung  der  Konstanten  n 
für  die  Zeichnung  der  Kartenmeridiane  ergibt  sich  hieraus  von  sdbsi 

3.  (Fig.  1,  2)  Alle  Parallelkreise  und  Meridiane  der  Karte  bilden 
eine  Schar  konzentrischer  Kreisbogen  und  die  allen  diesen  Bogen  ge- 
meinsamen Radien,  also  zwei  sich  überall  rechtwinklig  schneidende 
Systeme  von  Linien.  Auch  die  entsprechenden  Originalkreise  auf  dem 
Olobus  schneiden  sich  überall  rechtwinklig.  Somit  sind  für  jeden 
Punkt  F  des  Globus,  sowie  für  jeden  Bildpunkt  F'  der  Kiurte  die 
Hauptrichtungen  bekannt,  die  Richtungen  der  stärksten  Längenver- 
zerrungen.^)  Auf  dem  Globus  wie  in  der  Karte  sind  sie  überall  die 
Richtungen  der  Meridiane  und  Parallelkreise.  (Die  winkeltreue  Karte 
macht  hiervon  eine  Ausnahme,  die  Hauptrichtungen  bei  F  und  F 
werden  unbestimmt.  Denn  alle  auf  dem  Globus  von  einem  Punkte 
F  ausgehenden  unendlich  kleinen  Bogen  werden  in  demselben  Ver- 
hältnis verändert  in  der  Karte  wiedergegeben,  die  Lidicatrix  ist  an  jedem 
Punkte  der  Karte  ein  Kreis.) 

Die  Halbachsen  der  Indicatrix  für  den  beliebigen  Punkt  F'  der 
Karte  findet  man  in  folgender  Weise.  Auf  dem  Globus  seien  PF^ 
PG  zwei  unendlich  nahe  Meridiane  und  BFE,  dfe  zwei  imendlicb 
benachbarte  Parallelkreise,  welche  zusammen  ein  unendlich  kleines 
Netzviereck  FGfg   des   Globus   begrenzen,   das   sich   als   Netzviereck 

1)  Zöppritz-Bludau,  S.  18. 


Von  A.  Weilbb.  173 

^i^ifi9i  *^  dem  Kegel  und  als  F'G'fg'  in  der  Karte  abbildet.    Bei 
dem  Bildpnnkte  F'  sind  nun  die  Indicatrizhalbachsen  gleich 

(3)  Ä  «  -~jry  radial;   k  =  ~yg^  tangential. 

Die  beigeffigte  Bezeichnung  radial  und  tangenüdl  bezieht  sich 
selbstversi^dlich  auf  das  Parallelkreisbild.  —  Die  größere  dieser  beiden 
Halbachsen  wird  man  späterhin  üblicher  Weise  mit  a^  die  kleinere  mit 
h  bezeichnen^  sobald  diese  Unterscheidung  wünschenswert  oder  über- 
haupt möglich  ist.^) 

Die  radial  gerichtete  Halbachse  h  der  Indicatrix  kann  man  ganz 
allgemein  durch  einen  Differentialquotienten  darstellen.  Auf  dem 
Meridian  PF  hat  jP  den  Polabstand  d;  erteilt  man  *  den  unendlich 
kleinen  Zuwachs  dd,  so  geht  F  in  f  über.  Da  der  Radius  des  Olobus 
als  Längeneinheit  gewählt  wurde^  so  ist  dS  das  Maß  des  Bogens  Ff. 

Der  Zunahme  dd  von  d  entspricht  infolge  der  Gleichung  m  =  f{d) 
die  Zunahme  dm  von  m;  es  ist  F'f  =  dm  zu  setzen.   Damit  wird  nach  (3) 

(4)  A=^=r(*). 

Stets  ist  der  Bogen  F'Q'  gleich  F^G^y  dessen  Abwicklung  er  ist. 
Damit  wird  i  =  J^öj  :  FG.  Die  entsprechenden  Bogen  F^G^  und 
FG  der  vollen  ELreise  D^E^  und  DE  haben  denselben  unendlich  kleinen 
Zentriwinkel  (räumlich  gleich  FUG),  sie  verhalten  sich  also  einfach 
wie  die  Radien  dieser  Kreise,  wie  m  -  ain  y :  sin  d,  d.  h.  es  ist 

(5)  t,!!L«?J:_'^. 

^  ^  Bind         Sin a 

Zum  Schlüsse  dieser  Einleitung  sei  noch  erwähnt,  daß  die  Parallel- 
kreise der  Karte  Linien  gleicher  Verjsemmgen  sind.  Denn  es  hängen  h 
and  k  nur  von  d  ab,  nicht  aber  von  der  geographischen  Länge  L 

A.  IfittelabstaiidBtreue  Projektionen. 

4.  Es  handelt  sich  hier  um  Kegelprojektionen,  bei  denen  die 
Meridiane  längentreu  auf  die  Kegelerzeugenden  abgebildet  werden.  Somit 
haben  nach  (4)  diese  Projektionen  der  Differentialgleichung  zu  genügen 

(6)  dm  =  dd. 

1)  In  den  vorhandenen  Tabellen  (für  die  „echten**  Projektionen)  sind  bisher 
die  OrOfien  a  und  5  aufgeführt  worden,  wobei  es  vorkommt,  dafi  für  dieselbe 
Projektion  a  bald  radial  (a^A),  bald  tangential  (a=^k)  liegt.  Dieser  Übelstand 
WOglich  der  Übersichtlichkeit  wird  beseitigt,  wenn  man  immer  die  Werte  h  und 
k  tabuliert  In  diesem  Falle  sind  nämlich  in  den  Tabellen  nicht  nur  die  Längen 
der  Halbachsen,  sondern  auch  ihre  Eichtungen  ohne  weiteres  ersichtlich. 
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Da  m  eine  gerade  Strecke  ist,  d  aber  ein  Bogen  vom  RadiuB  1, 
80  wird  die  Integralgleichung  geschrieben 

(7)  m  —  arc  d  +  c, 

sie  enthalt  eine  willkürliche  Eonstante  c. 

Sollen  die  ParaUeOcreise  gefanden  werden,  welche  sich  längenirm 
abbilden,  so  setze  man  nach  (2)  m  •  sin  7/  =  sin  d.  Die  Gleichung^  durch 
welche  die  Polabstande  der  langentrenen  ParaUelkreise  bestimmt  sind, 
lautet  somit 

(8)  (arc  d  +  c)  •  n  =  sin  tJ. 

Für  relativ  große  Werte  von  c  wird  die  Gleichung  keine  Wuneln, 
nämlich  zwischen  8=^(fi  und  8  ^  lS(fi,  besitzen;  es  werden  alsdfum 
keine  langentrenen  Parallelkreise  vorkommen.  Die  folgenden  Nummern 
zeigen,  daß  die  Gleichung  zwei  verschiedene  oder  gleiche  Wurzeln 
haben  kann. 

Über  die  in  (7)  vorkommende  Eonstante  c  wird  man  am  einfi&chflten 
so  verfügen,  daß  man  einem  bestimmten  Wert  d  ^  d'  einen  eben&Us 
bestimmten  Wert  m  »  m'  entsprechen  laßt.  Es  ist  alsdann  c  dnrd 
die  Gleichung  bestimmt  m'  =  arc  tJ'  +  er,  imd  es  geht  damit  (7)  über  in 

(9)  w  =  w'  +  arc  (*  -  d") 

Geometrisch  aufgefaßt  hat  man  den  Bildradius  m'  eines  bestimmten 
Parallels  d'  willkürlich  gewählt,  d.  h.  man  hat  das  Bild  D^E^  eines 
Globusparallels  DE  auf  dem  Eegel  willkürlich  festgesetzt  Tragt  man 
alsdann  die  von  DE  aus  je  bis  zu  den  übrigen  Parallelkreisen  ge- 
messenen Meridianbogen  auf  den  Eegelerzeugenden  von  D^E^  ans  im 
entsprechenden  Sinne,  polwärts  und  gegen  den  Eegelscheitel  hin  oder 
je  entgegengesetzt  ab,  so  ergeben  sich  alle  übrigen  Parallelkreisbilder 
eindeutig,  entsprechend  (9). 

Soll  dieser  Parallel  d'  zudem  längentreu  abgebildet  werden,  so  ist 

für  m'  nach  (2)  zu  setzen  ^-^  •    Der  Radius  des  Parallels  DE  oder 

d'  stinmit  mit  dem  seines  Eegelbildes  D^E^  überein.  Man  wird  in 
diesem  Falle  den  Eegel  durch  den  Parallel  DE  gehen  lassen,  d.  L  ihn 
soweit  verschieben,  daß  er  den  Globus  längs  DE  durchschneidet  Es 
deckt  sich  dann  der  Parallel  DE  mit  seinem  Bilde  D^E^  auf  dem 
Eegel;  Globus  und  Kegel  haben  den  Schnütkreis  DE  «  D^Ej.  entsprechend 
gemein.  Die  so  spezialisierte  Abbildung  wird  man  zweckmäßig  be- 
zeichnen als  Projektion  des  Globus  auf  den  SchnvtOcegd  eines  ParaBels. 
Für  jeden  Punkt  des  Schnittparallels  DE  ist  A  =  1,  *  =  1  infolge  der 
längentreuen    Wiedergabe    der  Meridiane    und    eben    dieses  Parallek 
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Daraus  folgt,  daß  bei  der  Abbildung  der  unendlich  nahen  Umgebung 
des  Parallels  keinerlei  Verzerrungen  stattfinden,  diese  Umgebung  wird 
auf  dem  Schnittkegd  und  in  der  Karte  längen-,  flächen-  und  urinkeltreu, 
ciso  in  den  kleinsten  Teilen  kongruent  abgdnldet. 

Bei  dieser  bemerkenswerten  Projektion  bleibt  n,  also  die  Gestalt 
des  Sehnittkegels,  willkürlich,  die  Abbildung  des  Globus  geschieht  auf 
einen  bdidngen  Schnittkegd  durch  den  längentreuen  Parallel,    Setzt  man 

in  (9) an  Stelle  von  m',  so  ergibt  sieh  als  Halbmessergesetz 

(9a)  m  «  ?^  +  arc  (*  -  8y 

Unter  Hinweis  auf  das  Nachfolgende  kann  diese  Projektion  eine 
Kegel-  oder  Eegelstumpfprojektion  I.  oder  H.  Art  sein,  andererseits 
bat  sie  die  in  Nr.  5 — 7  behandelten  besonderen  Projektionen  zu  Sonder- 
ftllen.  —  Diese  Projektionsart,  die  auch  bei  den  winkel-  und  flächen- 
treuen  Projektionen  vorkommt,  bietet  den  Vorteil,  einer  an  sie  ge- 
stellten weiteren  Bedingung,  etwa  bezüglich  der  Verzerrungen,  genügen 
zu  können. 

Setzt  man  in  (7)  d  =  0,  so  wird  m  =  a  Die  Konstante  c  ist 
gleich  dem  Bildradius  des  Poles  P,  den  man  mit  m^  » c  bezeichnet. 
Für  8  =  180^  ergibt  sich  der  Radius  des  Bildkreises  des  Poles  Q, 
w,  =  c  +  arc  180®  =  c  +  ä. 

Ist  m^  =  c  =  0,  so  ist  der  Bildradius  des  Poles  P  gleich  NuU, 
der  Pol  wird  langentreu  als  E^elscheitel  S  abgebildet  Die  Projektion 
ist  eine  Kegdprojektion  im  engeren  Sinne,  Das  Eartenbild  des  ganzen 
Globus  ist  ein  Kreissektor  vom  Zentriwinkel  n  •  360®  und  dem  Radius 
m^  =  arc  180®  =  %. 

Haben  m^  und  m^  dasselbe  Vorzeichen,  wobei  das  negative  aus- 
zuschließen ist,  so  beansprucht  das  Bild  des  Globus  auf  dem  Kegel 
einen  Kegelstumpf.  Das  Kartenbild  des  gesamten  Globus  ist  ein 
Ringsektor;  die  Projektion  soll  als  eine  Kegdstumpfprqjektion  I,  Art 
bezeichnet  werden. 

Ist  endlich  m^  positiv,  m^  dagegen  negativ  (für  0  >  c  >  —  ä)  so 
&Ilen  die  Polbilder  auf  entgegengesetzte  Seiten  des  Kegelscheitels. 
Das  Bild  des  Globus  auf  dem  Kegel  setzt  sich  über  den  Kegelscheitel 
hinaus  auf  den  Erganzungskegel  fort.  Der  bestimmte  Parallel  Öq, 
mit  arc  ^0  =»  —  c,  bildet  sich  als  Kegelscheitel  S  ab.  Läßt  man  den 
Er^nzungskegel  außer  Betracht,  so  wird  bei  dieser  Kegdstumpf- 
projdcHon  IL  Art  die  Kugelkappe  vom  (Gegenpol  Q  bis  zu  dem 
ausgezeichneten    Parallel    Öq    (in     der    Karte    als    Kreissektor)    ah- 
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Die  Abbildnng  wiid  unstetig,  so  oft  sich  ein  Parallelkreis  als  ein 
Pnnkl^  oder  umgekehrt  ein  Punkt  (Pol)  als  Linie  abbildet.    Im  ersteren 

Falle  wird  h  zn  Null;  im  letzteren  Fall  unendlich,  wahrend  ^^»^ 
überall  den  Wert  1  beibehalt. 

5.  Bei   der   wichtigen  Projektion   von  De  l'Isle  sollen  zwei  im 
Voraus  bezeichnete  Parallelkreise  d',  8"  langentreu  abgebildet  werden. 
Es  ist  in  diesem  Fall  der  Kegel  leicht  zu  be- 
stimmen, Fig  3.    Den  Parallelkreisen  D£,  FG 
des  Globus,  yon  den  Polabstanden  8',  d",  ent- 
sprechen  die   Kegelkreise   Di^i,  F^Gi,   deren 
Radien    D^  Ui ,  F^  V^    mit    denen    der  langen- 
treuen  Parallelkreise  (D  J7=  sin  8',  2^7=  sin  i") 
übereinstimmen      müssen.        Die      Seitenlange 
D^jP^  der  Kegelerzeugenden  zwischen  DiE^  and 
F^Gi  ist  gleich  arc  (d"  -  dO-     ^i«   Büdradien 
SD^p  SF^  der  langentreuen  Parallelkreise  bezeichne  man  mit  in',  m". 
Es  bestehen  alsdann  die  Gleichungen 

w'  sin  y  =  sin  *',  m"  sin  y  =  sin  8",  m"  —  w'  =  arc  (8"  —  8^), 

aus   denen   sich   m',   m"  und   siny   berechnen  lassen.     Die  Besoltaie 
können  in  Fig.  3  unmittelbar  abgelesen  werden,  nämlich 
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Da  m'  und  8'  sowie  tn"  und  8"  entsprechende  Werte  sind,  so 
lautet  nach  (9)  das  Halbmessergesetz 

(11)    m  -  m'  +  arc (*  -  d')     oder  auch    m  =  m"  +  arc(*  -  *")•') 

Für  den  Radius  des  Bildkreises  des  Poles  P{8  »  0)  erhalt  man 


/  ft/       sin  d'  -,, 

I»-  «=  m  —  arc  o  —  —, arc  o 

P  Biny 


«»„ 


Bin  d' arc  (d''  — dp 
Bind"— -sind' 

Bin  d '  arc  d'^  — Bin  d"  arc  d' 
Bind"  —  Bind' 


—  arc^ 


1)  Die  Gleichung  (9  a)  drückt  daB  HalbmeBBergeBetz  ans,  wenn  der  eine  Puallel 
d'  längentreu  ist.    Soll  nun  auch  d"  längentreu  sein,  bo  mu£  (9a)  für  d«^', 

fn^tn''= erfallt  sein.    DarauB  ergibt  sich  für  n  der  in  (10)  angegebene 

n 

Wert. 


Von  A.  Wblsb. 


177 


um  naclizuweisen,  daß  diese  Projektion  eine  KegdstumfffrojekMon 
L  Art  ist,  setzen  wir  voraus  (vgl.  etwa  Fig.  4);  es  sei  sin  ^">  sind' 
(fBr  sin  8"  »  sin  d'  würde  eine  Gylinderprojektion  entisAehen).  Unter 
den  beiden  Polen  wählt  man  denjenigen  als  P 
mit  8^0^  welcher  dem  Parallel  8'  naher  liegt 
als  dem  Parallel  8'\  so  daB  also  arcA''>arcd^ 
Dami  ist 


Fig.  4. 


arc^"       arc  J' 
Bin*"  -^(Sn?'' 


sin  8'  arc  8"  >  sin  8"  arc  8\ 


in  dem  Ausdrack  f&r  m^  sind  Zähler  und  Nenner 
positiy  und  es  ist  auch  m^  positiv. 

Den  Hilfskegel  kann  man  durch  den  einen 
oder  den  anderen  der  langentreuen  Parallelkreise 
des  Globus  hindurch  gehen  lassen,  z.  B.  durch 
DE  vom  Polabstand  S\  Fig.  4.  DE  fallt  dann  mit  seinem  Bilde 
DiE^  zusammen;  es  wird  die  Kugel  auf  den  Schnitikegd  DEF^Q^  ab- 
gebildet. Nach  voriger  Nummer  wird  die  unendlich  nahe  Umgebung 
eines  jeden  der  beiden  langentreuen  Parallelkreise  ohne  Verzerrungen^ 
also  in  den  kleinsten  Teilen  gleich,  abgebildet. 

6.    Die    eben    behandelte  Projektion    von    De   Flsle    laßt   zwei 
Sonderfälle  zu  in  Bezug  auf  die  Lage  der  langentreuen  Parallelkreise. 

Setzt  man  8"  =  0,  so  ergeben  die  Formeln  (10)  und  (11) 

sin  d  f       Bin  d  ff       n  »        /  /\\ 

'^Y^^;:nPf      ^  S;:z-f      ^    =0>      m^arc*,      (w^«0). 


arc^'' 


Bin/ 


Fig.  6. 


Es  handelt  sich  hier  um  eine  Kegelprqjektion  im  engeren  Sinne. 
Der  eine  langentreue  Parallel  DE  behalt  seinen  Polabstand  8'  bei,  der 
andere  wird  zu  einem  Punkt,  dem  Pol  P,  dessen  Bild  wieder  ein  Punkt 
isi^  immlich  der  Eegelscheitel  8  (Punkt  8' 
der  Karte,  Fig.  2).  Den  Kegel  lege  man  als 
Schnittkegel  des  Globus  durch  den  Parallel 
DE,  Fig.  5,  so  fallt  in  diesem  Falle  dieser 
Kreis  mit  seinem  Kegelbilde  zusammen,  er 
entspricht  sich  selbst.  Die  Basis  des  Kegels 
ist  nun  der  Kreis  DE  »  D^Ei  vom  Radius 
md',  die  Kegelseite  SD  hat  die  Länge  axc8\ 
Der  Kegel  ist  hierdurch  eindeutig  bestimmt 

Die  unendlich  nahe  Umgebung  von  DE  wird  in  den  kleinsten 
Teilen  kongruent  abgebildet  Dieses  ist  jedoch  nicht  mehr  der  Fall 
f&r  den  anderen  langentreuen  Parallel,  den  Pol  8^0.    Es  ist  nämlich 

und  für  *  =  0 

12 


dm 


allgemein  neben  ä=-^ 


n-m       ain  d'     arc  d 


'  Bind       arcd      sm^ 

ZtitMhriA  f.  IfAtbematik  a.  Ph7iik.  49.  Band.  1908.  9.  Heft. 
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sin^' 


un- 


Fig.6. 


wird  k  —  j^^,  =-  n.    In  der  Umgebung  von  8  ist  also  i  <  1,  die 

endlich  kleinen  Parallelkreise  um  den  Pol  P  werden  anf  den  Kegel 
bei  8  verkürzt  abgebildet.  Die  unendlich  kleinen  gleichschenkligen 
Netgdreiecke,  welche  auf  dem  Globus  am  Pole  liegen,  behalten  bei  der 
Abbildung  die  Längen  ihrer  Schenkel  bei,  dingen  werden  ihre  Basen 
(und  Winkel  am  Scheitel)  im  Verhältnis  1 :  n  verkleinert. 

Die  Ähbüdung  der  Umgebimg  des  Poles  P  kann  man  sich  in 
folgender  Weise  veranschaulichen.  Man  lege  den  Kegel  RST  ala 
Schnittkegel  des  Globus  durch  den  Pol,  d.  h.  man  verschiebe  ihn  längs 

der  Achse,  bis  sein  Scheitel  8  mit  P  zn- 
sammenfäUt,  Fig.  6.  Es  sei  nunp  vom  Durch- 
messer HI  und  dem  Radius  PH  '^  Pl^ij 
ein  Parallel  in  der  Umgebung  des  Poles; 
seine  Ebene  steht  auf  der  Achse  senkrecht 
Auf  dem  Kegel  tn^e  man  8H^  ^  SJ^^ff 
ab,  so  ist  der  Kegelkreis  p^  vom  Durch- 
messer H^I^  das  Bild  des  Parallels  p.  Der 
wirkliche  Radius  von  p^^  ist  offenbar  gleich  (fBiny^^Q-n.  Teilt  man 
nun  die  Umfange  von  p  und  p^  in  dieselbe  Anzahl  gleicher  Teile 
(z.  B.  360)  und  verbindet  man  alle  Teilpunkte  mit  S  =«  P,  so  ent- 
stehen die  von  P  ausgehenden  Meridianbogen  und  ihre  Bilder  aof 
dem  KegeL 

7.  Um  den  giveüen  Sonderfall  der  Projektion  von  De  llsle  (Nr.  5) 
zu  erhalten,  lasse  man  die  beiden  langentreuen  Parallelkreise  zusammen- 
fallen, also  d''  in  d'  übergehen  und  schreibe 
darauf  d^  fOr  d'.  —  Die  Konstante  n  ist  nach 
(10)  zu  berechnen.    Da 


lim 


.     /Bind"  — sin  *'\ 


cos*' 


so  wird  n  —  sin  y  =  cos  d^,  y  =  90  —  d^,  die 
Abbildung  geschieht  auf  den  Berährungskegd 
dieses  sogenannten  MülelpardUds  DE  vom 
Polabstande  d^,  Fig.  7  (in  Fig.  4  ist  FG  nach 
DE  gerückt).  Kegel  und  Globus  haben  nunmehr 
einen  unendlich  schmalen  Flachenstreifen  längs 
des  Parallels  DE  miteinander  gemein.  Diese  Zone  entspricht  sich 
selbst  und  wird  auf  dem  Kegel  kongruent,  in  der  Kxrte  in  den  kleinsten 
Teilen  kongruent,  abgebildet.  Der  Bildradius  des  Mittelparallels  ist 
nach  Fig.  7  gleich  2>S-=  »Iq  =  tgd^j.  Da  tgdo>arc*o*  so  ist  das 
Bild  des  Poles   P  ein  Kegelkreis  zwischen  D^E^  und   8,   die  Pro- 
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jektion  also  eine  KegdskmpfprojekHon  L  Art    Das  Halbmessergeseiz 
'*^*^*  m-tg*o  +  arc(*-*o).0 

8.  Der  eben  behandelten  Projektionsart  mit  langentrenen  Meridianen 
steht  die  toahre  KegdprqjekHon  gegenüber,  teelche  äOePardUeOcreise  längen- 
treu  cübüdet,  Sie  ist  die  direkte  Yerallgemeinerang  der  orthographischen 
Azimntalprojektion.  Fig.l  yeranschanlicht  diese  Projektion,  wenn  daselbst 
alle  Linien  BD^^  dd^,  ...  mit  der  Achse  parallel  laufen.  Das  Halb- 
messergesetz  lantet 
(12)  m  =  !^,  mitÄ-?^,      Jfe-l. 

Diese  Projektion  laßt  sich  stets  au£Fassen  als  diejenige  auf  den 
Beriihrungskegel  des  Parallels  d^  =-  90  —  y  (n  =  cos  d^),  dessen  Umgebung 
aaf  dem  Kegel  kongruent  abgebildet  wird. 


B.  Winkeltreue  Projektionen. 

9.  Bei  einer  toinJedtreuen  Abbildung  müssen  für  jeden  einzelnen 
Punkt  der  Karte  die  Indicatrixhalbachsen  h,  k  einander  gleich  sein.  Durch 
Gleichsetzen  ihrer  Ausdrücke  in  (4)  und  (5)  ergibt  sich  die  diesen 
Projektionen  zu  Ghrunde  liegende  Differentialgleichung 

/•tr%\  dm       ft  •  m 

Ihre  Integralgleichung  lautet^  unter  C »  Ige  die  Integrations- 
konstante verstanden, 

(14)  m  =  «J.(tg|)". 

Diese  Formel,  das  allgemeine  Halbmessergesetz  der  winkeltreuen 
Projektionen,  ergibt  für  *  =  0®  und  d  =  180*^  stets  m  =  0,  bezüglich 
Dl  =»  00.  Es  folgt,  daß  jede  winkeltreue  Projektion  eine  Kegeiprqjdction 
im  engeren  Sinne  ist  und  daß  die  Abbildung  des  ganzen  Qlobus  einen 
ganzen  Kegel,  von  dessen  Scheitel  bis  ins  Unendliche,  erfordert. 

1)  Eb  l&ßt  sich  nmi  leicht  die  Bedingang  angeben,  unter  welcher  die  in  Nr.  4 
aufgeBtellte  Oleichnng  (S),  welche  allgemein  die  langentrenen  ParaUelkreise  be- 
■tiiiunt,  eine  Doppdwurßel  hat.  Wenn  n&mlich  die  Abbildung  auf  den  Berühmnga- 
kegd  eines  sich  l&ngentren  abbildenden  Parallels  d'  geschieht,  so  vereinigen  sich 
die  beiden  l&ngentreaen  Parallelkreise.  Man  setze  also  in  (arc  d  -|-  c)  •  n  »  sin  d 
ein  ^  SS  ^',  n  B  cos  ^',  arc  ^'  =  arc  cos  n  und  sin  d  »  sin  ^' »  j/l  —  n\  so  folgt 

(arc  cos  n  4-  6)  ti »  yi  -1  nK 

l>t  diese  Gleichung  zwischen  n  und  c  erfüllt,  so  hat  die  Gleichung  (8)  eine  Doppel- 

18' 
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Nebenbei  bemerkt  nimmt  die  Gleichnng  (2),  m  -  n  «  sind;  ans  welcher 
die  Polabstande  d  der  langentreuen  Parallelkreise  zu  berechnen  sind, 
die  Gestalt  an  /     ^v„ 

Um  die  Verzerrungen  zu  beurteilen,  berechnet  man 

'*  ""  ^  *"  d^  ""  sin  a  "■  *•  '  ^    Bin  d    ""    2    /       d\«+i ' 


Hl)" 


Es  folgt,  daß  die  Abbildung  der  Umgebung  der  Pole  unstetig  ist 
Der  Bildradius  des  Poles  Q  ist  unendlich  groß.  Für  den  Pol  P,  dessen 
Bild  der  Eegelscheitel'  ist,  also  für  A  »  0  wird  h^^k^O,  die  Ver- 
zerrungen werden  ebenfalls  unendlich  stark.  Es  ist  überhaupt  unmöglich, 
die  Umgebung  des  Poles  P  auf  den  Kegel  als  Umgebung  seines  Scheitels 
S,  in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich  abzubilden,  wie  hier  verlangt  wird. 
Es  sei  nämlich,  Fig.  6  (woselbst  nun  nicht  mehr  PH^  SH^  sein 
soll),  HI  ein  dem  Pole  P  unendlich  benachbarter  Parallel  p  und  H^I^ 
oder  Pi  sein  Bild  auf  dem  Kegel  RST  (letzterer  als  Schnittkegel  durch 
den  Pol  gelegt).  Die  von  P  ausgehenden  Meridianbogen  zerlegen  die 
Flache  von  p  in  gleichschenklige  Netzdreiecke,  die  bei  gleichmäßiger 
Verteilung  der  Meridiane  kongruent  sind.  Es  seien  die  Winkel  dieser 
Netzdreiecke  bei  P  gleich  a.  Nun  teile  man  p^  in  ebensoviele  gleiche 
Teile  wie  den  Parallel  p  und  verbinde  die  Teilpunkte  mit  S.  Die  so 
entstehenden  ebenfalls  kongruenten  gleichschenkligen  Dreiecke  sind  die 
Bilder  der  ebengenannten  von  P  ausgehenden.  Nun  sind  die  Winkel 
der  Bilddreiecke  bei  8  gleich  a'  ^^n-  a.  Es  können  also  in  der  Tat 
die  Originaldreiecke  und  ihre  Bilder  unmöglich  ähnlich  sein,  nämlich 
als  gleichschenklige  Dreiecke  mit  verschiedenen  Winkeln  an  den  Scheiteln. 
—  Diese  Dreiecke,  deren  ähnliche  Abbildung  unmöglich  ist,  werden 
nun  dadurch  unterdrückt,  daß  das  Verhältnis  SH^ :  PH  zu  Null  wird 
(Ä  =  0  für  <J  =  0). 

1)  Man  kann  anch  hier  die  Bedingung  dafOr,  daß  diese  Gleichung  für  d  zwei 
gleiche  Werte  liefere,  in  geBchlossener  Form  angeben.  Der  Fall  tritt  ein,  wenn 
wieder  ein  Parallel  d'  sich  auf  seinen  Berührungskegel  Belbstentsprechend  (l&ngen- 
treu)  abbildet.  Dasselbe  gilt  dann  ohne  weiteres  fOr  den  unendlich  benachbarten 
Parallel.    Obige  Gleichnng  muß  also  erfüllt  sein  fOr  d»^',  co8d'»n.    Es  ut 

d«mBina' -yrr^,  tgl-tg^-j/j^HJ-yS  ^d  durch  E«- 

setzen  folgt  die  Bedingungsgleichnng  zwischen  c  und  n 

e.„.yä^"^yr=n',      oder      c*.n*!^^Z^      t. 
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Wird  der  ftü-  die  Abbildimg  benutzte  Kegel  unyerändert  bei- 
behalten, Bo  bleibt  H  konstant     Eine  Änderong  dee  Parameters  c  in 

(14)  hat  in  diesem  Fall  eine  proportionale  Änderong  der  Bildradien 
sämtlicher  Parallelkreise  zur  Folge,  wahrend  die  Meridianbilder  nn- 
Terändert  bleiben.  Das  gesamte  Bild  erfahrt  eine  Ähnlichkeitsredaktion; 
aUe  unnkdtreuen  Abbildungen,  wdche  mit  Hilfe  desselben  Kegds  a/us- 
gefUhrt  werden,  sind  ähnlich. 

Die  Konstante  c  hat  hier  bekanntlich  eine  einfache  geometrische 
Bedentang.  Für  d  =  90®  liefert  nämlich  die  Gleichung  (14)  m=^c. 
Diesen  Bildradius  des  Äquators  bezeichnet  man  mit  m^;  in  diesem 
Falle  lautet  das  Halbmessergesetz  der  winkeltreuen  Projektionen  immer 
noch  ganz  allgemein 

(15)  w  =  m^.(tg|)",  mit  A  =  i  =  m^.n.-^. 

Um  eine  einzelne  dieser  unendlich  vielen  möglichen  Projektionen 
auf  denselben  Kegel  yon  beliebigem  Winkel  y  zu  erhalten^  wird  man 
fBr  c  »  m^  je  einen  bestimmten  Wert  wählen.  Allgemeiner  kann  man 
(Fig.  1,  2)  einem  beliebigen  Parallel  DE  des  Globus  einen  bestimmten 
Xegelparallel  D^JE?!  entsprechen  lassen.  Die  übrigen  Parallelkreise  wie 
de,  d^e^,  entsprechen  sich  dann  eindeutig  derart^  daß  alle  unendlich 
kleinen  Netzvierecke  wie  FGfg,  F^G^f^g^  ähnlich  sind.^) 

10.  Über  die  beiden  Konstanten  »  =  sin  y  und  c  =  m^  läßt  sich 
BO  verfägen,  daß  die  Abbildung  auf  den  Berührungskegel  eines  Mittel- 
paralleLs  DE  (Fig.  7)  geschieht,  wobei  selbstverständlich  der  Be- 
rührongsparallel  sich  längentreu  abbilden  soll.  Globus  und  Kegel 
haben  dann  wieder  den  unendlich  schmalen  Flächenstreifen  längs  DE 
entsprechend  gemein,  diese  -unendlich  schmale  Zone  wird  auf  dem 
Kegel  kongruent  abgebildet 

Es  ist  in  diesem  Fall  weiter  y  =  90  —  d^j,  also  n  —  cos  8^\  der 

Bildradius  des  Parallels  d^  ist  m^  =  tg^Q.    Nach  (15)  ist  m^-^^^m^-  (*g^)^ 
■^mitm,.(tg^)"^tgj^m,^-j^»      ^^;,„^.    Das  Halbmesser 

geeetz  nimmt  die  Gestalt  an 


1)  Die  Differentialgleichuiig  (18)  drückt  nichts  anderes  ans. 
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11.  Soll  nur  ein  ParallelkreiB  DE  yom  Polabstand  d'  langenbeu 
abgebildet  werden^  so  bleibt  der  Kegel  willkürlick  Man  wird  ilm 
zweckmaßigerweise  als  (beliebigen)  SchnüOcegd  des  Globus  durch  jenen 
Parallel  d'  legen;  der  Scheitel  8  ist  dann  ein  beliebiger  Punkt  der 
Achse  CP,  Fig.  5.  —  Bezeichnet  man  den  Bildradius  ron  DE  mit 

m'  =»  SD^,   so    hat   man  nach   (14)   m'  ^  c(tg-A  »     Anderseits  ist 

DU^  m'n  ==81110'.   Aus  diesen  zwei  Gleichungen  folgt  durch  Gleich- 
setzen Ton  m' 

Bind' 


c  — 


{•»?)■ 


Damit  lautet  das  Halbmessergesetz  fär  diese  Art  der  winkeltrenen 
Projektion: 

Selbstrerstandlich  wird  die  unendlich  nahe  Umgebung  des  langen- 
treuen  Parallels  d'  auf  dem  Kegel  und  in  der  Karte  in  den  kleinsten 
Teilen  kongruent  abgebildet;  fOr  d  »  A'  wird  A  i-»  J; »  1  (ygl.  Nr.  4, 
S.  174—75). 

12.  Bei  der  Lambert-GauBschen  winkeltreuen  Projektion  sollen 
zwei  im  voraus  gegebene  Parallelkreise  DE,  FG  von  den  Polabstanden 
d\  d"  längentreu  abgebildet  werden.  Die  Bildkreisradien  der  Parallel- 
kreise 8'  und  8"  sind  nach  dem  auch  f&r  diese  Projektion  bestehoiden 
Halbmessergesetz  (16) 

w'  -  m„  .  (tg y)',      m'  -  m.  •  (tg  V)"; 

die  beiden  Kreise  d\  8"  werden  längentreu  abgebildet,  wenn 
m^  •  n  »  sin  8\      w"  •  n  —  sin  8", 
Durch  Auflösen  dieser  Gleichungen  nach  n  und  m^  folgt 
/1Q\  lg  Bin  ^''  — lg  Bin  ^'  sin^'  Bin^" 

igtg^-lgtg^'       "    **(*«t)"    **  (^^t)" 

Der  Hilfskegel  kann  auch  hier  als  Schnittkegel  durch  DE  oder 
FQ  gelegt  werden.  Im  übrigen  hat  er,  nach  der  Formel  fBr  n  zu 
schließen,  offenbar  keine  in  einfacher  Weise  angebbare  Lage  za  den 
beiden  langentreuen  Parallelkreisen. 
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lilBt  man  bei  dieser  Lambert-Qaaßscheii  Projektion  d"  zu  d' 
werden^  so  geht  sie  über  in  die  in  Nr.  10  behandelte  Projektion  auf 
den  Berühnmgskegel  des  Parallels  ä'  (resp.  d^.  Dieser  Übergang  ist 
dem  in  Nr.  7  besprochenen  durchaus  amdog. 

Wird  dagegen  d"  gleich  Null,  so  entsteht  die  in  Nr.  11  behandelte 
Projektion  auf  den  beliebigen  Schnittkegel  durch  den  Mittelparallel  d\ 
Von  den  eingangs  voriger  Nummer  aufgestellten  Gleichungen  bleiben 
ftlr  *"  =  0  zur  Bestimmung  von  m^,  m'  und  n  nur  übrig: 

m'^m^'  (*8  y)"^      w'  •  »  —  sin  d\ 

aus  denen  sich  n,  m^  und  m'  nicht  bestimmen  lassen.    Hat  man  jedoch 
n  willkürlich  gewählt^  so  werden 

sin^'  ,       sind' 

m   =— — : 


d'\«' 


'("k) 


jede  dieser  unendlich  vielen  Projektionen  erfüllt  die  an  sie  gestellten 
Forderungen. 

O.  n&ohentrene  Projektionen. 

13.  Eine  Projektion  ist  flächentreUj  wenn  sich  alle  beliebig  großen 
oder  kleinen  Flachenstücke  des  Globus  in  wahrer  Große  abbilden.  Diese 
Forderung  ist  erfüllt,  wenn  der  üblicherweise  mit  S  bezeichnete  Aus- 
druck A .  Ä;  für  jeden  Punkt  der  Karte  den  Wert  1  hat  Man  erhalt 
somit  nach  (4)  und  (5)  als  charakteristische  Differentialgleichung  aller 
flachentreuen  (echt  konischen)  Projektionen: 

Durch  Integration  ergibt  sich  das  allgemeine  Halbmessergesetz 
n  •  —  =  —  cos  d  +  c,  oder: 


(20)      ^=«y!EE^,  mit  k^y^^^p^^i 

Füra  =.9(>>  ergibt  sich  der  Bildradius  des  Poles  P,  m^  -  j/^^^ ' 

Nach  dieser  Formel  ist  m^  reell  und  von  Null  verschieden,  die  Projek- 
tion eine  Kegdstumpfprcjektion  L  Artj  wenn  1  <  c  <  cx>.  Für  c  »  1  ist 
sie  eine  KegdprojekHon;  fOr  — l<c<  +  l  eine  KegdstumpfprcjekHon 
IL  Art,  wobei  m^  imi^nar  ist.^)     Es   ist  in  diesem  Fall  der  Eegel- 

1)  Sollen    für   m   überhaupt   reelle  Werte   möglich  sein,    so  muß  wegen 
—  l<C06d<4-l  die  Konstante  c  einen  Wert  haben  zwischen  —  1  und  -|-  oo- 
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Scheitel  8  das  Bild  eines  Parallels  d^  mit  cos  Öq  »  c.  Die  Abbildung 
der  Umgebung  dieses  Kreises  wird  unstetig,  ßa:  d  ^  d^  wird 

Auf  dem  Kegel  wird  nur  die  Kugelkappe  abgebildet  vom  Gegenpol  Q 
bis  zu  dem  genannten  Parallel  d^;  die  Abbildung  setzt  sich  nicht  über 
den  Pol  hinaus  auf  den  Erganzungskegel  fort^  denn  für  cos  d  >  c  vird 
äer  Bildradius  m  imaginär. 

Die  längentreu  abgänldeten  Paraüdkreise  werden  hier  durch  eine 
algebraische  Gleichung  zweiten  Grades  bestimmt  Setzt  man  nämlich 
m  .  n  =»  sin  d;  so  folgt  aus  (20): 

(21)  cosM  —  2w  cos  d  +  (2»c  —  1)  «  0. 

Die  Diskussion  dieser  Gleichung  lehrt  namentlich  folgendes.  Eine 
Kegdprqjektion  (c  =»  1)  bildet  stets  zwei  Parallelkreise  längentreu  ab, 
von  denen  der  eine  mit  dem  Pol  P  zusammenfallt.  —  Bei  der  Kegdr 
stumpfprojektion  I,  Art  (c  >  1)  sind  die  langentreuen  Parallelkreise  reell 

und  verschieden^  wenn  1  <  c  <     J*     •    Für  den  maximalen  zulassigen 

n'-l-  1 
Wert  c  ==     ^      besitzt   die    Gleichung  eine  DoppeLwinred  cos  d  = «, 

wobei  die  Abbildung  auf  den  Berührungskegel  dieses  ausgezeichneien 

Parallels  geschieht.    Ist  c>     ^    f  so  sind  die  beiden  Wurzeln  cos* 

imaginär.  —  Die  Keffdskimpfprqjektion  IL  Art  (c  <  1)  weist  nur 
einen  längentreuen  Parallel  auf,  da  die  eine  Wurzel  cos  d  gröfier 
als  1  wird. 

In  dem  allgemeinen  Ausdruck  für  m,  Gleichung  (20),  kommen 
zwei  Konstante  n  und  c  vor.  Die  Projektion  kann  zwei  an  sie  gestellte 
Bedingungen  erfüllen.  Die  Festsetzung  von  n  bedeutet  die  Auswahl 
des  HUfskegels.  Über  c  wird  verfügt,  wenn  man  einem  beliebigen 
Parallel  d'  einen  bestimmten  BUdradius  m'  zuweist,  es  ist  daim  nach  (20) 

,u'«  ^  _J£z: 1 .     Eliminiert  man  c  aus  diesen  Gleichungen  fflr  « 

und  m,  so  entsteht  als  neuer  Ausdruck  des  Halbmessergesetzes: 


(22)   fn=.y^^'^''-'^'^~^\  mit  *=  VI^^fZ^UEII»!.!. 

Soll  sich  zudem  dieser  Parallel  längentreu  und  infolgedessen  seine 
unendlich  nahe  Umgebung  in  den  kleinsten  Teilen  kongruent  abbilden, 
so  wird  nach  (2)  m\  n  »  sind'  und  damit: 


/ott\  y2n(coBa'  — C0Bd)  +  Bin*d'  ..    ,        Van  (ooa  d'  —  cos  J)  +  «in* d'  _l 

(^^tj;  m= ,  mit  /c^ -r-^p j 
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Fig.& 


Über  die  Konstante  n  kann  noch  yerfftgt  werden;  die  Abbildung 
geschieht  auf  einen  bdieingen  SchnüOcegd  durch  den  langentreuen 
Parallel,  der  sich  selbst  entspricht,  YgL  Nr.  4,  S.  174 — 75. 

Ich  wende  mich  zu  einer  eingehenden  Behandlung  der  gewohnten 
bestimmten  Typen  der  flächentreuen  Projektionen^  wobei  jede  derselben 
unabhängig  entwickelt  werden  solL  Sie  lassen  sich  als  Sonderfälle 
der  durch  (23)  definierten  Projektion  auffassen,  worauf  im  einzelnen  auf- 
merksam gemacht  werden  wird. 

14.  Bei  der  Kegdprcjektion 
wn  Lambert  soll  der  Parallel  d' 
längentreu  abgebildet  werden, 
der  Pol  gilt  als  zweiter  längen- 
treuer Parallel.  Den  Kegel  K 
wird  man  am  einfachsten  als 
Sehnitäcegd  durch  diesen  langen- 
bceaen  Parallel  DE  oder  8' 
legen,  so  fallt  DE  mit  seinem 
Eegelbilde  D^  E^  zusammen 
(Fig.  8).  tr  in  CP  ist  der 
Mittelpunkt  jenes  Parallels  und 
m.d'  sein  Radius.  Die  Kugel- 
kappe DP  JB  hat  f7P=l-cos*' 
zur  Hohe,  also  die  Oberfläche 
2 jr  (1  —  cos  *').  Ebensogroß 
soll  die  Kegelkappe  D^SE^  sein. 

Bezeichnet  man  folgerichtig  die  Kegelseite  SD^  mit  m',  so  ergibt  sich 
fBr  die  Kegelkappe  der  Ausdruck  x  sind'  .m'.  Durch  Gleichsetzen 
folgt  2(1  -  cos*0  =  sin*',  m',  also 


m 


2  (1  ~  cos  9') 
Bind' 


SBin-cos- 


^=2tgf 


Infolge    der    Längentreue    des    Parallels    sowie    nach    Figur    ist 


»'siny  =  sin  d\  daher  n  =  sin  y  = 


smd' 


.r 


cob'-Y>  bo  daß: 


(24) 


m 


2.tg 


2  ' 


n 


COB*-^-^) 


1)  Offenbar  handelt  es  sich  hier  tun  einen  Sonderfall  der  zuletzt  genannten 
Projektion  nnd  der  für  n  gefundene  Wert  läfit  sich  ans  (23)  finden,  wenn  dort 
'  »  0  der  BüdiadiuB  m  »==  0  entsprechen  soll. 
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Die  eistere  dieser  Gleidmiigeii  liefeii  folgende  Eoncrta-aktion  des 
Kegeky  nämlich  seines  Scheitels  S.    Man  bringe  (Fig.  8)  die  Meridian- 

tangenten  in  D  nnd  P  zum  Sdinitt  in  X,  soistDX^tgY'    Auf  der 


ersteren  Tangente  trage  DX^XD"  ab,  so  ist  DD^^m' 
ist  D"  der  Schnittpunkt  der  Tangente  DT  mit  der  Parallelen  durch  ? 
zn  CX,  nnd  es  geht  zudem  diese  Linie  PD"  durch  den  D  gegenüber- 
liegenden Punkt  D*  des  Meridians  PEQ).  Beschreibt  man  nun  mn  D 
den  durch  D"  gehenden  Bogen,  so  wird  die  Achse  im  Eegelscheitel  S 
geschnitten. 

Die  zweite  Formel  (24)  liefert  eine  genauere  Konstruktion  des 
Kegels,  welche  zudem  den  großen  Vorteil  bietet,  umkehrbar  zu  sein. 
Der  Schnittpunkt  Y  der  EUbierungslinie  CX  des  Winkels  d'  mit  der 

Sehne  DP  ist  die  Mitte  dieser  Sehne.  Offenbar  ist  CY^^  cos y  (weO 
CP=  1).    Die  Projektion  Yon  CY  auf  CP  ist  CT  =  cos«  —  -    Dieser 

Wert  stimmt  mit  n  =  sin }/  Qberein.  Nun  ist  C  !F  der  SinuB  des 
Winkels  Y'ZC,  wobei  der  Bogen  PD  von  YY  in  Z  geschnitten  wird; 
es  ist  also  <^  TZC  =  y.  Da  femer  ZT±ST,  so  sieht  der  Endsckenkd 
SD  des  Wifikels  y  Qm  S)  auf  CZ  senkredd.  (Der  Hilfskegel  K,  hier 
durch  DE  gel^^  ist  dem  BerQhrungskegel  des  Parallels  des  Punktes  Z 
parallel.) 

Beachtet  man,  daß  Y*  die  Mitte  von  PZ7  ist^  so  erhält  man  folgende 
Umkehrung  dieser  Konstruktion.  Es  sei  der  K^el  K,  nämlich  der 
Winkel  y,  bekannt.  Man  trage  y  irgendwo  an  CP  als  Anfangsschenkel 
an,  falle  aus  C  auf  den  Endschenkel  Yon  y  die  Senkrechte,  welche  den 
Meridian  PQ  ia  Z  schneidei  Aus  Z  fälle  man  auf  den  Radius  CT 
die  Senkrechte  ZF,  mache  PT  ^  TU,  so  ist  U  der  Mittelpunkt  des 
eigentlichen  längentreuen  ParaUels  DE  dieser  K^elprojektion. 

16.  (Fig.  8).  Zu  der  Abbildung  der  ParaOdkreise  auf  den  E^el 
Übergehend  sei  FG  vom  Polabstand  Ö  ein  beliebiger  Parallel,  man 
berechne  und  konstruiere  sein  Bild  FiG^}) 

Den  Bildradius  von  FO,  nämlich  SF^  =  SG^,  bezeichnet  man 
mit  m;  der  Radius  des  Kegelkreises  F^G^  ist  dann  m .  n.  Die  Ober- 
flilche  des  Kegels  SF^G^  wird  damit  gleich  xm^n,  die  entsprechende 
Kugelkappe  FPG  ist  2«(1  — cosd).    Durch  Gleichsetzen  dieser  ent- 

2Bin-r- 


(  —  C08  )  ^  —      ^yff^  mit  Formel  (20), 
♦*  yn 

I)  Die  Abbildimg  der  ümgebmig  des  Poles  a  •»  0  ist  am  Schluise  der 
k^M^^t^  Nummer  auseinandergesetzt. 
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für  c  =  1,  übereinBtimmt.  Da  femer  nach  voriger  Nummer,  n  »  cos' ^^ 
so  lantet  das  Halbmessergesetz: 

(25)  m  = yr,  mit  A  =-  — j,  =  ^ • 

COB— -  COS-t;- 

2  2 

Für  den  Bildkreis  JP^  G^  bestehen  einfache  geometrische  Eonstrak- 
tionen. Ans  w==2sinY'C0SY,  n  =  siny  =  cos*  y  '  ^*^^  «i  .  sin  y 
=  2  sin  Y  C08  Y  •  Diö  linke  Seite  ist  der  Abstand  des  Punktes  (rj  yon 
der  Achse  CS.  Rechts  ist  2Bin^  gleich  der  Sehne  J?G,  um 
PG .  co8-^  zu  erhalten,  dreht  man  PG  um  P,  bis  G  nach  G^  in  P£ 

zn  liegen  kommi  Es  haben  ftlg^^ftT^^1  die  Punkte  G^  und  G^  von  der 
Achse  CS  denselben  Abstand;  es  wird  die  Eegelseite  SE  von  der 
Parallelen  durch  G^  zu  der  Achse  im  gesuchten  Punkte  G^  geschnitten, 
womit  der  Eegelparallel  F^G^  konstruiert  ist 

Eine  zweite  Eonstruktion  liefert  den  Bildradius  m^  SGy    Es  ist 

m  =  2  8in— :  cosy;  cosy  =«CF,  1  :cos y  «=  CX  «=  CNy    wo  N  der 

Schnittpunkt   der  Meridiantangenten  in  P  und  E  ist.     Es   ist  somit 

m  =  PG  .  CN.    Um  P6r  =  2 sin—  mit  CN  zu  multiplizieren,  bemerke 

man,  daB  PC»  1;  man  drehe  PG  um  P  nach  PGq  in  die  Achse  und 
ziehe  durch  G^  die  Parallele  zu  CN  bis  zum  Schnitt  mit  der  Pol- 
tangente PNin  ö,.  Es  ist  G^G^  das  verlangte  Produktund  m^^SG^^G^G^ 
der  BUdradius  des  Parallels  FG.  —  Der  äußerste  und  größte  aller 
dieser  Bildradien  ist  derjenige  des  Gegenpols  Q,  gleich  Q^Q^,  der,  wie 

leicht  zu  zeigen  ist,  durch  E^E^  geht  (^  PQE  =»  yV 

AnhßMg.  Für  diese  winkeltreue  Eegelprojektion  ist  c  =»  1,  es  wird 
damit  die  allgemeine  Gleichung  (21)  für  die  langentreuen  Parallelkreise 
zu  cosM  —  2ncos*  +  {2n  -  1)  —  0,  d.  i. 

{cos*-l}.{cosd-(2n-l)}  =  0. 

Die  erste  Wurzel  ist  cos  d  »  1  und  dementsprechend  der  Pol  d  »  0 
der  eine  langentreue  Parallel.  Für  den  zweiten  ist  cosd  =  2n— 1; 
für  die  hier  eingeführte  Bezeichnung  cosd'=2n  — 1.     Daraus  folgt, 

daß  n  »  cos*y,  wie  in  (24)  angegeben. 

Der  eigentliche  langentreue  Parallel  d'  oder  DE  ist  nun  für  einen 
gegebenen  Eq^  BST  (Fig.  9)  sehr  leicht  zu  findeiL    Man  trage  auf 
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der  Senkrechten  aus  Q  auf  RS  die  Längeneinheit  QÄ  »  QC  ab,  fiUe 
aus  Ä  auf  QC  die  Senkrechte  ÄBy  so  ist  QJB»  n  (»sin^^).  Tragt 
man  in  der  Achse  QB^^BUdh,  so  ist  C^^Zti,  CI7=2n- l  —  cos*'; 
es  ist  U  der  Mittelpunkt  des  längentreuen  Parallels  DE  und  D^Ei  Bein 
Bild  auf  dem  EegeL  —  Diese  Konstruktion  ist  ohne  weiteres  umkdtr- 
bar;  zu  gegebenem  DE  oder  d'  laßt  sich  der  Kegel  eindeutig  finden. 


Fig.  9. 


16.  Die  flächentreue  Kegdstumpfprcjektian  van  Älbers  bildet  zwei 
im  Yoraus  g^ebene  Parallelkreise  DE,  FG  von  den  Polabständen  f,  f 
längentreu  ab  (Fig.  10).  Es  ist  somit  Tor  allem  ein  K^el  K  zu  er- 
mitteln^  auf  welchem  sich  zwei  Kreise  D^E^j  F^G^  yon  den  Badieo 
Bbi8\  sind''  befinden^  derart^  daß  die  Oberfläche  des  KegelstumpfeB 
D^E^F^G^  gleich  ist  der  Oberfläche  der  entsprechenden  Kugebone 
DEFG  -=  2x  (cos  *'  —  cos  d").  Bezeichnet  man  die  Seitenabschnitte 
8 Du  SFj^  des  Kegels  mit  m,  m",  so  hat  der  Kegelstumpf  die  Ober- 
fläche: •   ^'  I    •   >" 


Durch  Oleichsetzen  dieser  Flächen  folgt: 

(26)  (w" -  m)  (sin *"  +  sin *')  «  2 (cos *' -  cos *") , 

(m' 

(27)  m"-m' -2tg 


m  j  2  sin  — ^ —  cos  — 5 —  »  4  sin  — i —  sm  • 


2 


Es   ist  damit   die  Länge  D^F^   der  Seite  des  Kegelstumpfes  be- 
rechnet   Die  Formel  (27)  liefert  folgende  einfache  Konstruktion})  An 

1)  Zöppritz-Bludau  S.  108. 
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dfin  Bogen  DF  lege  man  in  dessen  Mitte  M  die  Tangente  nnd  bringe 
sie  in  Dq,  -Fq  zum  Schnitt  mit  CD^  CF.  DqF^  stimmt  mit  der  Seite 
D^jP^  des  Eegelstompfee  überein.  Offenbar  sind  Eegelstomf  und  Kegel 
durch  die  lAoige  von  DiF^  und  die  Radien  sin  S',  sin  d"  der  Kreise  D^E^, 
FjGtj  eindeutig  bestimmt. 

Da  die   Parallelkreise   d\  d"    des   Olobus    langentreu    abgebildet 

werden,  so  sind  nach  (2)  m' .  n  =  sin  d',  m'  = und  m"  == 

Durch  Einsetzen  in  (26)  folgt: 

«ma----aina-  ^^^ ^,,  +  sin ^0  =  2  (cos *' -  cos 8"), 

^     m*r'—  sinM'  ^)  _  ^  —  cobM''  —  1  +  cobM'  ^  ^     coB*d'— cosM'^ 
'^''äCcob*'— cosO     "~        2(008^'  — cobO        ^«*    co8<r'  — cosa"  ' 

oder 

(28)  n«  j(cosr+cosO- 

Durch  Zuhilfenahme  von  Fig.  3  kann  die  Berechnung  yon  n  etwas 
Tereinfiicht  werden.    Es  sind  D^ U^  =  sind',  F^V^  =  sind";  man  nehme 

A^i  =  m''-m'  =  2sini-=:^:cos^^^nach(27).    Es  wird  dann: 

F.H       Bin <r"- Bind'               r'  +  d'        *"-*'      •,        .,  ,         ^,,. 
=  8my  =  ^-- j-;^— , cos  ~^cos— ^ |(cos*  +cosd'). 

Nach  (28)  laßt  sich  der  Kegel  JK  in  folgender  Weise  konstruieren 
(Fig.  10).  Es  seien  U,  V  die  Centra  der  langentreuen  Parallelkreise 
DE,  FG  des  Qlobus  und  W  die  Mitte  zwischen  U  und  F,  so  ist 
CTT^Kcosd' +  cosd") -» w  =  siny.  In  W  errichte  man  auf  der 
Aehse  die  Senkrechte,  welche  den  Bogen  EG  in  H  schneidet.  Aus 
CTT^siny  folgl^  daß  y  mit  dem  Winkel  WHC  übereinstimmt.  Die 
Meridiantangente  in  H  bildet  mit  der  Achse  bei  S^  den  Winkel  y] 
der  gesuchte  Kegel  ist  dem  Berfihrungskegel  des  Parallelkreises  des 
Punktes  H  gleich.  Diesen  berührenden  Kegel  verschiebe  man  in  der 
Richtong  der  Achse,  bis  sein  Scheitel  nach  dem  beliebigen  Punkte  S 
faDt  und  benutze  ihn  in  dieser  Lage  zur  Abbildung.  Schneidet  man 
Beine  in  der  Zeichnungsfläche  liegenden  (UmriB-)Erzeugenden  mit  den 
Parallelen  durch  D,  E,  JP,  G  zur  Achse  in  D^,  E^,  F^,  G^,  so  sind 
endlich  D^E^,  F^G^  die  Bilder  der  langentreu  abzubildenden  Parallel- 
beise.  —  Den  Kegel  kann  man  jederzeit  als  SchniÜkegd  so  legen,  daß 
er  mit  dem  Olobus  den  einen  der  langentreuen  Parallelkreise  DE^  FG 
entsprechend  gemein  hat  (Nr.  4,  S.  174). 

1)  Dieser  Wert  för  n  ergibt  sich  ans  (23),  wenn  dort  d  =^  B"  und 
»(=  m")  = sich  entsprechen  sollen. 
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um  daa  HalbmessergesetB  za  finden,  ffilire  man  den  beliebigen 
Parallelkreis  IK  Tom  Polabstande  d  ein.  Anf  dem  Kegel  sei  I^K^ 
mit  den  Seitenabschnitten  SI^  «  SK^  «  m  sein  Bild.  Nun  beredmet 
man  die  Zonen  des  Globus  und  des  Kegels  entweder  von  DE  nach 
IK  und  yon  D^E^  nach  I^K^  oder  yon  FG  nach  IK  und  yon  Ffi^ 
nach  I^K^  und  setzt  sie  einander  gleich.  Man  findet  in  Übereinstimmimg 
mit  (23) 

m  -  ~  y2n  (cos  *'  -  cos  *)  +  sin*  *' «  -  V2n  (cos  d"  -  cos  d\+  sin«« ', 

oder  auch  durch  Einsetzen  des  Wertes  yon  n  aus  (28)  den  symmetrischen 

Ausdruck 

roo\  2  yi  +  008  *'  cos  S"  —  (cos  a'  +  COB  d")  coB  a 

Die  Bildradien  der  ausgezeichneten  Parallelkreise,  nämlich  der  Pole 
und  des  Äquators,  sind  in  gewohnter  Bezeichnung 

^ tan--- Bin -T-  «.,/i— : n st?  4co8— -cos-r 

8  2  2yi  +  C0Bj'c08d 2         8 

^J»         COBÄ'  +  COB*"'       ^«  COBd'  +  COBa"       '       ^«  ""  COB  d' +  OOi *' 

mit  2wJ  -  w|  +  mj;  die  Konstante  (Nr.  13)  ist  c  =  ^^ij!^'. 

Laßt  man  bei  yorstehender  Projektion  yon  Albers  den  onen 
längentreuen  Parallel  zum  Pol  P  werden,  während  der  andere  nn- 
yerandert  bleiben  soll^  so  entsteht  als  Sonderfall  die  in  Nr.  14^  15  he 
handelte  flächentreue  Kegelprojektion  yon  Lambert.  FOr  d"^0  findet 
man  in  der  Tat  aus  (28),  (29) 


d 

sin 

t 

9" 

COB 

— 

i 

i  +  cobB'         •  s'            gyq  +  ooBd-Ki^coBa)     « 
n  g cosy,    m^J i  +  coBd' "^ 

wie  in  (24)  und  (25).  —  Solange  *"  einen  endlichen  Wert  hat,  wird 
die  unendlich  nahe  Umgebung  dieses  Parallels  auf  den  K^el  (und  die 
Karte)  in  den  kleinsten  Teilen  kongruent  abgebildet  Wird  dagegen 
*"  =*  0,  so  kann  das  nach  Nr.  9  nicht  mehr  stattfinden.  Um  nun  von 
der  Abbildung  der  Umgebung  des  Poles  P  auf  die  Umgebung  des 
Kegelscheitels  eine  deutliche  Vorstellung  zu  erhalten,  beachte  man, 
daß   fOr  d"  B  0  die  Indicatrixhalbachsen  allgemein  die  Werte  haben 

*--^ — i---!^-~,  ftr '"=0  somitJfe-l/n,  Ä-4=-   KeBasen 
cobI      co.i-       *  '   '  V^  I 
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der  vom  Pol  ausgehenden  unendlich  kleinen  Neiasdreiecke  werden  im 
Verhältnis  1  :  %  -«  1  :  Yn  yerküizt,  wahr^id  die  Schenkel  im  Yer- 
haltnifl  1 :  &  » f/n :  1  yergrößert  abgebildet  werden^  so  daß  also  die 
Flachengleichheit  bestehen  bleibt. 

Anderseits  kann  man  derart  spezialisieren,  daß  die  beiden  langen- 
treaen  Parallelkreise  zusammenfallen.  Man  lasse  dementsprechend 
4"  =  d'  ==  do  werden,  so  folgt  aus  (28)  und  (29) 


cosA 


Of 


m 


yi  +  COB*  ^^  —  2  C08  d^  C08  d 


eB  sind  dies  die  Gmndformeln  fOr  die  in  den  folgenden  Nummern  zu 
behandelnde  Projektion. 

17.  Der  Qlobus  werde  nun  flachentreu  auf  den  Beriäirungshegel 
eines  bestimmten  Mittelparallels  DE  yom  Polabstande  d^  abgebildet, 
wobei  dieser  ausgezeichnete  Parallel  sich  langentreu  abbilden  soll.  Für 
jeden  Punkt  des  Parallels  d^  wird  nach  Nr.  13  %  =  i  »  1,  die  unend- 
lich nahe  Umgebung  des  Parallels  wird  in  den  kleinsteti  Teilen  kon- 
gruent abgebildet.  Olobus  und  Kegel  haben  den  Flachenstreifen  längs 
DE  entsprechend  gemein.  Die  beiden  langentreuen  Parallelkreise  sind 
in  DE  yereinigt;  bei  der  Abbildung  des  Qlobus  auf  den  Kegel  ist  DE 
doppdt  selbstentsprechend. 

In  Fig.  11  ist  die  Zeichnungsfläche  ein  ebener  Schnitt  des  Globus 
ond  des  Kegels  durch  die  gemeinsame  Achse  SC,  Der  Winkel  y  des 
Kegels    ist    gleich    90  —  Jn»    also    die 


"o^ 


Der 


Fig.  11. 


Konstante     n  »  sin  ^^  =  cos  d^ 
Bildradius    des   Berfihrungsparallels    ist 

Das  Bild  des  beliebigen  Globus- 
panllels  FO  yom  Polabstand  d  sei  der 
Kegelparallel  F^  G^  mit  8F^ »  SG^ »  m. 
£b  haben  in  diesem  Fall  die  Zonen 
DEFG  und  D^E^F^G^  des  Globus 
ond  des  Kegels  gleiche  Oberfläche.  Die  Radien  der  beiden  Basen  des 
Kegelstumpfes  sind  m  •  n  und  m^  •  n,  die  Seitenlänge  ist  m  —  m^j  somit 
die  Oberfläche  gleich  «{m-n  +  m^-  n){in  —  m^);  die  Oberfläche  der 
Kogelzone  ist  29r(cosdo  — cosd).    Durch  Gleichsetzen  folgt 

(m*  —  wj)  'n^2 (cos d^  —  cos J), 

wo  m^  -  tg*o  -  ^%  also 

2       8  (co8  d^  —  COB  d)       Bin*  9^       2n  (cos  9^  —  cos  ^)  +  sin*  9^ 
m  ^s  ————1^———  -^      -—  ^s 
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wie  in  (23).    Setzt  man  wieder  n  »  cob  d^,  so  ergibt  sich  folgende  be- 
queme Schreibweise  der  fundamentalen  Formeln 


/on\                        Vi  +  cos*  df.  —  2  cos  A,  cos  d  *  ,x 

(30)  w  =  l— I^ ^^ ? ,    n«coB*/), 

worauf  am  Schlüsse  yoriger  Nummer  bereits  hingewiesen  wurda 

Für  den  FG  oder  d  entsprechenden  Eegelparallel  F^G^  bestehe 
zwei  einEeu^he  Konstruktionen: 

a)  Es  seien  U,  V  die  Mittelpunkte  yon  DE  und  FG,  YerbindBi 
man  U  mit  G,  so  folgt  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ÜVG 
(Fig.  11) 

{7G*=  Ur*+  Fff*=(cos*o-cos*)*+sin**«l  +  cos**o-2co8*„cos*, 

UG^yi  +  cos*do— 2cos*oC08'. 

Nach  (30)  ist  m  cos  tf^  =  m  sin  ^^  =  UG,  es  ist  also  UG  dem 
Radius  V^G^  des  Eegelkreises  F^^Gi  gleich.  Dreht  man  UG  um  V 
und  um  den  Winkel  ^  nach  UG^  (in  ÜE)  und  zieht  man  durch  den 
Endpunkt  G^  die  Parallele  zu  der  Achse^  so  wird  SE  yon  ihr  in  (t) 
geschnitten.    Damit  ist  der  Bildkreis  F^G^  konstruiert. 

b)  Eine  noch  einfachere  Übertragung  der  Parallelkreise  auf  den 
Kegel  beruht  darauf,  daß  m^  SG^  direkt  mit  SG  übereinstimmi  Es 

ist  nämlich,  Fig.  11,  CS  =  -V,  Cr==  cosd,  also  FS  =  — V  -  cos* 
'       ®       '  cosdo'  '  cos  9^ 

-  Lzi2!L^i?!L*.    Ferner  ist  VG  =  sin d,  also 

COS*«  ' 


r    \         COSÄj         /     '  costf^, 

Um  (t^  zu  erhalten,  hat  man  somit  einfach  um  8  mit  dem  Badins 
8G  einen  Bogen  zu  ziehen,  er  schneidet  die  Eegelseiten  SD,  SE  in 
-Fl   und   Gj.*)  —  In  Fig.  12   sind   dementsprechend   SP^SP^  und 


1)  Dieser  Ausdruck  för  m  geht  aus  (28)  hervor,  wenn  man  dort  S'  durch  ^i 
ersetzt  und  n  »  cos  ^^  wählt. 

2)  Die  Abbildung  der  Parallelkreise  des  Globus  auf  den  Berührongskegel 
▼ollzieht  sich  somit  durch  eine  Schar  konzentrischer  Kugeln  ^  welche  den  Kegel- 
scheitel 8  zum  Zentrum  haben.  Diese  Kugeln  schneiden  Qlobus  und  Kegel  je  in 
entsprechenden  Kreisen.  Da  die  Projektion  fläahentreu  ist,  besteht  somit  folgender 
Flllchensatz:  Schneidet  tnan  einen  geraden  Kreiskegel,  sowie  beliebige  Kugeln^  vMe 
diesen  Kegel  längs  seiner  Kreise  berühren,  mU  einer  weiteren  Schar  konsenirisckr 
Kugeln,  deren  Zentrum  der  Kegelscheitel  ist,  so  sind  alle  gwisdten  je  swei  Ku^ 
der  letMteren  Schar  liegenden  Zonen  des  Kegeis  und  der  ersteren  Kugeln  maisäxr 
gleich.  Dieser  Satz,  dessen  direkter  Beweis  hier  sehr  nahe  liegt,  kann  auf  zwei  Arten 
NpeslAlisiert  werden.    Bückt  der  Kegekcheitel  S  unendlich  fem,   so  irerwandelt 
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SQ  =  SQi  die  Radien  m^,  m^  der  Polbilder  in  der  Karte.  Die  Kegel- 
Btumpfprojektion  beansprucht  f&r  die  Abbildung  des  ganzen  Qlobus  den 
Kegelstumpf  P^P^Q^Q^]  seine  Seitenlänge  stimmt  mit  PQ  =^2  überein. 

18.  Die  Paräadr 
kreise  des  Globus  sind 
einander  paarweise  sfUr 
geordnet  als  solche^  die 
auf  demselben  Kegel 
ans  S,  Ton  der  Achse 
SC  liegen,  Fig.  12. 
Der  Winkel  9  jedes 
solchen  Kegels  ist 
kleiner  als  y.  Es 
sind  FG,  HI  yon 
den  Mittelpunkten  V, 
W  ein  solches  Paar  zu- 
geordneter Kreise.  Wie 
gezeigt  werden  soU, 
sind  sie  stets  Linien 
gleicher      Vereemmgen. 

Nach  Nr.  3  ist  fOr  den  Parallel  FO  und  sein  Bild  F^Gy^  auf  dem 

G  V 
Kegel  die  Indicatrixhalbachse  in  tangentialer  Richtung  ft  —   Xy  }   f^r 

I  IV 
den  Bildparallel  H^I^  ebenso  *  = -/w  •     Offenbar  sind  die  gedachten 

Verbindungslinien  GG^^  11^  parallel,  femer  sind  SG^SG^  und 
S2=  Sil,  somit 

G^r^:  I^W^  =  G^S :  I^S  =^  GS :  IS  -^  GV:  IW, 

Somit  ist  G^r^iI^W^^^GViIW  oder  G^V^iGV^I^W^iIW] 
es  stinunen  fBr  die  Bilder  dieses  Paares  yon  ParaUelkreisen  die  Halb- 
achsen h  der  Indicatricen  überein,  ebenso  infolge  %  =>  -jt-  die  Halbachsen 


sich  der  Kegel  in  einen  gemeinsamen  Ber^ürnrngBcylinder  der  ersteren  Schar  von 
Kngeb,  die  nun  sämtlich  mit  dem  Cylinder  denselben  Badins  haben.  Es  entsteht 
der  Satz  von  der  Gleichheit  der  Oberfläche  irgend  einer  Kngelzone  und  einer 
Zone  des  Bertlhmngscflinders  von  gleicher  Höhe  (Anwendung  in  Nr.  22).  —  Läßt 
man  anderseits  den  Kegel  zn  einer  Ebene  werden,  so  besteht  die  erstere  Kngel- 
Bchar  ans  den  Engeln,  welche  diese  Ebene  in  einem  ihrer  Punkte  8  berühren, 
euucUiefilich  dieser  Ebene.  Die  Engeln  der  zweiten  Schar  haben  das  gemeinsame 
Ze&tnun  S.  Der  allgemeine  Satz  besteht  anch  jetzt  noch:  Alk  Zonen  der  ersteren 
Kvgdn,  die  ewisehen  je  zwei  Kugeln  der  zweiten  Schar  liegen,  sind  flächengleich. 
Vgl  hierzn  Nr.  28. 
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h  in  radialer  Richtung^  und  es  sind  die  Bildkreise  Ton  FO,  HI  in  der 
Tat  Linien  gleicher  Verzemingen  der  Karte. 

In  Toriger  Nummer  ist  nachgewiesen  worden,  daß  V^G^^UO 
(vgl.  Fig.  11).  Nun  ist  UG  als  Hypotenuse  großer  ab  die  Kaihete 
VG,  also  stets  V^  G^  >  VG.  Jeder  Parallelkreis  des  Globus  wird  Ter- 
gröfiert  abgebildet.  Daraus  folgt,  daß  bei  jedem  Punkt  der  Karte  die 
tangentiale  Halbachse  der  Indicatrix  die  große  Halbachse  (^a),  die 
in  radialer  Richtung    h  dagegen  die  kleine  ist  (=  b).     Für  das  Bild 

des  Parallels  FG  ist  ä  (=  a)  =    yJ  =  ^  =  sec^^,  wobei 

^UGr^^GUE^i;^, 

Bezeichnet  man  den  Polabstand  yon  FG  mit  d^,  so  ist 

J7(?  «  j/1  -1-  cosM^j  -  2co8docosdi,     FG  =  sindi, 
also 


1  /        \       Vi  +  cos*  d«.  —  2  cos  df.  cos  d.  ^         r  ^ 

Ä;(=a)«LX ^_ 0 i  =  Bec*i;    Ä  =  cos^i. 

Hat    der    entsprechende    OlobusparaUel   HI   (Fig.   12)    den  Pol- 
abstand d^y  so  ist  f&r  jeden  seiner  Bildpunkte 


^  ^  yi  +  C^B«^,^--^^COSdoCOsd,  ^  ^^^^,       Ä  =  COS*„ 


I  wobei  -^EUI^if^. 

\  In  Fig.  12   ist  dem   Kreise   über   dem  Durchmesser  FQ  das  zq 

I  diesem    Durchmesser    symmetrische    Viereck    FGHI    eingeschrieben. 

I  Der  Schnittpunkt  der  Gegenseiten  FH^  Gl  ist  8,  die  erste  Nebenecke 

des  Vierecks.     Die  andern  beiden  Nebenecken  li^en  auf  der  Polaren 

i  DE  Yon  S  in  Bezug  auf  den  Kreis  und  zwar  die  eine  unendlich  fern. 

^  Durch  die  letzte  Nebenecke  gehen  jene  Polare  DE,  ferner  die  Polare 

[  SC  der  unendlich  fernen  Nebenecke^  sowie  endlich  die  übrigen  Gegen- 

seiten FI  und    GH  des    Vierecks.     Diese   dritte  Nebenedce  ist  ab 
Schnitt  yon  DE  und  SC  nichts  anderes  als  der  Punkt  U. 

Man  schließt  daraus,  daß  die  Verlängerungen  yon  UI,  UO  durch 
F  und  H  gehen  (und  daß  U  der  Scheitel  des  zweiten  Kegels  ist,  den 
man  durch  die  Parallelkreise  FG,  HI  legen  kann).  Auch  folgt;  daß 
die  Strahlen  UG,  UI  zu  den  rechtwinkligen  Linien  US,  UE  hBT- 
monisch  liegen,  zu  ihnen  also  gleich  geneigt  sind,  und  daß  ifi^^i^v 
(Auch  sind  ^^  bei  G  und  ^^  ^^^  ^  einander  gleich  als  Peripheriewintel 
über    demselben  Bogen  FH)   —  Nach    einem    planimetrischen  Satx 

ist  femer  ^i  =  ^,  =   ^  T"  * .     Für  die  Indicatrixhalbachsen  der  Bilder 
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des    Pftares    FO^  HI  von    Parallelkreisen    hat    man  nnn   auch   den 
Ansdmck 

J;»  a»  sec  ^  Y  * ^    Ä«»6«.  cos  *  "^  * . 

FaUt  man  aus  C  die  Senkrechte  CL  auf  S/G,  so  ist  <^SCL--*-±^* . 
Es  folgt  daraus,  daß  ^CSL  -  9  =  90- '^^•.  ' 

Um  noch  die  Beziehung  zwischen  d^  und  den  zugeordneten  Werten 
«„djherroleiten,  beachte  man,  daß  SGSJ-iSiS».  EsistSff«^«^, 

SJ-^=.^,  Si;-tg*o.    Endlich  ist  sin  9 -cos  ^4^;  ™d 

es  folgt  aus  alledem         ^^IrV  =■  '8**0^  *^^ 

COB*    *^   * 

.     ^         Vein  d,  sin  d, 

(31)  tg*.-^^-x+är- 

Der  Vollständigkeit  w^n  soll  noch  der  8^  entsprechende  Wert 
j|  aus  d^  und  d^  berechnet  werden.  Um  dies  zu  erreichen,  setzt  man 
die  auf  S.  194  angegebenen  Ausdrücke  f&r  i,  ftir  die  Parallelkreise  8^ 
und  d,,  einander  gleich: 


yi  +  cos*  d^  —  2  COB  dj  cos  a^        yi  +  cos*  ^0  "~  ^  ^OB  d^  cos  d. 

Bin  dj  Bin  d*,  * 

Indem  man  quadriert,  überall  die  Cosinus  einführt  und  die  Nenner 
entfernt,  kann  man  mit  cos  d^  —  cos  d^  dividieren,  entsprechend  der 
speziellen  Lösung  J^  »  8^  (»  d^).  Es  verbleibt  eine  in  cos  8^  lineare 
Gleichung,  und  diese  liefert 

i?ff\  OI^^;i  (l  +  COB*  J^)C0B<y^  --2008^0 

^    ^  ^*  ^«       2  COB  ^0  COB  a,  -  (1  +  COS«  ^o)  • 


n. 

Cylinderprojektionen. 

19.  Bei  den  wahren  CylinderprojekHonen  werden  (in  normaler  Lage) 
die  Meridiane  des  Globus  abgebildet  als  die  Erzeugenden  (Seiten)  eines 
Kreiscißinders  und  zwar  derart^  daß  der  Winkel  irgend  zweier  Meridiane 
mit  dem  Winkel  der  Ebenen  übereinstimmt,  die  man  durch  die 
Cjlinderachse  und  die  entsprechenden  Erzeugenden  legen  kann.  Die 
Paraüdkreise  dagegen  bilden  sich  ab  als  die  Kreise  des  Gylinders.  In 
Fig.  13  sind  Globus  und  Cylinder  mit  ihren  Achsen  zusammengelegt 

18* 
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und  auf  die  durch  die  Achse  PQ  gelegte  Zeichuungsflache  orthogonal 
projiziert.  Dem  Äquator  AB  Ulfit  man  stets  den  in  seiner  eigeaen 
Ebene  liegenden  £j-eis  Ä^B^  des  Gylinders  entsprechen,  was  ohne 
Einfluß  auf  die  Gestalt  des  Bildes  ist.  Im  übrigen  sind  B^Ey^^  H^I^, . . . 
die  Bilder  der  Parallelkreise  DE,  HI, . . .  und  die  Cylindererzengenden 
A^H^,  K^L^,.. .,  BJi  die  Bilder  der  Meridiane  QÄH,  QKL, . . .,  QBl\ 

der    erstgenannte   sei 


Fig.  18. 


Fig.  u. 


der  NuOmeridian,  (Die 
Meridiane  werden  nnn 
durch  das  Ebenen- 
büschel von  der  Achse 
PQ  auf  den  Cy linder 
projiziert.) 

Durch    Abwicke- 
lung des  Gylinders  in 
die     Zeichnungsflache 
entsteht     die     Karif^ 
Fig.  14,   welche   im   allgemeinen  als  Bild 
en    Globus    die    Gestalt    eines 
Eechteckes    haben    wird.^)     Die    Meridiane 
Yon   den   Längen   X=^0,  l,   ...    und  die 
Parallelkreise  von  den  Breiten  g>  ^0,  tp,  ...   der  Karte  bilden  zwei 
Systeme  Von   sich  rechtwinklig  schneidenden  (Geraden.     Alle  Parallel- 
kreise der  Karte  haben  dieselbe  Länge. 

Es  folgt  namentlich^  daß  die  Hauphichtungen  des  Globus  und  der 
Karte  mit  den  Parallelkreisen  und  Meridianen  übereinstimmen.  Wir 
bezeichnen  für  den  beliebigen  Punkt  L'  der  Karte  die  Indicairixhalb' 
ochse  in  der  Richtung  K'L'  des  Meridians  mit  h,  die  darauf  senkrechte 
Yon  der  Richtung  H'V  des  Parallels  mit  h 

Bei  dieser  Abbildung  des  Globus  mit  Bilfe  eines  Gylinders  sind 
zwei  Dinge  willkürlich,  zunächst  das  Verhältnis  des  Gylinderradius  zum 
Radius  des  Globus.  Dieses  Verhältnis  soll  die  Konstante  der  Cylinder- 
Projektion  heißen  und  mit  v  bezeichnet  werden.  Nimmt  man  auch 
hier^  wie  bei  den  Kegelprojektionen,  den  Radius  des  Globus  als  Längen- 
einheit, so  stimmt  die  Konstante  mit  dem  Badius  des  Cylinders  direkt 
uberein.  Aus  Zweckmäßigkeitsgründen  wird  man  Projektionen,  bei 
welchen  der  Radius  des  Cylinders  größer  ist  als  derjenige  des  Globus, 
ausschließen,  sich  also  auf  die  Fälle  mit  v  ^  1  beschranken.  —  Für 


1)  Das  Bild   aaf  dem   Gylinder  und   die  Karte   sind   gegenseitig  längen-, 
üächen-  und  winkeltreu  oder  also  überall  in  den  kleinsten  Teilen  kongruent 
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v=^l  geschieht  die  Abbildung  auf  den  Berührungscylinder  des  Äquators^ 
unter  den  ParaUelkreisen  wird  nur  der  Äquator  langentreu  und  sich 
selbst  entsprechend  abgebildet  —  Ist  dagegen  0  <  i;  <  1  so  hat  man 
es,  wenn  man  die  Achsen  beider  Flächen  zusammenlegt^  mit  der  Ab- 
bildung des  Globus  auf  einen  SchniUcylinder  zu  tun.  Der  Cylinder 
schneidet  den  Qlobus  in  zwei  zum  Äquator  symmetrischen  ParaUel- 
kreisen^ welche  jedoch  im  allgemeinen  sich  nicht  selbst  entsprechen, 
dagegen  längenireu  abgebildet  werden.  Sie  können  durch  bloße  Ver- 
schiebung des  Cylinders  längs  der  Achse  einzeln  mit  ihren  Bildern 
zur  Deckung  gebracht,  also  selbstentsprechend  gemacht  werden.  Ihre 
Breiten  sind  durch  die  Gleichung  bestimmt 

(33)  cos  9  =  1/. 

Willkürlich  ist  femer  das  Gesetz  des  Entsprechens  der  Parallel- 
kreise und  ihrer  Bildkreise  auf  dem  Cylinder.  Die  Lage  eines  Parallels 
drückt  man  aus  durch  Angabe  seiner  geog.  Breite  g),  die  des  Bild- 
kreises des  Cylinders  (oder  der  Karte)  durch  den  Abstand  A^  H^  =  Ä'ET  =*  x 
(Fig.  13,  14)  Tom  Bilde  des  Äquators.  Die  eindeutige  Beziehung 
zwischen  g>  und  x  wird  ausgedrückt  durch  eine  Gleichung 

(34)  x  =  F{q>), 

das  Breüengesebs,  Einer  bereits  getroffenen  Festsetzung  zufolge  wird 
F{p)  =  0  sein. 

In  Figur  14  hat  der  beliebige  Punkt  V  der  Karte  die  recht- 
winkligen Koordinaten  x  =  A'H\  y  =»  A'K'  =»  H'V.  Die  Koordinaten- 
achsen sind  das  Bild  des  Anfangsmeridians  A  »  0  und  des  Äquators 
9) »  0.  —  Die  Ordinate  hängt  nur  yon  der  Länge  A  des  Originalpunktes 
L  ab,  sie  ist  gleich  dem  Bogen  A^K^  auf  dem  Cylinder;  der  Radius 
des  Bogens  ist  v,  der  Zentriwinkel  A.     Somit  ist 

(35)  y  »  t/  •  arc  A. 

In  Übereinstimmung  mit  den  konischen  Projektionen  ist  allgemein 
die  Indicatrixhalbachse    h   das   Verhältnis   des   Bildradius   H^U^   zum 

OriginalradiuB  HTJ  für  einen  beliebigen  Parallel,  somit  gleich  — ^, 
und  für  h  ei^bt  sich  der  (5)  analoge  Ausdruck  ^, 

(36)  Ä-^,    *  = 


dtp '  cos  fp ' 

kei  den  wahren  (normalen)  Cylinderprojektionen  sind  die  Verzerrungen 
nur  Ton  der  Breite  %  nicht  aber  von  der  Länge  A  abhängig. 
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A.  MittelabBtandstrene  Projektionen. 

20.  Die  Meridiane  werden  langentreu  abgebildet  Es  ist  somit 
im  ganzen  Gebiete  der  Karte  %«=!,  also  dx^dq>,  x^Biap  +  c. 
Indem  man  dem  Parallel  9?  =  0  die  Bildlinie  x=^0  zuordnet,  hat  man 
derart  yerfiigt,  daß  c=^0  wird.     Somit  ist  hier  allgemein 

(37)  x^Bjrc%    y-varcA;    Ä  =  1,    *  =  ^ 

das  Gesetz  der  Abbildung. 

Das  Globosbild  wird  hier  allgemein  als  die  rechteckige  Hatikade 
bezeichnet.  Es  bilden  sich  nämlich  alle  Gradnetzvierecke  des  Globus 
als  gleiche  Bechtecke  ab  von  der  Breite  v  •  arc  1®  (od.  v  •  arc  5^,  ek) 
nnd  der  Höhe  arc  V  (od.  arc  b%  etc.)  —  Für  v  =  1  geht  das  Ver- 
hältnis V :  1  der  Breite  zur  Hohe  in  1  über,  die  Netzvierecke  der 
Karte  sind  alsdann  QuadratCj  weshalb  man  in  diesem  Falle  das  Bild 
die  quadratische  PlaUkarte  nennt. 

Alle  YoUstandigen  Plattkarten  desselben  Globus  vom  Radius  1 
haben  dieselbe  Hohe  x,  die  Breite  schwankt  zwischen  0  und  2«.^) 

B.  Winkeltrene  Projektionen. 

21.  Setzt  man  die  in  (36)  für  h  und  h  erhaltenen  Werte  einander 
gleich,  so  folgt  analog  Nr.  9, 

dx         V  ,  dw 
-,     dx^v  '      ^ 


dtp         COB  9 '  COB  9 

und   hieraus  x^vj  ^^  =  v  •  log  tg  (45**  +  f )  •     An   Stelle  des  in 

dieser  Formel  enthaltenen  natürlichen  Logarithmus  (log)  wird  man 
zweckmäßigerweise  den  briggischen  (lg)  einführen.  Das  Gesetz  dieser 
Merkaiarprcjektion  lautet  dann  allgemein 

(38)     a;  =  v.2,3025851gtg(45«  +  |),  y-^i'-arcA;*«*»^- 

Für   9  =  +  90*  wird  x  unendlich  groß,   woraus  folgt,  daß  das 
Bild  des  Globus  die  gesamte  Oberfläche  des  Gylinders  einnimmt 


1)  Die  Bilder  der  Meridiane  und  ParallelkrelBe  werden  aus  allen  Cylindern 
durch  ein  Ebenenbüschel  von  der  Achse  PQ  und  durch  eine  Schar  von  Ebenen, 
die  der  Äquatorebene  parallel  sind,  herausgeschnitten.  Die  Abwickelimgen  der 
Zylinder,  d.  i.  die  Karten,  sind  orthogonal-affin^  weil  entsprechende  Punkte  gleiche 
Abscissen  x  und  proportionale  Ordinaten  y  haben. 
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Die  Formeln  (38)  zeigen^  daß  x  und  y  (sowie  h  und  Ic)  v  direkt 
proportional  sind.  Daraus  folgte  daß  alle  diese  (normalen)  winkeltreuen 
Cylinderprojektionen  einander  ahnlich  sind.^)  Eine  Änderung  der 
Eonstanten  v  bedeutet  also  lediglich  eine  gleiche  Änderung  des  Earten- 
maßstabes.  Die  Projektion  auf  einen  anderen  als  den  Berührungs- 
cjünder  des  Äquators  bietet  keinerlei  Vorteil;  man  wird  sich  auf  den 
einzigen  Fall  v  =»  1  beschraiken. 

C.  Flaohentreue  Projektionen. 
22.  Setet  man  in  (36)  S  =  ÄJfc=  1  so  folgt  ^^^^^  =  1, 

V  •  a:  —  I  cos  y  dtp^    x  =  — -  • 

Die  allgemeinen  Formeln  fiir  alle  flächentreuen  Cylinderprojektionen 
sind  demnach 
(39)  X  =  — -j  y  =  V  •  arc  A;  *  = =  ,  • 

^     ^  V    ^  ^  'CO89A 

Bei  der  Lambertschen  Projektion  geschieht  die  Abbildung  des 
Globus  auf  den  Berührungscylinder  (des  Äquators),  es  ist  in  (39)  v  =  1 
zu  setzen.  Damit  wird  namentlich  o; »  sin  9?,  die  Übertragung  der 
Parallelkreise  auf  jenen  Cylinder  ist  besonders  einfach,  es  liegen  die 
entsprechenden  Parallelkreise  des  Globus  und  des  Gylinders  je  in  der- 
selben Ebene.  (Diese  Abbildung  geht  aus  der  in  Nr.  17  behandelten 
heryor,  wenn  man  dort  den  BerührungsparaUel  in  den  Äquator  rückt, 
wobei  sich  der  Scheitel  S  unendlich  weit  entfernt.)  —  Die  Abbildung 
des  ganzen  Globus  erfordert  ein  Rechteck  Ton  der  Breite  2%  und  der 
Hohe  2. 

Für  die  flaohentreue  Abbildung  auf  den  SchniUcylindeTf  mit  zwei 
längentreuen  Parallelkreisen,  bestehen  die  allgemeinen  Formeln  (39). 
In  denselben  sind  y  und  v  direkt,  x  und  v  umgekehrt  proportional. 
Der  Vergleich  aller  flächentreuen  Cylinderprojektionen  desselben  Globus 
zeigt  also,  daß,  wenn  der  Cylinder  an  umfang  abnimmt,  die  entsprechenden 
Hohen  im  reziproken  Verhältnis  zunehmen  müssen,  und  umgekehrt.  — 
Die  in  der  allgemeinen  Projektionsart  entworfene  Planisphäre  ist  durch 

ein  Rechteck  yon  der  Breite  v  -2%  und  der  Höhe  —  begrenzt. 

Figur  15  erläutert  die  Abbildung  der  ParaUelkreise  auf  den  Be- 
rührungscylinder über  dem  Äquator  AB  und  auf  den  Schnittcylinder 

1)  Diese  normalen  Projektionen  des  Globns  aaf  alle  Cylinder  sind  perspektiv- 
öMeft  mit  dem  Globnsmittelpnnkt  C  als  Zentrum. 
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Fig.  16. 


durch  die  Parallelkreise  von  den  Breiten  ±  q)^,  von  denen  der  eine 
DE  angegeben  ist.  Die  Äquatorbilder  sind  bezüglich  Ä^B^  =  AB 
und  Ä^B^.  Der  beliebige  Parallel  FG  von  der  Breite  q>  hat  anf  dem  Be- 
rühmngscylinder  das  Bild  F^  O^  vom  Zentrum  Umii  CU^Ä^F^ =0:1=0119. 

Das  Bild  desselben  Parallels  FG  auf  dem 
Schnittcylinder   sei  F^  G^   vom  Zentrum  Vy 

Dann  ist  a;  =  CCr,  =  J,j;-=?^-^.    E« 

besteht  die  Proportion  a? :  1  =  af^  :  v,  i  h. 
CU^iCÄ^CUiGA^.  Daraus  folgt,  daß, 
um  U^  ^^  erhalten,  man  A  U^  parallel  va  Ä^ü 
zu  ziehen  hat. 

Auf  dem  Berührungscylinder  bildet  sich 
die  Globuszone  ABFG  ab  als  die  Zone 
A^B^Fi  Gl-  Nun  verwandle  man  das  Rechteck 
Ä^B^F^G^  in  das  gleich  große  Ä^B^F^G^,  indem  man  C  nut  X  ver- 
bindet, BiG^'m  Y schneidet  I^ G^  und  durch  Y zieht.  Die  Hilfslinie  CX 
ist  den  oben  gezogenen  Ä^U,  AU^  parallel.  (In  Fig.  15  sind  auch  der 
dem  Punkte  D  entsprechende  D,  sowie  das  Polbild  P^Pi  eingetragen.) 


D.  Übergang  von  den^koniBOhen  in  den  oylindriflohen  Projektionen. 

23.  Soll  der  zu  der  Abbildung  des  Globus  benützte  E^^  S,  y 
in  einen  Cylinder  übei^eheU;  so  muß  sich  der  Scheitel  S  unendlich 
weit  entfernen^  während  y  unendlich  klein  wird.  Der  Bildradins 
m^  »  8A1  (Fig.  16)  des  Äquators  AB  wird  unendlich  groß,  aber  du 
Produkt  w^  •  n  =  w^  sin  y  geht  in  einen  bestimmten  endlichen  Wert  v 

*  über,  welcher  nüt  dem 
Radius  des  Gylinders  über- 
einstimmt; es  ist 

lim  w„  =  00, 
(40)  limn  =  0, 

lim(i»^  •  n)  =*  V. 

Der     Grenzwert    von 


Fig.  16. 


H r „j a. 

A. r jr «t 


=  -7^  wird  zu  -Ai«  Da 

man  bei  den  Cylinderprojektionen  die  Lage  des  Originalparallels  durch 
die  Breite  9  ausdrückt,  ist  sind  durch  cos 9  zu  ersetzen.    Damit  wird 
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wie  in  (36). 


Weiter  geht  A^D^  (Fig.  16)  über  in  a;  =  -4,2),.    Es  ist  somit  das 
Breitengesetz  x^F{q>)  bei  der  Cylinderprojektion  aus  dem  Halbme89e^ 
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gesetz  m^f{S)   der  entsprechenden   konischen  Projektion   nach  den 
Formeln  heizuleiten: 

(41)  a?  =  lim(w„-m),      *  -  90  -  9. 

Schließlich  geht  auch  die  Ghroße  h  der  konischen  Projektion  direkt 
in  Ä  «  ^  der  cylindrischen  über. 

Es  geht  jede  der  drei  Hanptarten  der  konischen  Projektionen  in 
die  gleichartige  cylindrische  über;  aus  der  winkeltreuen  konischen  ent- 
steht die  winkeltreue  cylindrische  u.  s.  f. 

Beispid,    Für  die  flächentreue  konische  Projektion  sind  nach  Nr.  13 

Aus  Wa  =»  V~  folgt  inl-n=^ 2c,  ina(fna . n)  =  2c  und  (m« •  n)*  =  2nc. 

Es  ergibt  sich  hieraus,  daß  die  Eonstante  c  unendlich  groß  wird  und 
daß  2nc  in  v^  übergeht. 

Um  zunächst  den  Gfrenzwert  von  (m^  —  m)  zu  finden;  schreibt  man 

yic  — V2(c  — cosiT)       l/2nc  — y2nc  — 2nco8il 
jji  —  m  B3 — = = 

ymjn*  —  ymjn*  —  2n  cos  ^ 

also 

Hm(m,  -  m)  -  Um  (!LliV^!£?^co^)       ^  /     _^_c?!l_)       , 

daher 

coB  d sin  9 

Femer  wird 

VV2nc  — 2ncoB^A=o  Vv^"  — 2ncoß*A=o         ^^  «^ 

in  Übereinstimmung  mit  (39). 

m. 

Azimutale  Projektionen. 

24.  TJm  diese  Projektionen  als  Sonderfalle  der  konischen  zu  er- 
halten; lasse  man  in  Nr.  1  mit  Fig.  1;  2  den  Winkßl  y  des  Eegels 
RST  zu  90^;  also  n  »  sin  y  zu  1  werden.  Es  geht  damit  der  Kegel 
K  aber  in  die  Prqjektiansebene  P.    Diese  Ebene  der  Karte  steht  (fflr 
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die  normale  Lage)  anf  der  Achse  PC  des  Globas  senkrecht,  im  übrigen 
ist  ihre  Lage  eine  beliebige.  Ihr  Schnittpunkt  mit  der  Achse  ist  der 
Kartenmittdpunkty  welcher  in  der  Folge  mit  M  (anstatt  mit  S)  be- 
zeichnet werden  soll. 

Da  die  Eonstante  n  der  konischen  Projektion  zu  1  geworden  ist, 
bilden  sich  die  Meridiane  des  Globas  ab  als  das  Strahlenbüschel  der 
Ebene  P  vom  Scheitel  My  welches  mit  dem  Büschel  der  entsprechenden 
Meridiantangenten  am  Pol  P  oder  Q  kongruent  und  parallel  ist  Die 
Winkel  der  Meridiane  erscheinen  in  der  Karte  imverandert;  jede  Halb- 
ebene durch  die  Achse  MPQ  schneidet  den  Globus  und  die  Ebene 
der  Karte  in  einem  Meridian  und  seinem  Bilde. 

Die  Bilder  der  ParäUdhreise  sind  konzentrische  VoUkreise  Tom 
gemeinsamen  Zentrum  M.  Der  Radius  m  des  Bildkreises  ist  je  eine 
bestimmte  Funktion  des  Pohibstandes  d  des  Originals ,  und  es  lanten 
analog  Nr.  1 — 3  die  wichtigsten  allgemeinen  Formeln 

(42)  «,-/•(*),         Ä  =  g,         k  =  £-y 

Es  mag  an  dieser  Stelle  noch  die  allgemeine  Bemerkung  Plsiz 
finden,  daß  bei  keiner  der  drei  Hauptprojektionsarten  (mittelabstands* 
treu  etc.)  zwei  verschiedene  eigentliche  ParaUelkreise  langentren  ab- 
gebildet werden  können,  wie  es  bei  den  konischen  und  cylindnschen 
Projektionen  der  Fall  ist. 

A.  MittelabBtandstreae  Projektionen. 

25.  Es  sollen  sämtliche  Meridianbogen  in  der  Karte  langentren 
wiedergegeben  werden,  somit  ist  bei  jedem  Punkt  der  Bourte  Ä;»^l, 
dm  =  da,  daher 

(43)  m  »  arb  d  +  c. 

Soll  m'  der  Bildradius  eines  bestimmten  Parallels  d'  sein,  so  ist 
m'  =«  arcd'  +  c,  womit  über  den  Parameter  c  verfügt  isi  Es  ergibt 
sich  für  diesen  Fall  das  Halbmessergesetz 

(44)  w  =  w'  +  arc(*-*')- 
Für  d  =  0^,  180^  folgt  aus  diesen  Formebi 

m^  «r  c  =  nt'  —  arc  d',      w^  —  c  +  sr      {m^  —  m^  =  «). 

Es  sind  dreierlei  Abarten  dieser  Projektion  zu  unterscheiden: 
a)  Für  0  <  c  <  oo,  d.  i.  m'  >  arcd'  sind  m^  und  m^  positiv,  das 
Bild   des  Globus   ist  ein  Kreisring.     Diese  Art  dürfte  zweckmäBiger- 
weise  als  Kreimngprojektion  L  Art  bezeichnet  werden. 
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b)  Ist  c  —  0,  m^  "-  arc  d',  so  werden  m^  -»0,  m^  =  x.  Das  Bild 
des  Poles  P  ist  der  Eartenmittelpnnkt  M,  das  Bild  des  gesamten 
Globus  ein  Kreis  vom  Radius  x,  die  Projektion  also  eine  Kreisprcjektion, 

c)  Wenn  —  «  <  c  <  0,  (m'  <  arc  d'\  so  ist  m^  negativ,  m^  positiv. 
Der  bestimmte  Parallelkreis  d^,  mit  arc  Sq^  —  c,  bildet  sich  ab  als  der 
Punkt  M.  Indem  man  von  den  Bildkreisen  mit  negativen  Radien  ab- 
sieht, wird  hierbei  nur  ein  Teil  des  Globus  abgebildet,  nämlich  die 
Eappe  vom  Gegenpol  Q  bis  zu  jenem  ausgezeichneten  Parallel  d^.  Das 
Bild  dieser  Eappe  ist  ein  Vollkreis  vom  Radius  m^(«  c  +  x)  und  die 
Projektion  eine  Kreisringprojektion  IL  Art 

Der  Fall  e<.  —  x,  in  welchem  ausschließlich  negative  Bildradien 
vorkommen,  stimmt  im  wesentlichen  mit  a)  überein. 

Ein  ParaUdkreis  d'  bildet  sich  längenk-eu  ab,  wenn  m' =  sind', 
also  arcd'  +  c^  sind'.  Nach  Nr.  7  hat  diese  Gleichung  für  c  ="  0  die 
Doppelwurzel  d  »  0.  Außerdem  wird  jede  Kreisringprojektion  11.  Art 
einen  langentreuen  Parallelkreis  aufweisen^  dessen  Umgebung  in  den 
kleinsten  Teilen  kongruent  abgebildet  wird  (was  dieser  Projektionsart 
praktischen  Wert  verleiht). 

Sind  d\  dg  die  Polabstande  des  langentreuen  und  desjenigen 
Parallels,  dessen  Bild  der  Kartenmittelpunkt  ist,  so  bestehen  die  Formeln 

arcdo  «  arcd'  —  sind',      w  =■  sind'  +  arc(d  —  d')  =  arc(d  —  dj, 

nach  der  ersten  laßt  sich  d^  aus  d'  direkt  berechnen. 

B.  Wlnkeltreue  Projektionen. 
26,   Um    den   allgemeinen   Ausdruck   des   Halbmessergeaetzes   zu 
finden,  setze  man  A  =  t,  j^  =  ä^'  ^®  ^^^ 

(45)  m-c.tg|;    mitÄ-Ä ^-ä{-£i) 

in  Übereinstimmung  mit  (14)  fOr  n  =»  1. 

Setzt  man  för  d  der  Reihe  nach  0®,  90®,  180®,  so  werden  in  ge- 
wohnter Bezeichnung  w^  —  0,  w^  =  c,  w^  =  c».  Der  Kartenmittelpunkt 
ist  das  Polbild,  If »  P']  der  Parameter  e  ist  der  Bildradius  des  Äquators 
und  der  Gegenpol  Q  bildet  sich  ab  als  Kreis  von  imendlich  großem 
Radius.  Das  Bild  des  Globus  erf&llt  die  gesamte  Projektionsebene  P; 
die  Projektion  ist  stets  eine  Kreisprojektion, 

Der  Ausdruck  des  Halbmessergesetzes  zeigt,  daß  für  verschiedene 
Werte  des  Parameters  c  ähnliche  Bilder  entstehen,  wobei  lediglich  der 
MaSstab  der  Karte  sich  ändert 


m 


Fig.  17. 
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Alle  diese  winkeltreuen  Projektionen  lassen  sich  in  einfacher  Weise 
geometrisch  yeranschanlichen.  In  Fig.  17  lege  man  die  ProjeUionB- 
ebene  P^  so  daß  QM^  =  c.    Wird  nun  P^  von  QD  in  D[  geschnitten, 

so  ist  -MjDi  =  QM^ '  tg-  =  c  •  tg-,  also  M^D[  =  m.    Der  Kreis  i 

Pj  vom  Durchmesser  D[E^  ist  das  Bild  des  Parallels  DE  vom  Pol- 
abstand d.  Das  in  der  Ebene  P^  entstehende  Kartenbüd  ist  die  perspMce 
Projektion  des  Globus  aus  dem  Zentrum  Q  auf  die  Projektionsebene  P,. 
Die  Umgebung  des  Poles  P  wird  im  Verhältnis  2 :  c  (=  QP:  QM^) 
ähnlich    reduziert    dargestellt;    in    der   Tat  wird   für   d  »  0  in  (45) 

h^k^—'  Wählt  man  nim  c^2,  so  ist  die  Eartenebene  die  Tangential' 

ebene   P  des  Olobus  im  Pole  P,  es  wird  abdann  die  Umgebung  dieses 

Poles  kongruent  abgebildet.  Diese  gewokn- 
liche  winkeltreue  Projektion  wird  man  im 
allgemeinen  den  übrigen  möglichen  Fäl&i 
vorziehen. 

Die  Frage  nach  den  längentreuen  ParoM- 
kreisen  erledigt  sich  nun  in  einfacher  Weise. 
Für  0  <  c  <  2  liegt,  Fig.  17,  Mi  zwißchen 
Q  und  P.  Die  Ebene  P^  schneidet  den 
Globus  in  einem  bestimmten  Parallel  FG 
oder  d'  mit  cos  d'  =  c  —  1  (da  QM^  =  c, 
QC  ^  1)  und  es  wird  dieser  Schnittkieis 
längentreu  abgebildet,  er  deckt  sich  mit 
seinem  Bilde.  Für  alle  seine  Punkte  ist  demnach  Ä;  =  1 ,  also  auch 
A=>  1;  seine  Umgebung  wird  in  den  kleinsten  Teilen  kongruent  ab- 
gebildet —  Andere  längentreue  eigentliche  Parallelkreise  können  nicht 
vorkommen.^)  Eine  derartige  Projektion,  welche  die  Umgebung  eines 
bestimmten  „Mittelparallels^^  kongruent  abbildet,  ist  für  die  Darstellaiig 
einer  Zone  (resp.  eines  Teiles  einer  solchen)  von  Bedeutung.    Es  ist 

in   diesem  Fall   d'   als   bekannt  vorauszusetzen  und  da  m'  =^C'tg^, 

Die  Hsupt- 


w'  =«  sin  d',  so  ergibt  sich  für  c  der  Wert  c  -■ 
formein  der  Abbildung  gehen  über  in 


2cos«y. 


(46) 


m 


2C0S*y 


COß' 


.*' 


A   =   Jfc: 


008*- 


1)  Selbetveratändlich  ist  der  Pol  P  als  längentreuer  ParaUel  anfznfBween,  d» 
sein  Bild  wieder  ein  Punkt  ist. 
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C.  Fläohentreae  Projektionen. 


27.  Aus  S  =  A  •  t  =  1,  j^'  -^  =  1  folgt  aUgemein 


(47)  m  =  ]/2(c  -  cos  8)  mit  k  ^  ^'^'T^*^  ^  ^ 
Die  Büdradien  der  Pole  und  des  Äquators  sind: 

mit  2ml  ^  ml  +  ml.     Es   bestehen  drei   Abarten   dieser  Projektion^ 
namlieh 

a)  Für  c  >  +  1  Bind  m^,  m^,  m^  reell,  die  Kugel  bildet  sich  ab 
als  ein  Ereisring;  es  handelt  sich  um  eine  KreisringprqjekHon  1.  Art, 
die  praktisch  bedeutungslos  ist  (s.  S.  206). 

b)  Für  c  =  1  werden  m^  =  0,  m^  =/2,  m^  «  2.  Der  Mittelpunkt 
der  Karte  ist  das  Polbild.  Diese  Kreisprqjektion  ist  die  gewöhnliche 
flächenireue  ÄjnmtUalprqjekHan,  als  welche  sie  bisher  bezeichnet  wurde,  mit 

(48)  fn»2sin-^;    ä^cob-^^^-^ 

Für  d  =  0   wird  Ä-=l«=l,    die   Umgebung   des   Poles   P  wird 
kongruent  abgebildet.     Am  zweckmäßigsten  legt  man  die  Projektions- 
ebene P   als    Tangentialebene    im    Pol   P,    Fig.    18,    es    haben    als- 
dann  Qlobus    und    Karte   die  unendlich  nahe 
Umgebung  dieses  Poles   entsprechend  gemein. 

Aus  m  =»  2  sin  ^  folgt  die  bekannte  Eigen- 

schafty  daß  für  den  beliebigen  Parallel  DE  oder 
i  der  Bildradius  MD'  gleich  ist  der  Sehne  PD. 
Der  Büdkreis  D'E'  des  Parallels  DE  wird  aus 
der  Kartenebene  P  durch  eine  Kugel  heraus- 
geschnitten, die  durch  den  Parallel  DE  geht 
nnd  den  Pol  P  zum  Zentrum  hat;  vgl.  Nr.  28. 

c)  Ist  —  1  <  c  <  +  1,  Bo  ßUt  m^  imi^inär,  m^  reell  aus.  Der 
Parallel  d^  mit  cos  d^  » (;  lA,  ausgezeichnet.  Sein  Bildradius  m^  ist 
Null,  somit  ist  für  diesen  Parallel  i  =  0,  ä  =  c».  Für  *  <  *o  i"*  •» 
imaginär,  f&r  J  >  d^  dagegen  reell.  Bei  dieser  KreisrinffprojekHon 
IL  Art    wird    die   Kugelkappe    abgebildet   vom   Gegenpol    Q  bis   zu 

1)  Damit  erweist  sich  diese  Projektion  als  SonderfaU  der  fl&chentrenen 
Kegdprojektlon  von  Lambert,  vgl.  Kr.  16,  Gleichnng  (26),  woselbst  d'  — 0  zu 
Ktzen  ist,  sowie  der  Projektion  auf  den  BerÜhrungskegd^  Nr.  17,  wobei  in  (30) 
*.  — 0  wird. 
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diesem  ausgezeiclineteii  Parallel  Öq]  es  entsteht  ein  Bandkreis  der  Karte 
vom  Radius  ]/2(c  +  1). 

Ist  endlich  c  <  —  1^  so  entsteht  überhaupt  kein  Bild  mehr,  indem 
alsdann  alle  Bildradien  imaginär  werden. 

Die  Bestimmung  der  längentreuen  ParäUeOoreise  lehrt,  daß  den 
Projektionen  b)  und  c)  praktische  Bedeutung  zukommt.  Setzt  man 
in  (47)  m  ==  sin  dy  so  folgt  nach  leichter  Umformung  für  die  Pol- 
abstände d  der  längentreuen  abgebildeten  Parallelkreise  die  Formel 

(49)  cos«  d  -  2  cos  *  +  (2c  -  1)  -  0. 


Die  Auflösung  ergibt  cos  d  =  1  ±  j/2(l  —  c).  Offenbar  sind  beide 
Wurzeln  cosd^,  cosd,  komplex,  sobald  c  >  +  1,  die  Esreisnngprojdftim 
L  Art  entbehrt  der  längentreuen  ParaUdkreise  und  ist  aus  eben  diesem 
Ghrunde  praktisch  bedeutungslos.  —  Die  Gleichung  besitzt  für  c  «  + 1 
die  Doppelwurzel  cos  d»  1;  bei  der  Krei^rojekHon  allen  die  leid» 
längenireuen ParäUeOereise  mit  dem  PolP eusammen.  —  Für—  1  <c<  +  l, 
also  2  >  1  —  c  >  0,  sind  die  beiden  Wurzeln  cos  d  zwar  reell,  aber 
ihre  Summe  hat  den  Wert  2  (cos  d^  +  cos  d,  »  2).  Liegt  die  Wnrsel 
cos  dl  zwischen  —  1  und  +  1,  so  liegt  die  andere  cos  d,  zwischen  + 1 
und  -f  3,  es  ist  der  eine  längentreue  Parallel  d^  reell,  \  dagegen  imaginär. 
Jede  Kreisringprojektion  IL  Art  bildet  einen  ParaUd  längentreu  (und 
dessen 'Umgebung  in  den  kleinsten  Teilen  kongruent)  cib. 

Für  c  =  1  ist  der  längentreue  Parallel,  wie  bereits  bemerkt  worden, 
der  Pol  P,  für  c  =  y  aber  der  Äquator. 

Ist  d'  für  den  längentreuen  Parallel  bekannt,  so  kann  man  das 
Halbmessergesetz  in  folgender  Weise  finden.  Bezeichnet  man  den  Bild 
radius  des  ParaUels  d'  erst  mit  m'y  so  bestehen  die  Formeln 

m=y2(c-co8d),    w'=l/2(c-cosd'), 


also  m  =^ym'*  +  2cos  d'  —  2cos  d.    Nun  setze  man  noch  m'  =  m i\ 
es  folgt 

(50)  m  -  1/sin*  d'  +  2cos  d'  -  2cos  *,  mit  i  =-  ^  «  ^. 

Für  den  weiteren  ausgezeichneten  Parallel  d^  soll  m  »  0  werden. 
Nach  yoranstehender  Formel  ergibt  sich: 

(51)  cos  do  =  cos  d'  +  ^^—  • 

In  Fig.  19  ist  die  Projektionsebene  P  als  Schnittebene  des  Globus 
durch  den  längentreuen  Parallel  BE{d')  gelegt  Man  ziehe  P-B* 
gleich  und  parallel  mit  MEj  verbinde  JB*  mit  dem  Gegenpol  Q,    Di« 
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Senkrechte  in  E*  auf   QE*  schneidet  die   Achse   in   B.     Dann   ist 

ME=^PE*  =  sin  d\  PB  =  ?^'.    Diese  Länge  ist  za  CM^  cos  d' 

zn  addieren.  Zn  diesem  Zweck  zieht  man  ET  parallel  zn  E*B,  mit 
anderen  Worten  die  Senkrechte  aus  E  zn  QE*y  so  wird  die  Achse  in 

T  geschnitten.    Es  ist  dann  CT  =  cos  *'  +  ^^—  -  cos  *o;  ^  ist  der 

Mittelpunkt  des  gesuchten  Parallels  FG  oder  d^,  der  sich  als  Punkt 
M  abbildet.  Die  vollslandige  Karte 
enthält  das  Bild  der  Eugelkappe  von 
^  bis  FG  in  Gestalt  eines  Kreises 
?om  Zentrum  M\  die  Kugelkappe  PFG 
dagegen  wird  nicht  abgebildet  —  Die 
eben  behandelte  Konstruktion  des  Pa- 
ndlels  Sq  aus  d'  ist  nicht  umkehrbar. 
In  etwas  anderer  Schreibweise  lautet 
die  Gleichung  (51) 

cos«  *'  -  2cos  d'+  (2cos  *o  -  1)  =-  0'); 

sie  ist  der  Ausdruck  ^afur^  daß  die 
Kugelzone  DEFG  zwischen  d'  und  d^ 
der  Fläche    des    Kreises  DE,    vom   Radius   sin  d'  gleich    ist.     Nur 

die  eine  Wurzel  dieser  Gleichung,  cos  d'  =  1  —  2  sin  y,  liefert  einen 

reellen  Schnittkreis  DE.     Sein  Mittelpunkt  M  hat  vom  Pol   P  die 

Entfernung  1  -  MC  «=  1  -  cos  d'  «  2sin  ^  =  PF;  in  Figur  19  ist 

PM «  PF.  Der  Kreis  vom  Zentrum  P,  durch  F  und  G  gehend, 
schneidet  die  Achse  PQ  in  M  (und  die  Kugel  vom  Zentrum  P,  durch 
den  Parallel  FG  oder  d^  gehend,  schneidet  die  Achse  in  M,  dem 
Zentrum  des  längentreuen  Parallels  DE  oder  d").  Die  Gleichheit  von 
PF  und  PM  läBt  Jeden  der  Kreise  d^,  d'  in  ein&chster  Weise  finden, 
wenn  der  andere  gegeben  ist 

Die    zweite    Wurzel    unserer    Gleichung    cos  d' 


^, 


l+2sin^. 


ergibt   1  —  cos  d'  -«  —  2  sin  -^ ;    an   Stelle   des   Punktes   M  tritt   der 

zweite  Schnittpunkt  des  Kreises  FMG  mit  der  Achse  und  an  Stelle 
der  Ebene  P  ihre  synmietrische  in  Bezug  auf  den  Pol  P,  welche  den 
Globus  in  einem   imaginären   längentreuen   Parallel   schneidet.   —  In 


1)  Nach  (47)  wird  m  =  0  f£lr  cos  ^^ » c;  die  Konstante  e  ist  der  CosinuB 
des  PoUbstandeB  deqenigen  Paralleh,  dessen  Bild  ein  Punkt  ist.  Es  stimmt 
Bomit  obige  Gleichung  mit  (49)  überein. 
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folgender  Nummer  wird  gezeigt,  daß  die  beiden  in  Bezug  auf  den  Pol 
symmetrischen  Bildebenen  (P^;  P,  in  Fig.  20)  kongruente  Bilder  des 
Globus  enthalten. 

Die  Gleichung  (50)  ist  der  Ausdruck  des  Halbmessergesetzes, 
worin  der  Polabstand  d'  des  langentreuen  Parallels  vorkommi  Da 
nun  fOr  d  «  dg  der  Bildradius  m  zu  Null  wird^  so  steht  zu  erwarten, 
daß,  wenn  man  in  dem  Ausdruck  fOr  m  an  Stelle  von  d'  den  Winkel 
^Q  eingefilhrt^  das  Halbmessergesetz  eine  besonders  ein&che  Gestalt 
annehmen  wird.  Setzt  man  z.  B.  in  (47)  c  =»  cos  Öq,  so  wird 
m  =  y^2(co8  8q  —  cos  d).     Ersetzt  man   hierin  noch   d  durch  4p  +  £, 

so  wird  

(52)  w  =  2ysin  |^  sin  (*o  +  |);  *  =  *o  +  «• 

28.  Bei  der  KreisringprcjekMon  IL  Art  besteht  eine  ein&che 
geometrische  Abbildung  des  Globus  O  auf  die  E^artenebene  P  mit 
Zuhilfenahme  einer  Schar  konzentrischer  Kugeln  fOr  die  Parallelkreifle 

(imd  eines  Ebenenbüschels  für  die 
Meridiane).  —  Es  mögen  zmiachst 
zwei  einfacli^  Flachensatze  bei  Engeln 
vorangestellt  werden. 

Seien  R^,  B^  (dabei  etwa  Ri<B^) 
die  Radien  zweier  konzentrischer 
Kugeln  Kl,  JS^.  Eine  Ebene  im 
Abstände  a  vom  gemeinsamen  Zen- 
trum P  schneidet  die  Kugeln  in  zwei 
Kreisen  von  den  Radien  r^ = |/J?}— «^ 


Fig.M. 


r,  =  ]/jR|  —  a*.  Der  von  den 
Schnittkreisen  eingeschlossene  Kreis- 
ring hat  den  Flacheninhalt  jc(i^  —  ^)  =  3r(J2|  —  UJ),  welcher,  weil  un- 
abhängig von  a,  konstant  ist.  Belidnge  Ebenen  schneiden  ewd  kongenkisAe 
Kugeln  in  Paaren  von  Kreisen,  die  je  gleichgroße  Kreisringe  hegrenm- 
Für  die  Herleitung  des  zweiten  Satzes  setze  man  eine  Kugel  G 
voraus,  darauf  einen  Pol  P  und  zwei  Parallelkreise  AB,  CD,  von  den 
Polabstanden  d^  d,  (z.  B.  d^  <  d,).  Nimmt  man,  was  auf  das  Ergebnis 
ohne  Einfluß  ist,  den  Radius  der  Kugel  O  als  Längeneinheit^  so  hat 
die  Zone  ASCD  die  Oberfläche  2ä  (cos  d^  —  cos  d,).  Nun  lege  man 
zwei  Kugeln  K^K^  vom  gemeinsamen  Zentrum  P,  durch  die  beiden 
Parallelkreise    AB   und    CD    gehend.      Ihre    Radien    sind   PÄ^Bi 

=  2sin  J  =  ]/2(l-cosdi)  ™d  PjB  =  li,  =  ^2  (1  -  cos  dg).    Einebe- 
liebige Ebene   schneidet   die  Kugeln  K^,  K^  in  zwei  konzentrischen 
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Kreisen  und  es  hat  der  Ton  diesen  letzteren  eingesclilossene  Ereisring 
den  Inhalt  %  {B\  ~  J^  =  2ä  (cos  6^  ~  cos  d,),  welcher  mit  der  Ober- 
flache der  Zone  ABCB  übereinstinmit:  Sind  K^^  K^  zwei  komentnsche 
Kugdn  und  O  eine  bdiebige,  dwrch  das  Zentrum  von  K^,  K^  gehende 
Kugdy  so  wird  O  von  K^,  K^  in  zwei  parallelen  Kreisen  AB,  CD 
gesdmiäen.  Stets  ist  die  Oberfläche  der  Zone  ABCD  der  Kugd  O 
gläch  dem  Kreisring,  der  durch  irgend  eine  Ebene  aus  K^,  JB^  ge- 
schnitten wird. 

Um  nnn,  gestützt  auf  diese  Hilfssätze,  den  Globns  O  flächentreu 
auf  eine  Projektionsebene  2\  oder  fg  nsw.,  welche  in  einem  Punkte  M^ 
oder  Jtf,  nsw.  aof  der  Achse  PQ  senkrecht  steht,  abzubilden,  lege  man 
einerseits  durch  die  Achse  PQ  alle  Ebenen,  andererseits  alle  konzen- 
trischen Kugeln  JET^,  JET,,  . . .  vom  Zentrum  P  durch  die  Parallelkreise 
Ton  den  Polabstanden  d^,  J,,  . . .  (Fig.  20).  Diese  Ebenen  und  Kugeln 
schneiden  jede  solche  Ebene  P^  in  den  BUdem  der  sämtlichen  Meridiane 
und  PardUdkreise}) 

In  jeder  Ebene,  deren  Abstand  vom  Pol  P  des  Globus  kleiner  ist 
als  der  Globusdurchmesser,  entsteht  hierdurch  eine  azimutale  flächen- 
treue  Projektion.  Diejenige  der  Engeln  JET,  welche  die  Projektionsebene 
Pi  (im  Schnittpunkte  M^^  mit  der  Achse)  berührt,  bildet  einen  Parallel- 
kreis {8q)  als  Punkt  ab.  Die  Bildebene  kann  auf  beiden  Seiten  von  P 
ans  liegen.  Schneidet  sie  O,  so  ist  der  Schnittkreis  (ß")  der  längen- 
treue Parallel,  für  welchen  Original  und  Bild  zusammenfallen.  Zwei 
yerschiedene  Ebenen  P^,  P„  welche  zum  Pol  P  symmetrisch  liegen, 
liefern  kongruente  Abhüdangen,  sie  bilden  namentlich  denselben  Parallel  dg 
als  Punkt  (Jlf^,  M^)  und  denselben  (reellen)  Parallel  d'  längentreu  ab. 
Alle  solche  Projektionen  sind  flächentreue  Kreisringprojektionen  IL  Art. 
Indem  man  der  Ebene  P^  allmählich  alle  möglichen  Lagen  zwischen 
den  Tangentialebenen  des  Globus  in  den  Polen  P  und  Q  zuweist,  ent- 
stehen überhaupt  dUe  möglichen  Projektionen  der  bezeichneten  Art,  ein- 
schließlich der  Kreisprcjektion,  bei  welcher  P  die  Tangentialebene  des 
Globus  im  Pol  P  ist. 

Die  Kreisringprqjektionen  I.  Art,  die  ja  allerdings  praktisch  be- 
deutungslos sind,  lassen  sich  anscheinend  nicht  als  ebene  Schnitte  eines 
Ebenenbüschels  und  einer  Schar  konzentrischer  Engeln  erzeugen.    Da- 


1)  Der  direkte  Nachweifl  analog  Nr.  17  b  geschieht  durch  Formel  (60): 


m  «  yBm*d'+  2 cos  d'  —  2  cos  *  =  yi  —  cos* d'  +  2  cos  *'  —  2  cos  d 


«  y2(l  — cos  d)  — 1-1-2  cos  a'  — cos**'  =  yU  sin  -)*—  (1  —  cos  *')'. 
Ztitachrlft f. lUfheiiiAtik n.  Phytik.  49. Band.  1903.    S.Heft.  14 
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gegen  besteht  für  die  Bildradien  der  ParaUelkreise  eine  sehr  einfache 
Eonstraktion,  welche  an  dieser  Stelle  noch  mitgeteilt  werden  solL 

Für  diese  Projektionsart  ist  m  =»  y2  (c  —  cos  d)  das  Halbmesser- 
gesetz,  es  ist  indessen  c  >  1,  die  ausgezeichneten  Parallelkreise  dg  und 
d'  sind  beide  imaginär.  Für  d  =  0  erhält  man  m^=»  }^2  (c  —  1),  der 
Bildradins  des  Poles  P  ist  reell,  im  Gegensatz  zu  den  Ereisring- 
Projektionen  U.  Art.  Zwischen  m,  m^  und  d  besteht 
*   **  die   einfiiche   Beziehung   m*  —  mj  =  2  (1  —  cos  i) 

=  4  sin*2,  m*—  wj  +  (2>in|)  . 

Die  geometrische  Konstruktion  von  m^  und  m 
ist  in  folgender  Weise  durchzuführen,  Fig.  21.  Ad 
der  Globusachse  PQ  trage  man  vom  Zentnun  C 
aus  in  der  Richtung  CP  die  Länge  c^  CO  ab. 
Der  so  entstehende  Punkt  0  liegt  außerhalb  des 
Kreises  über  dem  Durchmesser  PQy  und  es  ist 
PO  =  c  — 1,  PQ^2.  Somit  ist  m^  das  geo- 
metrische Mittel  aus  PO  und  PQ.  Man  beschreibt  über  OQ  als 
Durchmesser  einen  Halbkreis^  welcher  die  in  P  auf  der  Achse  errichtete 
Senkrechte  in  JB  schneide.  Es  ist  dann  JBP  =  w^.  —  Es  sei  nun  DE 
der  Parallel  vom  Polabstand  d;  man  drehe  die  Sehne  PD  um  P  in 

die    Achse    nach    PDi,    so    ist    PB  «=  PD^  =  2sin  -,    andererseits 


RB^  =  1/mJ  +  (2  sin  |j  =  w,   also  jeweilen  BB^   der  Bildradius  des 

Parallels  des  Punktes  D.    Diese  Bildradien  ändern  sich  von  BP^^ff^f 
bis  BQ^m^. 

Für  c=l  wird  JBP=m^=0,  also  stimmt  m  mit  PB^=^PB  {^2sm^ 

überein.    Dieser  Sonderfall  liefert  wiederum  die  bekannte  Konstruktion 
der  Bildradien  bei  der  Kreisprojektion. 
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Znr  VeranschaiiliclmiLg  des  Schranbenbündels.^) 

Von  Anton  Grünwald  in  Prag-Bubentsch. 
(Mit  16  Figuren  auf  Tafel  V  u.  VL) 

Im  allgemeinsten  Falle  eines  starren  Körpers  mit  dem  Freiheits- 
grade  3  gibt  es  in  jedem  Augenblicke  eine  Kongruenz  K(0)  von 
Achsen  ß  solcher  Schrauben  L,  längs  welcher  der  Korper  beweglich 
ist  Die  Strahlen  G  von  K{G)  erfüllen  alle  Regelscharen  der  einen 
Art  —  wir  nennen  sie  etwa  mit  Waelsch  der  Jdjaken^^  Art  —  eines 
jeden  Hyperboloides  F{p)  des  Systemes 

(l)F(p)=(p--pO^*+(p-fc)!^+(p-Piii)^*+(P-Pi)(P-te)(P-Pm)^ 

mit  den  Halbachsenquadraten: 

.g.  oi    =--(p-Pn)Ö>-Piii),    «Ji  =  -(p-fej)(p-Pi), 

a^ (P-Pi)  Ö>-Pn), 

wobei  )>i  <  Pn  "^  Pm  Konstante^  xyg  rechtwinkelige  Punktkoordinaten 
bezüglich  eines  Koordinatensystems  mit  dem  Hauptpunkte  p  als  knfsmg 
sind  und  der  Parameter: 

das  fBr  alle  Strahlen  der  linken  Regelschar  G  jedes  Hyperboloides  F(p) 
konstante  Verhältnis  der  Ganghöhe  ^  der  mit  den  Bewegungsbedingungen 
des  starren  Korpers   vereinbaren   Schraubung  L  um    die   betreffende 


1)  Bezüglich  der  Schraubenlehre  oder  Theorie  der  linearen  KomplexBysteme 
smd  außer  den  Arbeiten  Plückers  und  Kleins  als  hier  benutzt  zu  erw&hnen: 
R.  Ball,  A  treatise  on  the  theory  of  screws,  Cambridge  1900;  E.  W.  Hyde,  The 
directional  theory  of  screws,  in  den  Annals  of  MathematicB  vol.  4,  pag.  187,  Mass. 
U.  S.  A.  1888.  Femer  in  denselben  Annalen:  On  a  Burface  of  the  sixth  order 
which  Ib  touched  by  the  axes  of  all  screws  reciprocal  to  three  giyen  screws 
(IL  ser.,  vol.  2,  N.  4,  Juli  1901),  worin  die  Brennfläche  der  u.  a.  von  Waelsch 
TinterBuchten  Achsenkongruenz  eines  SchraubenbündelB  diskutiert  wird.  (Mit 
S  Figuren.)  H.  Graßmann  juxL,  Schraubenrechnung  und  Nullsystem,  Halle  1899; 
K.  Zantscheffsky,  Teoria  wintoff,  Odessa  1889;  E.  Müller,  Die  Liniengeometrie 
nach  den  Prinzipien  der  Graßmannschen  Ausdehnungslehre,  Wiener  Monats- 
hefte n,  1901;  E.  Zindler,  Liniengeometrie  mit  Anwendungen,  Leipzig  S.  S.  1908; 
E.  Waelsch,  Über  eine  Strahlenkongruenz  beim  Hyperboloide,  Wiener  Sitzungs- 
berichte 96.  Bd.,  S.  781.  1887;  A.  Demoulin,  Application  d'une  mäthode yectorielle 
ä  r^de  de  diyers  syst^es  de  droites,  Brüssel  1894;  A.  Grünwald,  Sir  Robert 
Balls  lineare  Schraubengebiete,  in  dieser  Zeitschrift,  48.  Bd.,  1.  Heft,  1902.  —  Gr. 
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Achse  G  zum  Umfange  2x  des  Einheitskreises  bedeutet ^)  Zu  jeder 
Ganghöhe  1^,  mithin  zn  jedem  Parameter  (jeder  „Steigung^  p  gibt  es 
eine  Regelschar  von  Schraubenachsen  Gj  welche  zugleich  mit  ihrem 
Trägerhyperboloide  F()(i)  reell  ist,  falls  p  sich  zwischen  den  Gfrenzen  pi 
und  pjij^  den  beiden  extremen  Werten  der  drei  Hanptparameter  be- 
findet. Das  Bündel  (Eomplexnetz)  ü^j  der  mit  den  yerschiedenen 
Parametern  p  versehenen  Schrauben  L  um  alle  Achsen  G  der  Kon- 
gruenz K{G)  kennzeichnet  vollständig  alle  möglichen  starren  Elementar- 
bewegungen des  Körpers. 

Die  Geraden  F  der  anderen,  der  ^^rechten''  Regelschar  aller  Hyper- 
boloide jP(P)  erfüllen  eine  zugehörige  ^^ergänzende^^  Kongruenz  K{r), 
welche  im  Gegensatz  zur  ^^linken'^  Kongruenz  K{G)  eine  ^echte^  ge- 
naimt  werden  kann  und  aus  K{G)  durch  Spiegelung  an  jeder  der  drei 
Hauptebenen  hervorgeht.  ^{T)  ist  erfüllt  von  den  Achsen  F  jener 
Schraubungen  (Djnamen)  Ay  welche  mit  geeigneten  Parametern  belegt^ 
den  starren  Körper  nicht  zu  beeinflussen  imstande  sind,  d.  h.: 

Auf  jedem  Strahle  F  der  rechten  Kongruenz,  welcher  als  Erzeugende 
der  anderen  Art  auf  einem  der  Hyperboloide  jP(P)  liegt,  kann  man 
eine  beliebige  Kraft  k  annehmen;  fügt  man  zu  dieser  ein  Krafkepaar  ^ 
in  Form  eines  Feldes  in  einer  zu  F  senkrechten  Ebene,  dessen  Moment 
(Inhalt  des  Feldes  q>)  (—  p)  mal  so  groß  ist  als  die  angenommene 
Kraft  A,  so  ist  jede  derart  in  kanonischer  Form  als  Krafbesunune 
^  »  A  -j-  9)  dargestellte  Schraube  (Dyname)  bezüglich  des  starren 
Körpers  unwirksam.  Alle  solche  Schrauben  A  erfQllen  das  zu  obigem 
Bündel  B^^  reziproke  Schraubenbündel  Pqj;  den  A  des  P^j  sind  die 
Widerstandskräfte  jenes  Systems  entnommen,  welches  die  Bewegung 
des  starren  Körpers  beschränkt.  Die  Rolle  von  K{G)  und  K{r) 
ist  rein  geometrisch  genommen  ebenso  wie  jene  der  Bündel  B^ 
und  Pjjj  (der  einander  „ergänzenden^  Komplexnetze)  vollkommen  ver- 
tauschbar. 

Die  durch  obige  Gleichung  analytisch  gekennzeichneten  Hyper- 
boloide P()))  können  wegen  der  entwickelten  mechanischen  bezw. 
schraubentheoretischen  Beziehung  als  zum  gleichen  Bündel  von  Schrauben 
gehörig  oder  „gleichbündig^  bezeichnet  werden.  Zu  den  gleichbündigen 
Hyperboloiden  gehört  das  reeUe  Ebenenpaar  jP(Pii)  (die  analogen  F(p[) 
und  jP(piii}  sind  imaginär)  bestehend  aus  den  beiden  durch  die  y- Achse 
gelegten  Ebenen  fi,  v: 

(3) (Pu-Pi)^-(Pm-Pii)i^'-0, 

1)  Vgl.  z.  B.  S.  97  UBW.  der  letzterw&bnten  Abhandlung  Gr.  im  48.  Bd.  dieser 
Zeitschrift. 


Von  Anton  Gbünwald.  213 

welche  mit  der  a;y-Ebene  einen  Winkel  o  einschließen^  dessen  Tangente 
r  =  tgcD  sich  durch  pj^  —  fc  ~  ^  tmd  Pn  *"  Pi  "^  ^3  ^' 

ausdrückt. 

Die  für  p  =  pn  aus  der  Gleichung  (2)  «Jj  «=  —  (p  —  pjjj)  (p  —  pj) 
sich  ergebenden  Werte  von 

(5)  [«n]„«^=  ^11  -  ^  -V-  (Pn  -  Pm)  (Pii  -  Pi)  ^V^ 

gehören  als  Ordinaten  zu  den  auf  der  y- Achse  gelegenen  reellen  Trager- 
punkten   M  und  N  jener  reellen  Büschelpaare,   zu  denen  die  Regel- 

Bcharen  von  -F(pii)  ausarten;  zur  Kongruenz  -J)jl   gehört    hierbei   das 
reelle  Büschel    mit  dem   Zentrum   M  und   der  Ebene  ^   nebst  dem 

V 

Büschel  vom  Zentrum  N  in  der  Ebene  ^. 

Diese  Paare  von  ^^Basisbüscheln'^  der  beiden  einander  er^nzenden 
Kongruenzen  haben  vertauschte  Ebenen  oder  Zentra. 

Bein  geometrisch  sind  die  gleichbündigen  Hyperboloide  zu  einem 
beliebigen  voi^egebenen  dadurch  vollkommen  bestimmt^  daß  sie  ge- 
meinsam haben: 

1.  Die  zwei  Paare  unendlich  femer  Kreispunkte  der  Ebene  fi^  v. 

2.  Die  zwei  Paare  reeller  Fokalachsen,  welche  zu  den  g^neinsamen 
cyMischen  Ebenen  senkrecht  stehen. 

Diese  Fokalachsen  gehen  durcK  die  Zentra  M  und  N  der  Basis- 
büschel und  haben  demnach  die  Gleichungen: 

ry    =c»  =  -(fe-»)m)(Pn-Pi)| 

l(Pm-Pn)**-(fe-fi)**=-0.     |>) 

Eine  und  dieselbe  Achsenkongruenz,  ein  und  dasselbe  System 
gleichbündiger  Hyperboloide  als  Tragerflächen  der  zu  gleichen  Parar 
metem  gehörigen  Achsen  kommt  nicht  bloß  einem  Schraubenbündel  zu, 
sondern  allen  jenen  linear  bleibenden  Bündeln,  welche  aus  einem  von 
ihnen  durch  Vergrößerung  oder  Verkleinerung  aller  Parameter  um  kon- 
stante Stücke  hervorgehen.')  Geometrisch  sind  also  für  die  Achsen- 
kongruenz und  die  gleichbündigen  Hyperboloide  F{p),  sowie  für  deren 
Einhüllende,  die  Hydesche  Brenn-  oder  Grenzfläche   der  einander  er- 

1)  Vgl.  Gr.  S.  100  und  die  dort  anschließende  Eonstraktion  der  gleichbündigen 
Hyperboloide  F{p). 

2)  Vgl.  z.  B.  ebenda  S.  63. 
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gänzenden  Kongraenzen  K{G)  und  K^V)  nur  die  Parameterdifferenzen 
wesentlich.  Ist  ein  Hyperboloid  F(p)  beliebig  gegeben  und  ihm  irgend 
ein  Parameter  p  als  zur  linken  Schar  G  gehörig  zugewiesen  worden, 
so  bestimme  man  die  Differenzen  zwischen  p  und  den  auf  die  Hyper- 
boloidachsen  entfallenden   Hauptparametem  gemäß   den   Gleichungen^) 


(6) 


P-Pi    = 


«n^m 


y=^ 


a     a  V— 1 


P-Pn 


P-Put' 


m 


duTcli  die  Halbachsen  ai,  Oq,  Oqi  des  Hyperboloides,  itir  welche  ent- 
weder ofi  >  fflj  >  0  >  «Jn  oder  <4r  >  «m  >  0  >  «"^  pl*- 
Wesentlich  sind  die  Differenzen  der  Haaptparameter: 


(7) 


«'x  =■  Pm  —  Pn 
<*8  -  Pn  —  Pi 


Pm- 


(<4r-Oin) 
(<4n-<4) 


m 


V=ri 


n 


K  -«i) 


>o 


<o 


>o, 


welche  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung: 
(8)  d,  +  d,  +  d^^O 

die  zwei  wesentlichen  Eonstanten  des  Systems  gleichbündiger  Hyper- 
boloide, wie  auch  der  Hy  de  sehen  Brennfläche  als  deren  Hüllfläche  vor- 
stellen.  Die  Halbadisen  a  aller  gleickbündigen  Hyperboloide  andern 
sich  derart,  daß  die  eben  durch  dieselben  dargestellten  Ausdrücke 
rfi,  d^y  d^j  Yon  denen  wir  die  beiden  als  positiv  angenommenen  d^ 
und  d^  besonders  auszeichnen  können,  unverä$kderi  bleiben.  Durch 
diese  Grundkonstanten  des  Systems  kann  man  alle  übrigen  ersetzen, 
B.  B.  auch  die  oben  (Gleichung  (4),  (5))  eingeführten  Eonstanten  e 
und  r  der  Baaisbüschel,  welche  mit  den  d  durch  die  Gleichungen: 


ex 

€ 
X 


l^  Vgl.  Gr,  S,  »7. 
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beziehnngsweise 

(10) 

-oinV) 
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verbunden  sind  und  gewinnt  so  in  den  durch  die  Halbachsen  a  eines  be- 
liebigen gleichbündigen  Hyperboloids  darstellbaren  Ausdrücken  neue  ab- 
geleitete Eonstanten  des  Systems  von  ein&cher  geometrischer  Bedeutung. 

Die  koneyklisohen  spMrisclien  Kegelschnitte' (S. 

Lassen  wir  gleichzeitig  mit  p  das  Hyperboloid  F(p)  sich  inner- 
halb des  gleichbündigen  Systems  ändern,  so  ändert  sich  hiermit  zu- 
gleich die  Berührungskurre  (S()))  mit  der  Hüllfläche  aller  F(p)^  der 
Hydeschen  Brennfläche,  sowie  auch  der  Restschnitt  S'(p)  des  Hyper- 
boloides mit  der  Grenzfläche.     Es  wird  sich')  herausstellen,  daß 

wobei 

<>'=-i(-<>  +  <>i  +  Pn  +  <>in), 

d.  h.  daß  jeder  derartige  Restschnitt  für  einen  bestimmten  andern  Wert  p' 
des  Hyperboloidparameters  selbst  als  Berührungskurve  eines  anderen 
gleichbündigen  Hyperboloides  F(p)  mit  der  Brennfläche  auftritt,  so  daß 
keine  wesentliche  Verschiedenheit  in  der  Natur  dieser  Kurven  besteht. 
Man  erkennt  übrigens  sogleich  z.  B.  aus  der  Betrachtung  der  Eoeffl- 
zienten  der  Potenzen  von  p  ^  der  obigen  Gleichung  (1)')  F(p)  ==0 
nicht  bloß  die  Natur  der  eben  erwähnten  Eurven  (5(p)  und  S'(p), 
sondern  überhaupt  jeder  Eurve  (S,  in  welcher  sich  zwei  beliebige  Hyper- 
boloide des  gleichbündigen  Systems  durchsetzen  können: 
Diese  Eurven  S  sind  durchweg  sphärische  Eegelschnitte 

6        (^'     +y'     +'"       ==const.| 
IPi^;*  +  1)ny*  +  Pm^' =  const.  J 

welche  durch  die  unendlich  fernen  Ereispunkte  der  reellen  Ebenen  ft,  t'^) 

(andere  Form  der  Gleichung  (3))  hindurchgehen  und  bezüglich  der 
Eoordinatenebenen  symmetrisch  sind. 

1)  Man  könnte  gleich  hier  die  Ausdrücke  e^  und  e^  einführen,  welche  durch 
cykliflche  Vertauschong  der  Indices  aus  e  hervorgehen;  dies  soll  später  (Glei- 
chung (13)  und  (26))  wirklich  geschehen. 

2)  Vgl.  S.  224,  Gleichung  (18).         3)  Vgl.  z.  B.  Gr.  8.  99.         4)  Vgl.  8.  212. 
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Um  ein  anschauliches  Bild  aller  dieser  oo^  koncyklischen  sphänschen 
Kegelschnitte  (£  zn  erhalten,  genügt  es,  die  Emren  S  einer  Engel  nm 
den  An£Emg  p  zu  verzeichnen  (Fig.  1),  da  jede  (S  auf  den  konzentrischen 
Kugeln  zu  einer  der  verzeichneten  bezüglich  des  Zentrums  p  perspekÜT 
ähnlich  liegt.  In  allen  unseren  Figuren  ist  die  Tangente  r  des  Winkels  o 
der  gemeinsamen  cyklischen  Ebenen  ii,  v  der  F(p)  gegen  die  ^^y-Ebene 
als  r  =  j  angenommen  worden. 

Die  koncyklischen  sphärischen  Kegelschnitte  (£  er&euen  sick 
interessanter  Eigenschaften,  von  welchen  gewisse  bei  ebenen  Kegel- 
schnitten bekannte  besondere  Fälle  sind.  Die  aus  dem  Anfange  p  die 
(S  projizierenden  Kegel  {  führen  zu  den  unendlich  fernen  Kegelschnitten 
Qines  Büschels^  welches  im  absoluten  Polarsysteme  reziprok  (dual)  ist 
zu  den  unendlich  fernen  Schnitten  aller  Kegel  jener  Schar  k^  welche 
die  durch  p  zu  fi  und  v  gefällten  Lote  zu  gemeinsamen  Fokalachs^ 
haben  und  deren  Haupteigenschafben  gewöhnlich  geläufiger  sind,  wes- 
halb wir  uns  auf  dieselben  beziehen  wollen. 

Während  jeder  Kegel  der  Konfokalschar  k  jede  Kugel  um  j)  in 
Kurven  C  einer  derartigen  Schar  durchsetzt,  daß  jeder  auf  einer  be- 
liebigen C  wandernde  Punkt  mit  den  Polen  der  Ebenen  ft,  v  auf  der 
Kugel  sphärische  Dreiecke  konstanten  IJmfanges  bUdet,  schließt  jeder 
zu  einer  (S  des  in  Fig.  I  verzeichneten  koncyklischen  Büschels  tangential 
bleibende  bewegliche  größte  Kugelkreis  mit  den  beiden  festen  Kreisen 
in  [i  und  v  ein  veranderliches  sphärisches  Dreieck  konstanter  Winkel- 
summe,  d.  h.  konstanten  Flächeninhaltes  ein. 

Während  sich  in  jedem  Punkte  w  der  Kugel  zwei  Kurven  des 
anderen  Systems  C  senkrecht  schneiden,  deren  zu  w  gehörige  Tangenten 
in  den  Winkelhalbierenden  Ebenen  jenes  Ebenenpaares  liegen,  welches 
pto  mit  den  Fokalachsen  verbindet,  oder  allgemeiner,  in  den  gemein- 
samen WLokelhalbierenden  Ebenen  aller  jener  Ebenenpaare,  welche  durch 
pw  tangential  zu  irgend  einem  der  die  C  tn^enden  Kegel  k  gelegt 
sind,  —  wird  andererseits  jeder  größte  Kugelkreis  von  zwei  Kurren  S 
berührt.  Dies  geschieht  in  Punkten,  welche  aus  dem  Anfange  p  unter 
einem  rechten  Winkel  gesehen  werden  und  auf  den  Winkelhalbierenden 
Geraden  jenes  Strahlenpaares  liegen,  in  welchen  die  Ebene  des  be- 
tre£Penden  größten  Kreises  vom  Ebenenpaare  f(,  v  geschnitten  wird, 
oder  allgemeiner,  auf  den  gemeinsamen  Wiokelhalbierenden  aller  Strahlen- 
paare, in  welchen  die  betreffende  Kreisebene  von  den  die  S  tragenden 
Kegeln  I  durchsetzt  wird. 

Hiemach  kann  eine  gemeinsame  Eigenschaft  aller  „koncyklischen^ 
Flächen 
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die  von  (x>^  unserer  c3o'  koncyklischen  S  erfallt  sind;  ausgesprochen 
werden;  dieselbe  interessiert  uns  besonders  deshalb,  weil  nicht  nur  alle 
Mittelpunktsflächen  2.  Ordnung  mit  den  Ereisschnittebenen  fi,  v,  z.  B. 
alle  zum  Bdndel  gehörigen  und  zum  Teil  in  den  Fig.  IV  bis  X  dar- 
gestellten Hyperboloide  F(p\  sondern  auch  die  Hüllfläche  der  letzteren, 

die  Hydesche  Brennfläche  der  Kongruenz  ^(p)  (Fig- XI)>  ferner  die 

Parameterfläche  des  Bündels  (Fig.  H)  zu  diesen  ^^koncyklischen'^  Flächen 
gehören: 

Der  Schnitt  jeder  koncyklischen  Fläche  mit  einer  beliebig  durch 
ihren  Mittelpunkt  p  gelegten  Ebene  E  ist  stets  symmetrisch  bezüglich 
zweier  zueinander  senkrechter  Achsen,  welche  mit  den  Winkelhalbierenden 
der  Spuren  der  cyJdischen  Ebenen  n,  v  in  E  identisch  sind.  Jede  der 
koncyklischen  Eurren  S  hat  in  E  eine  bezüglich  dieser  Achsen  symme- 
trisches Quadrupel  von  Spurpunkten. 

Die  Parameterfläche  ^)  (^)  mit  der  Gleichung 

(12)  ix'  +  y'  +  O'  -  (Pi^  +  Pny'  +  Pm^")'  -  0 

dient  zur  Yeranschaulichung  des  auf  jede  Achse  G  im  Bündel  i2ni  ent- 
fallenden Schraubenparameters  ^)  =  (2^)~^^,  d.  h.  der  (2^)~^fach  ver- 
kleinerten Granghöhe  ^.  Sie  ist  der  Ort  der  Endpunkte  der  vom  An- 
fänge p  aus  auf  Parallelen  zu  den  zugehörigen  Schraubenachsen  G 
abgetragenen  Parameter  (Steigungen)  p.     (Fig.  H.) 

Als  koncyklische  Fläche  unseres  Systems  ist  sie  z.  B.  durch  einen 
ihrer  drei  Hauptschnitte  als  Leitlinie  bestimmt.  Diese  Hauptschnitte 
sind  wie  überhaupt  alle  beliebigen  ebenen  Schnitte  durch  den  Mittel- 
punkt p  ^arameterkurven^'  ^  und  als  solche  am  bequemsten  aus  den 
beiden  Hauptparametem  der  Schnittebene^  d.  h.  den  Radien  der  Parameter- 
flache (^),  welche  auf  die  Winkelhalbierenden  der  Spuren  von  ft  und 
V  in  der  Schnittebene  feillen,  zu  konstruieren,  wie  dies  für  die  ver- 
schiedenen Formen  von  ^  in  den  Figuren  2'  3'  4'  (auch  6)  der  oben 
erwähnten  Abhandlung  des  Verfassers^)  geschehen  ist. 

Jede  solche  ^  ist  die  Parameterkurve  eines  im  Bündel  JRqj  ent- 
haltenen linearen  Schraubenbüschels  R^^  dessen  Achsenfläche,  ein 
Plückersches  Cylindroid,  von  den  zur  Schnittebene  parallelen  Strahlen 
der  Kongruenz  K(G)  erfüllt  ist. 

Die  Parameterfläche  (^)  hat  den  absoluten  Eugelkreis  zur  Euspidal- 
korve^  die  isotropen  Geraden  (Minimallinien)  durch  den  Anfang  p  in 
den  Ebenen   fi   und  v  zu  Doppelpunktslinien  und  den  Anfang  selbst 

1)  Vgl.  Gr.  8.  106. 

2)  Gr.  8.  69  und  Figmentafel  hierzu.    (48.  Bd.  dieser  ZeitBchrift,  1.  H.) 
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znm  vierfachen  singularen  Punkte.  In  dem  letzteren  hat  sie  einen 
doppelt  zu  zählenden,  zum  Systeme  der  koncyklischen  Eegel  I  gehörigen 
Tangentialkegel  t^. 

Zum  Bündel  Um  gehört  eine  Kongruenz  K(G)  von  Schrauben- 
achsen  und  eine  Parameterfläche  ($);  die  gleiche  Kongruenz  von  Achsen 
besitzen  aber  auch  alle  jene  linear  bleibenden  Schraubenbündel,  deren 
an  der  früheren  Stelle  bleibende  Schraubenachsen  zu  einem  durchwegs 
um  ein  gleiches  Stück  größeren  oder  kleineren  Parameter  gehören^); 
mit  einer  festen  Achsenkongruenz  K{G)  sind  also  außer  der  in  Fig.  11 
dargestellten  Parameterfläche  (^)  auch  noch  alle  Konchoiden  derselben 
vertraglich,  d.  h.  alle  jene  Flächen,  welche  aus  der  obigen  ($)  durch 
algebraische  Addition  gleicher  Stücke  zu  allen  Radien  hervorgehen. 
In  der  Gleichungsform  von  (^)  erscheinen  beim  Übergange  zu  den 
Konchoiden  an  Stelle  der  früheren  Hauptparameter  pj-  pj^  pjj^  die  durch 
die  betreffende  algebraische  Addition  veranderten  Konstanten. 

Es  ist  interessant,  die  Formen  der  Parameterflächen  zu  verfolgen^ 
welche  bei  dieser  zur  Achsenkongruenz  K(G)  gehörigen  Konchoiden- 
bildung  gewonnen  werden.  Verschiebt  man  z.  B.  alle  Punkte  der  in 
Fig.  II  dargestellten  (^)  auf  ihren  Yerbindungsstrahlen  mit  dem  Mittel- 
punkte p  gegen  p  hin  um  gleiche  Stücke,  welche  etwas  größer  sind 
als  der  kleinste  bei  (^)  auftretende  Parameter  p^,  so  treten  bei  p 
beiderseits  an  der  x -Achse  symmetrisch  zur  yj?-Ebene  konisch  ein- 
gelagerte zapfenformige  Flächenteile  auf;  bei  der  Verschiebung  um  P, 
war  nur  eine  spitze  Einkerbung  an  der  x- Achse  bei  p  merklich  gewesen^ 
erst  bei  weiterer  Verschiebung  wuchs  der  doppelzapfige  Flächenteil 
dort  heraus,  welcher  zu  Parametern  anderen  Vorzeichens  gehört  als 
der  übrige  Teil  der  Fläche  und  dessen  Doppelkonuslager  {^  die  frühei 
imaginär  gewesene  Singularität  bei  p  nun  ganz  anschaulich  macht 
Der  übrige  Flächenteil  hatte  während  des  Wachsens  des  Doppelzapfens 
abgenommen. 

Verschiebt  man  weiter,  im  ganzen  um  p^  gegen  p  hin,  so  erhalt 
die  Fläche  die  Gestalt  von  zwei  in  p  kreuzförmig  zusammenkommenden 
Zapfenpaaren  an  der  x-  und  jsr-Achse,  welche  in  zwei  unendlich  kleinen 
Kreisen  der  Ebenen  ft,  v,  in  welche  t^  ausartet,  zusammenhängen.  Die 
isotropen  Doppellinien  der  früheren  Gestalten  von  Konchoiden  sind  in 
diesem  Falle  Kuspidallinien  geworden. 

Verschiebt  man  allmählich  im  selben  Sinne  weiter,  so  wächst  der 
bisher  doppelzapfige  Flächenteil  an  der  a;-Achse  weiter  aus  und  wird 
teller-  oder  scheibenförmig  (oval  mit  Einbuchtung  bei  der  y-Achse)  bei 


1)  Vgl.  8.  213,  Anm.  2. 
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der  xy-Ebene,  wahrend  an  der  jsr-Achse  ein  konisch  bei  p  eingekeilter 
Doppelzapfen  übrig  bleibt,  der  selbst  immer  abnimmt,  wahrend  der 
tellerfBrmige  Flachenteil  wächst. 

Bei  Yerschiebnng  im  selben  Sinne,  im  ganzen  von  der  Anfangs- 
gestalt (^)  gerechnet  nm  ))jq,  verschwindet  der  letzterwähnte  Doppel- 
zapfen ganz,  und  es  ist  bloß  die  spitze  Einkerbung  an  der  jsr-Achse  in 
der  sonst  tellerförmigen  Fläche  merkbar. 

Bei  weiterer  Yerschiebnng  verschwindet  auch  diese  Einkerbung 
imd  die  scheibenförmige  Parameterfiäche  mit  der  schwächeren  Ein- 
buchtung an  der  tf-  und  der  stärkeren  an  der  ir- Achse  wächst  allmählich 
weiter  bis  zu  kugelartigen,  großen  Gestalten,  nicht  unähnlich  jenen, 
welche  (^)  angenommen  hätte,  wenn  wir  die  anfängliche  Verschiebung 
im  entgegengesetzten  Sinne  sich  hätten  vollziehen  lassen. 

Die  auf  den  durch  p  gehenden  Strahlen  abgetragenen  bis  zu  ($) 
reichenden  Parameter  ändern  ihr  Vorzeichen  beim  Durchgange  eines 
solchen  Strahles  durch  eine  zum  singulären  Eegel  1^  tangentiale  Lage; 
was  natürlich  für  reelle  Parameter  nur  dann  möglich  wird,  wenn  t^ 
reell  ist. 

Die  glelelibündigen  Hyperboloide  Y(p)  und  ihre  Hydesche  Einhüllende, 
um  die  Halbachsen  (Gl.  1,  2) 

(hn-V-iP-PdiP-Pu) 

der  mit  p  sich  ändernden  zum  Schraubenbündel  gehörigen  Hyperboloide 
F{p)  sowie  auf  jedem  solchen  Hyperboloide  F(p)  die  Lage  der  Bo- 
rührungskurve  (S()))  mit  der  Hy  de  sehen  Brennfläche  und  des  Rest- 
schnittes Q^'ip)  zu  übersehen,  wählen  wir  in  Fig  HI  ein  graphisches 
VerfiEdiren,  indem  wir  zu  jedem  beliebigen  Parameter  p  als  Abscisse 
die  Halbachse  Oj  von  F(p)  als  Ordinate  bis  zum  Endpunkte  auf  K^  , 

femer  den  Radius  r  =  r^p)  der  mit  F(p)  konzentrischen  Kugel  von 
Sip)  als  Ordinate  bis  zum  Endpunkte  auf  E(r)  und  endlich  den  Radius 
ß=»  fi(p)  der  konzentrischen  Kugel  von  (£'(p)  =  S(p')  als  Ordinate  bis 
zum  Endpunkte  auf  E{B)  abtragen  (vgL  S.  215,  JE(f.)  und  B^r)  werden 
diirch  die  folgenden  GL  14  und  19  bestimmt  werden). 

Aus  der  Figur  UI  kann  man  später  leicht  diese  Halbachsen  und 
Kogelradien  zur  Konstruktion  der  Hyperboloidfiguren  IV  bis  X  des 
Bündels  mit   ihren  Berührungskurven   (S(p)   und  Restschnitten  ^'{p) 
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benutzen,  wobei  durch  genügend  viele  derart  konstruierte  Kurven  S 
der  Brennfläche  die  Gestalt  der  letzteren  (Fig.  XI)  von  selbst  hervortritt^) 
^17  ^117  ^ui  ^®^  Figur  in  sind  drei  Kreise,  welche  die  Strecken 
zwischen  den  Punkten  der  Abscissenachse  pjj^  bis  ))jq,  bzw.  \^  bis  Pj, 
bzw.  pj  bis  p^  zu  Durchmessern  haben  und  sich  daher  paarweise  in 
diesen  Punkten  der  Abscissenachse  berühren.  Man  entnimmt  aus  der 
Figur  ni  u.  a.  auch  ohne  weiteres,  daß  die  Halbachsen  %,  a^y  c^  der 
für   Pi  <  IX  pm   reellen  Hyperboloide  F(p)   für   den  Parameterwert 

ihren  größten  Wert 

erreichen. 

Jeder  unterhalb  dieses  Maximums  gelegene  reelle  Wert  der  be- 
treffenden Halbachse  wird  für  zwei  zu  reellen  gleichbündigen  Hyper- 
boloiden F(p)  gehörige  Werte  von  p  erreicht,  welche  in  Fig.  III 
bezüglich  des  zum  betreffenden  Maximalwerte  gehörigen  Parameters 
symmetrisch  hegen.  [Zu  allen  beliebigen  Werten  einer  Halbachse  gehoit 
überdies  das  zum  Ebenenpaar  durch  diese  Achse  ausartende  Hyperboloid, 
welchem  der  auf  diese  Achse  entfallende  Hauptparameter  (pj,  bzw.  pQ 
oder  pjjj)  zukommt.] 

Die  zu  den  Maximalhalbachsen 

(Fig.  X)  ±id.-i^ 

(Fig.  IX)  ±-id.=^ 

(Fig.  IV)  ±H-:^ 

gehörigen  drei  Hyperboloide  F{p)  haben  zum  Hauptschnitte  in  der 
FZ-,  bzw.  ZX-,  bzw.  X  Z-Ebene  eine  gleichseitige  Hyperbel,  da  z.  B. 
für  den  Punkt  der  Abscissenachse  p  =«  |(^)u  +  p^  in  der  Fig.  ID 
»n  +  öt|n  =*  ^  wird,  wie  denn  auch  die  von  diesem  Punkte  gezogene 
Ordinate  von  fj^  und  die  Tangente  von  Kjjj  gleich  lang  sind. 

Für  p  =  pi,  pu,  pnj  artet  F{p)  in  ein  Ebenenpaar  durch  die  A\ 
bzw.  T'f  bzw.  Z-Achse  aus,  welches  jedoch  nur  für  den  mittleren  dieser 
Hauptparameter;  für  p  =  pj^  als  Paar  der  cyklischen  Ebenen  ft,  v  durch 
die  r-Achse  reell  ist  (Fig.  VI). 

1)  Damit  fiir  jedes  p  die  Übertragang  der  auf  die  isometrisch  darzastellenden 
Koordinatenachsen  entfallenden  Strecken  sogleich  in  unveränderter  Gr06e  geschehen 
könne,  ist  das  Verhältnis  des  Maßstabes  der  Fig.  m  (und  späterhin  der  Fig.  HI) 
zn  jenem  der  übrigen  Figuren  (IV  bis  XI)  wie  y2  :  }/3  gehalten. 


Von  Aston  Gböhwald.  221 

Der  auf*  die  Aclise  des  Ebenenpaares  entfallende  Halbachsenwert 


[±«i  \^^  -±ei  =±y-(lJi   -pn)(Pi  -Piii)=±y^imag. 
[±«iii]p=^-'±^=±)/-(fcn-^  )(Pm-fe)-    y^imag. 


(ygL  S.  214  n.  OL  10  u.  5)  des  zum  betreffenden  Hanptparameter  ge- 
hörigen F(fi)  gehört  zu  den  Zentren  jener  beiden  Strahlenbüschel^  in 
welche  die  beiden  Begelscharen  des  zum  Ebenenpaar  entarteten  Hyper- 
boloides übergehen.  Für  p  ==  ))n  ^^^^  ^^^^  ^^  reellen  Zentren  M,  N 
der  F- Achse  mit  der  Ordinate  ±  e  (vgl.  S.  213). 

Mit  wachsendem  p  beginnen  die  zum  Bündel  gehörigen  Hyper- 
boloide F(p)  nach  dem  Übergang  durch  den  Wert  p^  als  schmale 
hjperboloidische  Röhren  um  die  X-Achse  herum,  yerbreitem  sich  dann 
(Fig.  IV  und  V)  so,  daß  fUr  <)  =  pn  ^^  Form  des  Ebenenpaares  [i,  v 
passiert  wird  (Fig.  VI),  was  den  Übergang  zu  den  Hyperboloiden 
(Fig.  in  bis  X)  um  die  2^ Achse  bildet.  Letztere  verengen  sich  schliefi- 
lieh  immer  mehr  um  die  Z-Achse,  wahrend  sich  p  dem  Werte  pj^ 
nähert 

Die  mit  p  veränderlichen  Halbachsen  Oj,  o^,  o^jj  der  gleichbündigen 
Hyperboloide  i^(p),  welche  wir  aus  der  Fig.  HI  für  jeden  Wert  von 
p  entnehmen  können,  gestatteten  uns  einen  Überblick  über  die  auf- 
tretenden Gestalten  dieser  Tragerflächen  von  Strahlen  der  Achsen- 
kongruenz Kf^j;  nun  sollen  uns  die  sogleich  zu  untersuchenden  Kurven 
E(f)  und  E(B)  dieser  Figur  Dienste  leisten  zur  Übersicht  der  Ge- 
stalten der  BerOhrungskurve  (S()))  und  des  Restschnittes  (S'(p)  jedes 
Hyperboloides  ■F()))  mit  der  Hydeschen  Brennfläche,  wodurch  auch 
die  letztere  Fläche  (Fig.  XI)  von  selbst  hervortritt.  Wie  oben  (S.  219) 
erwähnt,  stellt  die  für  ein  beliebiges  p  bis  zu  E{r\  bzw.  E{B)  geführte 
Ordinate  unmittelbar  der  Radius  r  =  r(|,),  bzw.  B  =  B^p)  der  zum  be- 
treffenden Hyperboloide  gehörigen  konzentrischen  Eugel  vor,  auf  welcher 
6(|)),  bzw.  6'(P)  liegt. 

f(^)  ist  leicht  durch  p  auszudrücken,  da  für  die  Berührungskurve 
S({>)  des  Hyperboloides  F{p)  mit  der  Brennfläche  die  Gleichung  gilt 

ial^W  -  ^  +  y*  +  «*  +  (P  -  Pu)  (P  -  Pm)  +  (P  -  Pm)(P  -  Pi) 

+  (P-Pi)(P-fc)  =  o, 

ih. 
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r  ist  der  mit  p  veränderliche  Radius  der  „OrthogonalpuiiktskngeF^) 
Monges  bei  jedem  Hyperboloide  F(jfi)  und  die  Kurve  E(r)  der  Fig.  DI 
ist  die  Ellipse  (p  Abscisse^  r  Ordinate): 


(14)  r«  =  -  p„p,„  +  pjah  +  hPi  +  2<i>,  +  >n  +  >in  -  »**• 

Dieselbe  hat  fClr  den  Durchschnittswert  der  drei  Hauptpanunetet 

(hierzu  Fig.  YIII  als  F(y))  den  Maximalwert  q  von  r,  ausdrückbar  gemifi 

oder  durch  die  d,  bzw.  e  und  r  als 

(15)  =T(<  +  <  +  <h 
wobei  die  öl.  8  (d,  +  d^  +  «^  =  0)  gilt, 

=  dj  +  (i,di  +  <^  =  dj  -rf,d;  =  (5-M 
=  d»-d,di, 

=  c*(r»  +  i+l), 

(16)  C^  +  ^^  +  ^n), 

wobei  die  Beziehung  (-«+-,-  +  -=-  =  0)  für  die  GhroBen  c*=»^=dirfy 

^  =  dl  dg,  ^  =  didg  (GL  13)  aus  der  GL  8  folgt.  Der  unverimderlidie 
Ausdruck  3(>^  kann  auch  mit  Rücksicht  auf  die  GL  10  durch  die  Halb- 
achsen eines  beliebigen  unter  den  gleichbündigen  Hyperboloiden  ab 

(17)  39>  =  c^  +  ai,  +  a«„-(^  +  %i*+^) 
dargestellt  werden. 

Die  Ellipse  E{r)  der  Fig.  HI  hat  in  den  Punkten  (p  —  |p,  +  pu+^uv 
^  ="  ±  p)  ili^o  Hauptscheitel;  sie  geht  durch  die  Punkte 
(Pi  7  dt  O  (iD^agO  des  Kreises  K^  , 
(Pn  ;   ±  %  =  ±  e)  (reeU)      „         „       i^n  > 
(l^m;    ±%i)               (imag.)     „  „        Kj^, 

1)  Diese  Kugel  ist  der  Ort  jener  Punkte,  aus  denen  sich  an  das  Hyperboloid 
F{p)  drei  zueinander  senkrechte  Tangentialebenen  legen  lassen;  sie  schneidet 
jP(^)  in  dem  geometrischen  Orte  (£(p)  jener  Punkte,  in  welchen  sich  Eneagende 
dieses  Hyperboloides  senkrecht  schneiden. 
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ferner  darch  die  S.  220  erwähnten  zu  den  Durchschnittswerten  zweier 
der  drei  Hanptparameter  p^,  ))jj^  pj^  als  Abscissen  und  zu  den  größten 
Halbachsen  ±:jd^,  i^d^,  ±i^s  ^  Ordinaten  gehörigen  Punkte  der 
Kreise  K^,  Kj^,  Kjj^, 

Zwei  gleichbündige  Hyperboloide  F{p),  deren  Parameter  sich  vom 
Durchschnittswerte  j(jpj  +  pu~^  Pin)  ^^^  ^^^  Hauptparameter  um  gleiche 
Stflcke  unterscheiden^  haben  —  wie  unmittelbar  aus  der  Symmetrie  der 
Ellipse  E(r)  in  Fig.  HI  bezüglich  ihrer  Hauptachse  hervorgeht  — 
dieselbe  Orthogonalpunktskugel^  also  konsphärische  Berührungskurven 
mit  der  Hydeschen  Brennfläche. 

r « r^p)  bleibt,  wie  ein  Blick  auf  die  Fig.  HI  lehrt,  nur  dann 
absolut  genommen  größer  als  die  kleinste  reelle  Halbachse  des  zu- 
gehörigen Hyperboloides  F{p),  wenn  p  sich  zwischen  den  Grenzen 

Kfa  +  lJn)     ^d     i(fo  +  M 

befindet,  und  nur  in  diesen  beiden  Ghrenzfällen  ist  r  der  kleinsten 
reellen  Halbachse  a^j,  bzw.  a^  gleich;  daher  sind  nur  in  diesem  Inter- 
Talle  die  Berührungskurven  S(p)  der  Hyperboloide  F(p)  mit  der 
Hydeschen  Brennfläche  reell.  Bei  wachsendem  p  ist  die  Kurve  (S(f)) 
anfangs  bei  den  schmalen  hyperboloidischen  Röhren  um  die  X-Achse 
(toh  P  =  Pi  an)  nicht  reeU,  sondern  wird  es  erst  von  p  =  j{pi  +  pn); 
Fig.  lY,  an,  vorerst  nur  als  winziges  reeUes  Doppeloval  an  der  Z-Achse 
und  bleibt  dann  reell  in  den  folgenden  Figuren  bis  p  =  j{pji  +  pudf 
Fig.  X,  wo  sie  bis  zu  einem  uneingeschränkt  kleinen  Doppelovale  an 
der  Z- Achse  sich  zusammenzieht.  Für  die  später  bei  wachsendem  p 
bis  p » p^j^  sich  immer  enger  um  die  Z- Achse  herum  anlegenden 
hyperboloidischen  Röhren  F{p)  ist  die  Berührungskurve  S(p)  mit  der 
Brennfläche  schon  wieder  imaginär. 

Anders  verhält  sich  der  koncykUsche  sphärische  Kegelschnitt 

der  Restschnitt  des  Hyperboloides  F(p)  mit  der  Hydeschen  Brenn- 
fläche. Dieser  ist  bei  aUen  reellen  Hyperboloiden  (pi  <  p  <  pni)  ^^^ 
reell,  wie  aus  der  Untersuchung  (S.  226)  des  Radius  R »  R{p)  der 
diese  Kurve  ©'  tragenden  „Grenzpunktskugel"^)  Waelschs  hervorgeht. 

1)  Diese  Kugel  sclmeidet  die  Erzeugenden  des  zu  p  gehörigen  gleicbbündigen 
Hyperboloides,  d.  b.  die  zu  p  gehörigen  Strahlen  der  Achsenkongruenz  des 
SchianbenbÜndels  in  deren  Enmmerschen  Grenzpunkten.  (Kummers  Abh.  im 
57.  Bde  des  Grelle  sehen  Journals.  „GfrenzptMkte'*  heißen  die  beiden  Grenz- 
l^gen  jener  Punkte  eines  Eongruenzstrahles,  welche  den  benachbarten  Kongruenz- 
stnhlen  zunächst  liegen.) 
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Wir  führen  die  üntersuchnng  des  Radins 

der  Kugel  von  S'(p)  =»  S())')  und  damit  der  die  Gesamtheit  der  R[\i) 
darstellenden  Kurve  E{E)  in  der  Figur  III  im  engsten  Zusammenhange 
uiit  dem  Nachweise  der  einfachen  Beziehung 

(IH)  P'-^K-lJ  +  Pi  +  fe  +  Pm) 

zwiochen  p  und  p': 

Jeder    der    koncyklischen    sphariBchen    Eegelschnitte    (S.{p)   der 
Hydeschen  Brennflache  bildet  sich  bei  EinfQhmng  der  Sabstitntion'l 

x»=Z,    y»=F,    e'^Z 

iu  eine  zu  p  gehörige  Erzengende 

1  X         +    •     r        +         Z        -        ff«  =01 

H)  -  -  (P  -  Pn)(P  -  Pm)  -  (P  -  Pni)(P  -  Pi)  -  (P  -  Pi)iP  -  lhi)l 
des  Cyliuders  ab,  dessen  Kanten  die  durch 

X:  Y:Z=ip^  -  p^  :  (p^  -  p^i)  :  (pn  -  Pt) 

boHtimmte  Richtung  haben,  und  dessen  Basis  etwa  in  der  XT  Ebene 
durch 

\(p-Pj)X  +  ip-  Pu)T+  (p-Pi)(p  -  pn)(p  -  Pm)  =  0| 
X         +         F        -        ff«  -Ol 

dargestellt  ist^  indem  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  die  Tangente 
der  Basiskurye  angibt^  während  die  zweite  deren  Berührungspunkt  liefert. 
Dies  gibt  die  Parameterdarstellung  der  Basiskurve  in  Punktkoordinaten 


) (Pn  -  Pi)i  =      (P  -  Pii)*(2p  -  Pi  +  Pud)  ^ 

kfe  -  Pi)  ^^ ip-  h)*  (2P  -  Pn  +  Pm)i  ' 

|)ie  Basiskurve  ist  rational,  von  der  3.  Ordnung  und  3.  Klasse.  Dem 
AufHUühen  von  (£'(P)  ^  ^(PO  eiitspricht  in  unserem  Bilde  die  Be- 
Htiminung  des  sogenannten  „Tangentialpunktes^  unserer  Basiskmre^ 
d.  h.  jenes  zum  Parameter  p'  gehörigen  Punktes  derselben,  in  welchem 
Mit)  von  der  zu  p  gehörigen  Tangente  (außer  dem  Berührungspnnkie 
uuuh  weiterhin)  durchsetzt  wird;  die  Gylinderkante  des  Tangential- 
|U4ukttiS  ist  das  Bild  von  S'(P)^®(POy  ^^  ^^  ^^'  Kugel  vom  Sadioa 
/{(^)  -^  r(p')  gelegenen  Restschnittes  des  F(p)  mit  der  Brennflache. 

I)  Vgl.  Dksmoulins  oben  erwähnte  Abhandlong  8.  S2. 
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unsere  Basisknrye  3.  Ordnung  hat  die  unendlich  ferne  Gerade  zur 
Wendetangente  mit  dem  Wendepunkte  auf  X+  Y^O  und  eine  Spitze 
^  P  =*  i(^  +  Pn  +  l^m)-  ^^^  letztere  Umstand  könnte  auch  aus  der 
nnn  zu  ermittelnden  und  in  Gleichung  (18)  angeführten  Beziehung 
zwischen  p  und  p'  gefolgert  werden;  seine  Feststellung  führt  zu  dem 
Schlüsse,  daß  die  auf  der  Kugel  vom  Radius  q  gelegene  Kurve 

die  reelle  Kuspidalkurve  der  Brennflache  ist,  wobei  das  Hyperboloid 

die  Brennflache  entlang  S    unter  Berührung  durchsetzt. 

Bezeichnen  wir  -^  mit   X',    ^    mit   F',  so  stellt  sich  in  den 

laufenden  Punktkoordinaten  S,  H  die  Gleichung  der  Basiskurventangente 
des  Gjlinders  als 


H    S 
X'  Y' 


X    Y 
X'  T 


dar. 

Setzen  wir  in  dieselbe  für  X^  Y,  X\  Y  die  aus  dem  vorigen 
Oleichungspaare  folgenden  Werte  und  sehen  S,  H  aia  Koordinaten  des 
zu  p'  gehörigen  Tangentialpunktes  an,  so  wird  die  sich  ergebende 
Gleichung 


(*»'-  Pn)*(2p'-  Px  +  Vm),  -  (P-  Pi)'(2p'-  fc  +  Pm) 


(P  -<)n)  (3V  -Pi  +  Pa  +  Pm),    -  iP  -Pd  (H  "Pi  +Pn  +  l'ni) 


(P  -  Pii)*(2p  -  Pi  +  Pm),  -ip-  PJ'Cap  -  ?n  +  fei) 


iP-Pu)  (ßP  -Pi+Pu  +  Pn^,     -(.P  -Pi)  (3p  -Pi)  +  Pn  +  Pm) 
oder  nacli  ünterdrflckang  des  znr  EnspidalkTirve  der  Brennflache  ge- 
hörigen Faktors  (3p  —  pi  +  pn  +  Pm): 


(P'  -  Pi)'(2P'  -  Pn  +  Pu^iP  -  Pn)  -  (P-  Pn)(2p'-  Pr  +  Pni)(P  -  Pi) 

»  dem  analogen  Ausdrucke^  den  man  aus  dem  linksstehenden  bei 
Setzung  von  p  statt  p'  erhält. 


2p'»  -  p'«(3p  +  pi  +  Pn  +  Pm)  +  P'(2ppi  +  fc  +  »>iii) 


-  (PfaP^Tpm<>i  +  PiPu  -  PifePm) 

»  dem  analogen  Ausdrucke,  den  man  aus  dem  linksstehenden  bei 
Setzung  von  p  statt  p'  erhalt, 
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d.h. 


2?'»  -  p''(ßV  +  Pi  +  Pn  +  W  +  P'(2<»Vi  +  fci  +  Pm) 

Bofier  durch  die  Doppelwnrzel  p'  —  p  noch  durch  den  zum  Tangoitial- 
pnnkte,  bezw.  zu  S'Cf)  ~  ^(PO  geliörigen  Wert 


(18)  P'-K-P  +  Pi+Pn+Pm) 

erfflUt 

Die  eben  abgebildete  ein&che  Beziehung  zwischen  p  and  p',  welche 
auch  in  der  Form 


(180         {P'-\Pi+hi+Pii^--Kp-\Pi+Pn+Pn^ 
geBchrieben  werden  kann,  besagt: 

^er  Bestschnitt  (£'(P)  J^^  Hyperboloides  F{p)  mit  der  Hyde- 
sehen  Brennfläche  ist  identisch  mit  der  BerOhrungsknrre  S())')  dieser 
Brennfläche  und  jenes  Hyperboloides  F{p')y  dessen  Parameter  p'  Tom 
Parameter  \{pj  +  pji+  p^^  des  znr  Enspidalknrre  C^  =  ®(i.p^^^^>  ) 

"  ^Pi  +  Pu'^^m}  8®^örigen  Hyperboloides  F^  nach  der  entgegen- 
gesetzten   Seite    um    die   Hälfte   jenes   Interyalles    abweicht,   welches 

zwischen  dem  Parameter  p  von  F(p)  und  jenem  (jpj  +  t>n  +  Pm)  ^^ 
F^  besteht" 

So  ist  z.  B.  S  in  Figur  IX  mit  S'  in  Figur  VI  identisch,  das 
Kreispaar  fti^n  Bpi®^^  ehen  bei  dem  in  der  ersten  Figur  dargestellten 
Hyperboloide  die  Bolle  der  BerQhmngskunre,  bei  letzterem  jene  des 
Bestschnittes  mit  der  Brennfläche. 

In  Figur  HI,  in  welcher  die  Elemente  ai,  Oj^,  Ouj,  r^p),  B{p)^r^') 
eines  jeden  der  Hyperboloide  J^(^)  zu  jedem  beliebigen  p  übersichtlich 
zusammengetragen  sind,  um  dann  zum  Aufbau  der  Figuren  lY  bis  H, 
bezw.  XI  zu  dienen,  ist  nach  der  eben  entwickelten  Beziehung  zwischen 
p  und  p'  der  Ort  E(B)  aller  zu  den  beliebigen  Abscissen  p  abgetragenen 
Ordinaten  B{p)  =  r(p')  jene  Ellipse,  welche  aus  der  oben  kennen  gelernten 
Ellipse  E^r)  durch  Verdoppelung  der  Abstände  aller  Punkte  Yon  der 
zu  Kpi  +  ^^n  +  t'm)  gehörigen  Maximalordinate  q  (Hauptachse  yoni^r)) 
hervorgeht,  d.  h.  also  durch  perspektiv-affine  Abbildung  mit  der  Maximal- 
ordinate (von  der  Länge  q)  als  Afßnitätsachse,  der  znr  letzteren  senk- 
rechten Affinitätsrichtung  und  dem  Modulus  —  2. 

Der  Badius  
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(S.  221,  Oleichung  nach  15)  der  EtuspidalkuiYe  der  Hydeschen  Brenn- 
fläche  iflt  auch  der  Maximaiwert  von  R^p)  =  r(p'),  und  es  gehört  zu  jenen 
Werten  des  Parameters  py  welche  vom  zu  q  gehörigen  Parameter 
(st^  +  t^n  +  Pm)  ^^^^  entgegengesetzter  Seite  hin  sich  nm  gleichviel 
unterscheiden,  auch  derselbe  Wert  von  B^p),  also  dieselbe  Ghrenzpunkt- 
kogeL 

„Die  beiden  Hyperboloide  F(p),  welche  dieselbe  Orthogonalpunkts- 
kugel haben,  gehören  auch  zur  selben  Grenzpunktskugel,  und  umgekehrt. 
Ihre  Parameter  weichen  vom  Parameter  KPi  +  Pn  +  Pm)  ^®^  ^® 
Brennflache  entlang  ihrer  reellen  Euspidalkurve  unter  Berührung  durch- 
setzenden Hyperboloides  F(\pj  +  pii  +  Pni)  '^  ^q  ^^""^^  entgegengesetzter 
Seite  um  gleichviel  ab/^ 

Die  Ellipse  E{R)  der  Figur  HI  berührt  doppeU 

den  Kreis  K^  und  zwar  in  den  beiden  zur  Abscisse  (—  ^^i  +  l^n  +  Pra) 
gehörigen  imaginären  Punkten  mit  der  Ordinate  ±  e^, 

den  Kreis  Kj^  und  zwar  in  den  beiden  zur  Abscisse  (pi  —  pn  +  Pra) 
gehörigen  redien  Punkten  mit  der  Ordinate  ±  %  »  ±  ^7 

den  Kreis  Kj^  und  zwar  in  den  beiden  zur  Abscisse  {pi  +  Pn ""  Pin) 
gehörigen  imaginären  Punkten  mit  der  Ordinate  ±  e^Q, 

wie  man  aus  der  Gleichung  dieser  Ellipse  (p  Abscisse,  R  Ordinate) 
entnehmen  kann.     Diese  Gleichung,  welche  aus 

liP'-Pu)iP'-Pn^  +  iP'-Pwd(P'-Px)  +  (P'-Pi)iP'-Pn)] 

folgt,  lautet  (p  Abscisse,  22  Ordinate): 

4Ä*  =  -  [(Pi  +  Pm  -  V  -  Pn)  (Pi  +  Pn  -  1»  -  foi)  +  •  +  •] 
(19)        -L(fcn-*»ii)*-(Pi- *»)'  +  •  ••  +  •••] 


~0t>'i+\^+P^m-2pnPm+PuiPi+PiPii)+MPi+Pn+Pm)-^P', 

and  man  bnncht,  mn  die  oben  behauptete  doppelte  Berührung  z.  B. 
mit  JTq  nachzuweisen,  nur  zu  untersuchen,  fOr  welches  p 

4iJ»  =  4o|i, 
(Lh. 

--4(t»-p,n)(P-pi) 
«ein  kann;  die  sich  ergebende  Gleichung 


»>!  +  ?n  +  »»m  -  2'puPm+-''  +  2pp,  +  -.'-  Spf 
=•  -  4p»  +  ^Ph^+Pi  -  4|)niPi 

16» 


228  Zur  Veranschaiilichnng  dei  Schraubenbündels. 

oder 


hat  nun  in  der  Tat  die  Doppelwnrzel  p  =  Pi  —  Pn  +  Pm- 

Hieraus  folgt^  daß  B  stets  größer  bleibt  als  die  größte  bei  irgend 
einem  Hyperboloide  F(p)  vorkommende  Halbachse ,  außer  im  Falle 
p  =  pi  —  pu  +  pju,  wo  jB  =  Ojj  wird  und  wo  dementsprechend  F{p)  ok 
Beslsckniü  6'  mit  der  Brennfläche  (welche  entlang  einer  imi^iiuLren  S 
berührt  wird)  das  in  der  Figur  VI  verzeichnete  Ereispaar  fii^u  besitzt; 
f&r  dieses  Hyperboloid  wurde  nach  der  Figur  X  kein  besonderes  Bild 
beigefügt^  da  die  Vorstellung  desselben  keine  Schwierigkeit  mehr  bietet 

Aus  diesem  Verhalten  von  i2  folgt^  daß  der  Restschnitt  Sfp)  jedes 
reellen  Hyperboloides  JP(p)  mit  der  Brennflache  stets  reell  ist,  auch  dann, 
wenn  (vgL  S.  223)  die  Berührungskurve  S(|))  bei  den  schmalen  Rohren- 
formen  um  die  X-y  bezw.  J?-Achse  imaginär  wird.  In  den  sEUsanunGn- 
gehörigen  Figuren  IV  bis  X  sind  einige  Gestalten  gleichbündiger  Hyper- 
boloide F^^p),  ihre  Berührungskurven  S(p)  und  Bestschnitie  (S^p)  mit  der 
Hy  de  sehen  Brennfläche  (Fig.  XI)  verzeichnet;  an  den  Hauptsdmitten 
dieser  Hyperboloide  einerseits  und  den  von  ihnen  eingehüllten  (und  nach- 
traglich  in  roter  Farbe  beigefügten)  Hauptschnitten  der  Brennfläche 
andererseits  kann  man  deutlich  ersehen,  daß  auch  diese  Hauptschnitte 
sich  nur  in  auf  (S(p)  gelegenen  Punkten  berühren  und  nur  in  Punkten 
auf  (S(p)  sonst  noch  durchsetzen. 

Wächst  p,  so  ändert  sich  das  für  p,  <  ^)<  ^J^j  reelle  Hyperboloid 
F(p)  im  gleichbündigen  System,  wobei  die  Figur  IE  mit  ihren  Kreißea 
KjKjj^Kjji  uns  die  Halbachsen  Oif^Orn  ^^^  ^^^^  Veränderung  zeigt; 
wir  übersehen  mit  Hilfe  unserer  Figuren  den  stetigen  Übergang  der 
^(P)7  ^P)f  ®('p)  ^  ^^  erreichbaren  reellen  Lagen  und  haben  in  der 
nebenstehenden  Tabelle  (S.  229)  einige  bemerkenswerte  Einzelheiten 
erwähnt,  wodurch  die  Vorstellung  des  stetigen  Überganges  erleichtert 
werden  soll. 

Wir  merken  noch  die  aus  den  Gleichungen  (14)  und  (19)  der 
Ellipsen  E{r)  und  E(B)  mit  Bezug  auf  den  vor  Gleichung  (15) 
stehenden  (»-Wert  sich  ergebende  Beziehung 


oder 

(20)        4B«  =  3p*  +  r« 

an   zwischen  den  Radien  B  der  Grenzpunktkugel  und  dem  fiadius  r 
der  Orthogonalpunktkugel  bei  jedem  der  gleichbündigen  Hyperboloide 
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mit  Bezug  auf  den  unyeranderlichen  Radius  q  (S.  221)  der  zur  reellen 
EuspidalkurTe  S    der  Hydeschen  Brennfläche  gehörigen  EugeL 

Der  mit  p  yeränderliche  Radius  jR  der  Orenzpunktkugel  eines  jeden 
Hyperboloides  F  (Gleichung  1,  2) 

«•      «•        #■       -       ^ 

T  +  T-  +  -T--1-0 

wird  zufolge  der  Gleichungen  (20)  und  (17)  durch  die  Halbmesser  a 
gemaB 

(21)  4B«-2(^  +  <  +  (^-(^  +  %^i  +  ^) 

bestimmbar. 

Die   Halbachsenquadrate    (oj)  ,    (^^^    (Pm)     ^^   Hyperboloides 

F^  =  Fn^    ,       4-i»rrtV  ^^^^^^  ^®  durch  ein  beliebiges  Hyperboloid 

schon  bestimmte  Hy  de  sehe  F]£che  entlang  ihrer  reellen  EuspidalkurTe 
S^  »  {ig  unter  Berührung  durchsetzt^  sind 

(^^  -  I  [(P  -  PuKP  -  Pm)]  =  -  KPm  +  Pi  -  2Pn)(Pi  +  p^  ~  2<>nO, 
(p  =  i«^  +  %  +  >ni) 
(vergl.  Gleichung  (7),  (8)) 

(22)  (aj),-|(c«i-€f,)(di-d,), 
wegen  Gleichung  (8)  auch 

(vergl.  Gleichung  (15))  oder  durch  die  e  (Gleichung  13)  ausgedrackt 

-i(^-*-4ii  +  <^) 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  letzte  Gleichung  und  (16) 

(23)  -H-K^  +  L  +  ^n)^), 

(24)  -ii(^-«ii)(^-«i). 


1)  Die  Gleichung  (28)  ist  identisch  mit  der  vorletzten  Gleichung  auf  S.  801: 
«^ » I K;  —  I  ^A'  der  erwähnten  Abhandlung  WaelBchs.  üneere  Gleichung (W) 
ist  identisch  mit  der  dortigen  Gleichung  (12)  S.  799.    Vgl.  S.  288,  Anm.  1 
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(oq)  und  (oiq)  ergeben  sich  hierans  durch  cyklische  Ver- 
tanschong  der  Indices.  Halten  wir  mit  diesen  Oleichungen  die  folgenden 
aus  (7)  sich  ergebenden  zusammen  (ygl.  Gleichung  10)): 


(25) 


n 
«m  -  ^^  **  ^(«m  -  »n)  (om  -  »i) 


<0\ 

>0 

<0 


so  ergibt  sich  der  merkwürdige  umstand,  daß  die  drei  a^  aus  den  e  durch 
dieselben  Gleichungen  gewonnen  werden,  wie  die  e  aus  den  a.  Allerdings 
sind  im  Gegensatze  zu  den  yöUig  freien  Halbachsen  a  des  (das  System 
erst  bestiHimenden)  Hyperboloides  JP"  die  e  schon  der  beschrankenden 

Bedingung   (bei  16)  t  +  T  +  ^  *"  ^  unterworfen.     Mit  Rücksicht 

anf  den  erwähnten  übereinstimmenden  Gleichungsbau  von  (24)  und  (25) 
kann  man  u.  a.  aus  dieser  beschrankenden  Bedingung  sofort  auf  die 
GreltoQg  Ton 

(26)  75r  +  7^  +  7^-0 


schließen,   ein  Ergebnis,   das  übrigens  auch  sofort  aus  Gleichung  (22) 
und  (8)  folgt. 

Wie  Gleichung  (26)  besagt,  ist  das  Hyperboloid  J^^  gleichseitig, 
d.  L  absoluten  Poldreiecken  der  unendlich  fernen  Ebene  umschrieben. 
Es  ist  das  einzige  derartige  Hyperboloid  im  gleichbündigen  Systeme, 
da  die  unendlich  fernen  Kegelschnitte  aller  F{p)  (Gleichung  (4))  zum 

gehSien,  was  zu  der  Gleichseitigkeitsbedingung 

(p-fc)  +  (P-»>ii)  +  (P-Pm)-0 
fthit  und  daher 

«»-KPi  +  fe  +  Pm) 

zur  ausschließlichen  Folge  hat 

Wir  drücken  noch  die  Halbachsen  Of  und  Ff  in  unreränderlicher 
Wäse  dorch  die  Halbachsen  a  eines  beliebigen  gleichbtindigen  Hyper- 
boloides F  (etwa  mit  der  Benntzong  der  Gleichungen  (22)  und  (7) 
oder  (23)  und  (26))  ans: 


«n^m 


(27)    ('4),-|«?+i    ^ 


■i  ['^+af.+<^+2  (-^^  +  ^^  +  ^°)] 
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(a^     und    (e^n)o    folgen   hieraus   durch   cyklische   Yertanschung  der 
Indices. 

Die  Hydesche  Brennfläche  (6.  Ordnung,  4.  Ebisse)  hat  als  Ein- 
hüllende der  gleichbündigen  Hyperboloide  F(p)  die  aus  Gleichung  (1) 

oder  F{p)  =  0  und  Af(p)  =  0  (vgl  S.  220)  folgende  Gleichung^): 

(28)  4-4J  -  -4J-4J  -  IS A^A^Ä^  +  27 AI  +  ^A\A^  -  0, 

wobei 

4i  =  Pi  +  Pn  +  Pm> 

^  =  ^»  +  y'  +  ^'  +  PnPm  +  PmPi  +  PiPn, 

^s  =  Pi^  +  Pny'  +  Pm^'  +  PiPnPm 
gesetzt  ist. 

Da  es  an  der  Hydeschen  Flache  nichts  ändert *),  wenn  wir  ^^n""^ 
nehmen  und  dementsprechend  statt  pj  und  p^^  zu  schreiben  haben 
—  d^  und  d^y  so  daß  fELr  A^y  A^y  A^  zu  setzen  ist 

(dj  —  d^y    (x^  +  y*  +  ^*  —  d^d^  '=  tt  in  Hydes  BezeichnmigX 
(—  dja?*  +  d^jer*  =-  —  t;  in  Hyd^s  Bezeichnung), 
erhalten  wir  die  Gleichungsform: 

(29)  4tt»  -  (dg  -  di)V  -  18(d,  ~  d^)uv  +  27t;«  +  4{d^  -  d^yv  =  0, 

wobei 

u  ==  a?*  +  y*  +  jET*  —  djdi 

und 

V  =  (^a?*  —  d^0*. 

1)  Vgl.  etwa  Gr.  S.  101  im  48.  Band  dieser  Zeitschrift,  insbesondere  aber 
die  oben  angefahrten  Abhandlangen  Hydes  und  Waelschs.  Ersterer  achreibt 
an  Stelle  der  von  uns  beibehaltenen  Bezeichnungen 

P%  Pi^  Pn^  Pm»    -^1»  -^1  A;    «I»  «n»  «m? 
besl. 

f*,  — «1.  — Ol.  — «•;   — ^«,  «,  — t;;  «oiyoi'o; 

die  d  bleiben;  letzterer  schreibt  fi  statt  p,  a^tt^a^  tOi  0*0*0^;  «1  eic.  för(a^  ; 
Äj  för  «I  etc.  ^ 

Desmoulin  (I.e. 8.86)  benutzt  die  aus  dem  Cylinderbilde  (S.224,  x*»Zetc.) 
ableitbare  Darstellung  der  Brennfläche  durch  zwei  Parameter,  deren  einer,  unserem 
p  entsprechend,  l&ngs  der  Kurven  d  (Gleichung  (11))  der  Brennflftche  konstant 
ist,  ii^lhrend  der  andere  unverändert  bleibt  in  den  oberen  Schnitten  ^^oonst 

2)  Vgl.  8  (Anm.  8).  A^="-  F{0) » 0  ist  die  Gleichung  jenes  im  i^eicb- 
bündigen  Systeme  —  was  die  Achsenkongruenz  und  die  Hydesche  Fläche  an- 
belangt —  beliebigen  Hyperboloides  F{0),  dessen  willkürlicher  Parameter  als  Null 
angenommen  wird;  A^=^0  (vgl.  Gleichung  (14))  ist  die  Gleichung  der  Orthogonal- 
punktkugel  von  F(0). 
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Hierbei  ist  u  »  0  die  Gleichung  der  Orthogonalpmiktkugel  (über  MN 
als  Durchmesser,  Tgl.  S.  212  und  öleichnng  (10))  des  Ebenenpaares 
fiy  V  mit  der  Gleichang  t;  =  0. 

Eine  andere  bemerkenswert  einfeMshe  Form  der  Hy  de  sehen  Flächen- 
gleichnng  erhält  man  mit  Bezng  anf  die  Orthogonalpunkts-  und  Grenz- 
pnnktskngel    :r'  -f  y'  -f  5'  —  p'  =  0    des    gleichseitigen    Hyperboloides 

^^  ^  ^{jh+^iL-^hn)  (vgl.  Gleichung  22) 

indem  man  nicht  wie  oben  )>q,  sondern  den  zu  F  gehörigen  Para- 
meter j  (t>i  +  Pn  +  fm)  °=  ^  9eM,,  was  die  Substitutionen  (vgl.  Gleichung  7, 8) 

ft  -  -  (Pn  +  Pm)  =  <?.  -  «^  -  2pi  etc. 

also  in  der  Gleichung  28  . . . 
J,_«t  +  y«  +  ^_pt 

(ans  Gleichung  30)  zur  Folge  hat.  Deshalb  erhalt  man  die  Gleichung 
der  Hydeschen  Fläche  in  der  Form: 

4(^  +  y»  -h  ^*  ~  p»)*  +  27J7  «  0 
oder 

f4(^+y'  +  i?«-p»)» 

-h3[(d,-d,)a;«+(d,-d,)y«  +  (rf,-rf>«  +  K^s-^)(^-^)(^«-dO? 

[wobei  ^Q^  =  d\  +  d\  +  dl     und    dj  4-  d,  +  *,  =  0. 

Diese  Gleichungsform  ist  wegen  Gleichung  (22)  übereinstimmend 
mit  der  von  Waelsch  gegebenen  Gestalt,  in  welche  als  Eonstante  nur 
die  3  Halbachsen  des  einzigen  gleichseitigen  unter  den  gleichbündigen 
Hyperboloiden  des  F   auftreten: 


i{:^  +  f  +  ^-  (aj),  +  (oiü,  +  (<40,)' 

(32)!    -^'<'«'(»».'»^>.(Ä+4+(4-0'-" 


wobei 


K)f  "^  (»li), 


+ 


C^m)* 


234  Zur  YenuiBchaulichimg  des  Schranbenbündels. 

Auf  der  Brennfläche  liegen  von  den  koncyklischen  sphärischen  Eegd- 
schnitten  S  unseres  Systems  (Gleichung  11)  alle  jene,  durch  wdche 
drei  gleichbündige  Hyperboloide  F^p)  gehen,  Ton  denen  zwei  zusammen- 
fallen: Bei  jedem  Punkte  w  ,,außerhalb^^  der  Brennfläche  (z.  B.  bei 
allen  weiter  als  um  p  vom  Anfange  p^  entfernten  Punkten)  und  über- 
haupt bei  den  solche  Punkte  to  enthaltenden  S  ist  yon  den  drei  bin- 
durchgehenden  gleichbündigen  Hyperboloiden  nur  eines  reeU;  dagegen 
führen  durch  jeden  Punkt  w  ,,innerhalb"  der  Brennfläche  (Fig.  XI), 
d.  i.  innerhalb  des  von  der  Brennfläche  begrenzten  Baumteilee  dm 
reelle  gleichbündige  Hyperboloide. 

Alle  drei  fallen  nur  zusammen,  wenn  wir  den  reellen  Punkt  w 
auf  der  reellen  Euspidalkurve  S^,  der  Orthogonalpunkts-  und  Grenz- 
punktskurre  des  gleichseitigen  Hyperboloides  F   annehmen. 

Der  absolute  Eugelkreis  ist  ebenfalls  eine  (imaginäre)  Kuspidal- 
kurve  der  Brennfläche  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  als  Ort  iia 
Spitzentangenten.  Die  Fläche  hat  femer  in  den  Punkten  Jlf ,  N  der 
Y-Achse  mit  den  Koordinaten  +c  = +Cn  = +|/^^  reelle  Knoten- 
punkte mit  reellen  Tangentialkegeln  2.  Ordnung  und  genau  entsprechende 
imaginäre  Singulariiäten  in  den  imaginären  Punkten  +  6j  der  Z-,  und 
i%n  der  iZ^ Achse. 

Die  durch  die  F- Achse  gehenden  reellen  fi,  v  der  Kreise  ftj,  ftn 
über  My  N  als  Durchmesser  (Fig.  VI)  sind  singpiläre  Ebenen  der 
Hydeschen  Fläche  und  analoge  imaginäre  Ebenpaare  gehen  durch  die 
X'  und  Z- Achse;  die  unendlich  ferne  Ebene  durchsetzt  die  Flache 
unter  Berührung  entlang  der  imaginären  Kuspidalkurye,  nämlich  des 
absoluten  Kugelkreises. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Tangentialkegel  in  den  Knotenpunkten  M 
und  N  ergeben  sich  durch  vorübei^ehende  Verlegung  des  Anfangs- 
punktes in  einen  solchen  Punkt  und  Berücksichtigung  der  GUeder 
niederster  Dimension^)  aus  der  Gleichung  (29)  als 

(33)  {d,-  d.Xd.x'  -  d,s^  -  d,d,(y  +  Yd^d^y  -  0 

diese  Kegel,  welche  die  Doppelpunktstangenten 


(34)  y  =  +,|/?ZÄ  +  y^ 

des   in  Fig.  Xlla  konstruierten   (und   von   da  nach  Fig.  XI  und  in 
I  die    früheren    Figuren    übertragenen)    Hauptschnittes    in    der    T  i^- 

!  Ebene    liefern,    zeigen    uns    auch,    auf   welche   Art    sich    die  S  der 

\  1)  Vgl.  Hyde  p.  184  Gleichung  (12). 

I 
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Brennflaehe  in  der  Nähe  ihrer  Ereispaargestalt  ft^  ft^  (der  Fig.  XI 
cmd  VI)  ändern^  was  deshalb  besonders  interessant  ist^  weil  diese 
Gestalt  der  (£  unter  ihren  nnendlich  benachbarten  Formen  anf  der 
Brennflache  die  einzige  ist,  welche  mit  der  X  F- Ebene  reelle  Pnnkte, 
nämlich  gerade  die  Knotenpunkte  M  und  N  gemein  hat.  Die  in  der 
unmittelbaren  Nachbarschaft  eines  solchen  Knotenpunktes  gelegenen 
Teile  dieser  S  der  Brennfläche  ändern  sich  nämlich  wie  die  diesen 
Punkten  nnendlich  benachbarten  Teile  der  Schnitthyperbel  des  Tangential- 
kegels  nüt  Ebenen,  welche  stets  zur  F- Achse  senkrecht  belassen  und 
hierbei  durch  den  betreffenden  Soioten  verschoben  werden. 

Von  den  Spitzen  aller  ebenen  Schnitte  der  Hydeschen  Fläche 
liegen  4  auf  S  und  haben  dort  die  durch  die  Spur  von  F  bestimmte 
Spitzoitangente;  zwei  imaginäre  mit  unendlich  femer  Spitzentangente 
li^en  in  den  Kreispunkten. 

Eine  allgemeine  Eigenschaft  der  ebenen  Schnitte  durch  den  Mittel- 
punkt p  wurde  S.  216  erwähnt.  Insbesondere  die  drei  Hauptschnitte  der 
Fläche  (Fig.  Xlla,  b^  c)  haben  auf  jeder  ihrer  beiden  Symmetrieachsen 
2  Doppelpunkte,  weshalb  ihre  Klasse  nach  der  Plückerschen  Formel 
gemäß  Ordnungszahl  6,  der  Spitzenzahl  6  und  der  Doppelpunktszahl  4 

6.5-24-36  =  4 

wild,  was  mit  der  Klassenzahl  des  der  Fläche  entlang  eines  Haupt- 
Bchnittes  umschriebenen  Oylinders  und  der  Klassenzahl  4  der  Fläche 
selbst^)  fibereinstimmt. 

Da  die  unendlich  ferne  Gerade  in  jeder  Ebene  als  Tangente  in 
zwei  Spitzen  f&r  zwei  Tangenten  durch  einen  beliebigen  imendlich 
fernen  Punkt  dieser  Ebene  zahlt,  gibt  es  an  jedem  der  drei  Haupt- 
schnitte im  Endlichen  nur  jswei  Tangenten  von  jeder  beliebigen  Richtung 
in  seiner  Ebene;  die  Konstruktion  zweier  solcher  Tangenten  samt  ihren 
Berührungspunkten  wird  sich  unmittelbar  aus  der  in  der  Folge  von 
uns  angegebenen  kinematischen  Hauptschnittkonstruktion  (Fig.  XIII) 
ableiten  lassen.  Indessen  können  wir  auf  Grrund  des  bisher  Entwickelten, 
ohne  Torgpieifen  zu  müssen,  uns  nicht  bloß  die  Hauptschnitte,  sondern 
hehebige,  z.  B.  ebene  Schnitte  der  Hydeschen  Brennflaehe  durch  beliebig 
nde  Punkte  samt  deren  Tangenten  konstruieren  als  Einhüllende  der 
Spuren  der  entlang  (£()))  gelegenen  schmalen  Flächenstreifen  der 
gleichbündigen  Hyperboloide  F(p)]  so  z.  B.  liefern  in  den  Figuren  XH  a, 
b,  c  die  auf  der  Orthogonalpunktskugel  gelegenen  Kreise  vom  Radius  r  (p) 
l>ez.  jene  vom  Radius  R(p)  auf  der  Spur  von  F(p)  die  Spurpunkte 


1}  Vgl.  z.  B.  Gr.  S.  101  im  48.  Bd.  Anm.  1. 
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von  &(f))  bez.  @'(P)>  ^^  Punkte  des  Hauptsclmittes,  und  die  Haupte 
schnittstangente  der  Hydeschen  Flache  in  jedem  Spurpxmkte  Ton  S(p) 
ist  die  Tangente  der  Hyperboloidspur  F{p),  während  die  Tangenten 
in  den  Spurpankten  von  ^'(p)  ebenso  durch  die  Spur  des  Hyper- 
boloides  F(p')  erhalten  werden  könnten,  welches  (Gleichung  18)  zu 
p'  =  |(—  p  +  pi  +  pu  +  puj)  gehört.  Lassen  wir  f)  sich  andern,  so 
erhalten  wir  beliebig  viele  Punkte  des  Schnittes  der  Hydeschen  Flache 
samt  ihren  Tangenten. 

Die  folgende  kinematische  Konstruktion  der  Hauptschnitte  der 
Hydeschen  Brennfläche  beruht  auf  der  von  uns  gefundenen  Parameter- 
darstellung jedes  der  drei  Hauptschnitte;  der  zweite  Hanptschnitt  in 
der  Ebene  y  »  0  z.  B.  hat  gemäfi  Gleichung  (29),  wenn  wir  die  Haupt* 
halbmesser  der  Hydeschen  Fläche  mit  l^  l^y  l^  bezeichnen^  d.  L 

(36)  H  =  i„    H-Z,,    H  =  J, 

setzen,  (wobei  die  Gleichung  (8)  die  Beziehung 

(36)  h  +  \  +  h'^ 
als  Folge  nach  sich  zieht)  die  Oleichnng: 

ix'  +  z'-  4Py»  -  (i,  -  k)\x^  +  ij«  -  4.1^' 

(37)  -  18(i,  ~  l,){x^  +  ^«  -  ^hk){h^  -  k^ 

+  27fta;«  -  ?,0'  +  16%  -  h)\h^'  -  k^  -  0, 
fQr  welche  wir  die  Parameterdarstellung 

a;  =  (?i  +  Zj)cosa  —  (Z^cos*«  —  ZiSin*a)cosa| 


(370 

1  £r  =»  (Zj  +  ij)  sin  a  +  (Zj  cos*  a  —  l^  sin'  a)  sin  a 

anzugeben  im  stände  sind.    Davon,  daß  diese  Darstellung  zutrifft^  kann 
man  sich  durch  die  Rechnung')  überzeugen. 


1)  Aus  37'  stellen  sich  folgende  Funktionen  u  und  v  rational  durch  einen 
Parameter  s  dar: 

u  =  g«  +  g«  —  4^^  =  (Ij  —  «»)•  —  2(^  +  Ji)8  coB  2«  +  «•,     wobei 

8  s  ]^  cob'  a  —  2i  ein  'a  gesetzt  ist. 

(Bezügl.  der  geom.  Bedeutung  von  8  in  der  folgenden  kinem.  Konsir.  veigl 
Fig.  Xm  und  S.  289:  8  =  CT) 

2«  =  Ä-«i)  +  Ä  +  «i)cob2« 

«-(j;~'i)'  +  2(^-'i)«-38«.  (a) 
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Der  Parameterdarsielluiig  ST  nnd  den  analogen  der  anderen  Haupt- 
achnitte  stellen  wir  als  geometrische  Deutung  die  folgende  kinematische 
Konstruktion  der  Hydeschen  Hauptschnitte  an  die  Seite,  wobei  wir 
(zum  nachherigen  Beweise  der  Übereinstimmung  mit  37^  den  2.  Haupt- 
schnitt nur  deshalb  bevorzugen,  um  einen  bestimmten  Fall  (Fig.  XTTT) 
Yor  Augen  zu  haben. 

Ebenso  folgt 
I  ==  l,x«  —  Zj£»  -  A  +  «i)»«  -  2(1,  +  Z,)8Ä  C0B>  a  +  l.  Bin««)  +  «•;    nnn    ist 

{  >    mithin 

U_^„_(^  +  J,),in«„l 

0.  COS.«  +  ^  .in.„)  -  ,.i±i  -  Z, '^i^  =  ^^^^:^f^%  «^0 

J  =  Ä  +  ».)•«  +  ••  -  «»LH».  +  Ä  -  l.)«]  =  •[•  -  Ä  -  ».)]'•         (b) 
Zur  Kliminfttion  von  s  aus  (a)  nnd  (b)  haben  wir  etwa  nach  (a) 

•  -  A  - ».)  =  j[-«Ä  - ».)  ±V*A  - 1.)' -  8«] 

-  ^[»Ä  -  l.)*  -  8H  T  |ä  -  l.)V*(J. -«.)*- 8«; 
diea  in  (b)  gibt 

•  -  ^Ä  -  h)l»(h  -  «.)'  -  8»]  -  ^Ä  -  J.)[4(I.  -  !.)•  -  8«.] 

±  {^[8(».  -  ».)•  -  3t.]  -  Jä  -  l.)*jV4A-J.)'-8« 

l"  -  Jä  -  ».)[-  8(J,  -  l.)'  +  »u]  j  *=  ^.[8(1.  -  J,)'-  6u]'[iÄ  -  J,)»-  8,.] 


[^-j(k-k)^  +  '^ih-hrY 


-  jf,{64(l,  -  !.)•  -  8.4».8(^  -  I.)««  +  8  .  4.8»(1,  -  J,)'..»  -  87«»)  =  0 

4u«  —  4(1,  —  Ij)«tt"  +  27  ü»  —  86(Z,  —  !,)««  +  32(1,  —  Z,)««  =  0, 

^  h.  wir  erhalten  wirklich,  indem  wir  für  u  und  v  ihre  obigen  Werte  x*  -{-z*  —  1J^ 
und  2(^:c*  >-  l^e*)  einaetsen,  die  Gleichung  (87)  des  2.  HauptBchnittes. 
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;^uf  einer  Strecke  konstanter  Länge  (l^  + 1^)  denke  man  sick 
drei  Punkte  Termerkt,  nämlich  1.  den  Anfangspunkt,  2.  den  Yon  Sun 
nm  l^  entfernten  Punkt  und  3.  den  Endpunkt;  bezeichnet  man  diese 
drei  Punkte  der  Reihe  nach  mit 

I,  OjIII. . . (Gleitstück  zur  Konstruktion  des  IL  Hauptschnittes  inFig.XIII), 
0,1,  1L\       ,,  „  ,;  „HL  „  bei  „      J, 

und  denkt  sich  von  jeder  solchen  Strecke,  dem  ^^Gleitstfick^  des  be- 
treffenden Hauptschnittes,  eine  zu  ihm  senkrechte  und  in  der  Haapir 
schnittsebene  verbleibende  Gerade  t  starr  mitgefUhrt,  so  umhfillt  t  doi 
betreffenden  Hydeschen  Hauptsdmitt,  falls  der  Punkt 

III  des  Gleitstückes  gezwungen  wird,  auf  der  Spur  der  Ebene  ^ » 0 

I  ar  =  0 

-*     »  ff  ff  ff         ff       V        ff        ff         ff     '^     ^ 

-'"^  ff         ff  ff         ff      ff     ff     ff     n      ff    y^^^ 

zu  gleiten/' 

Mit  anderen  Worten:   „Zur  Konstruktion  des 
U.  Hauptschnittes  gleite  das  zugehörige  Gleitstück  10 III  mit  1/7  auf  der 

X'y  und  mit  I  auf  der  Z- Achse, 
ni.  Hauptschnittes  gleite  das  zugehörige  Gleitstück  Olli  mit  /  auf  der 

F-,  und  mit  II  auf  der  X-Achse, 
I.  Hauptschnittes  gleite  das  zugehörige  Gleitstück  II III 0  mit  II  mI 

der  Z-y  und  mit  III  auf  der  F- Achse; 

dann  umhüllt  die  senkrecht  zum  Gleitstücke  in  0  befestigte  und  in 
der  betreffenden  Hauptschnittsebene  mitgef&hrte  Gerade  t  den  Hyde- 
schen Hauptschnitt;  oder,  was  dasselbe  ist^  es  nimmt  die  durch  0  zom 
Gleitstücke  senkrecht  angebrachte  Ebene  der  Reihe  nach  alle  Lagen 
der  Tangentialebene  der  Hydeschen  Fläche  in  den  Punkten  dieses 
Hauptschnittes  an:^ 

In  der  Tat,  bezeichnen  wir  in  der  Fig.  XHI  den  Winkel  des 
Gleitstückes  und  der  a;-Achse  mit  a  und  denken  uns  zu  einer  beliebigen 
Lage  des  Gleitstückes  IUI  das  Momentanzentrum  C  als  Schnitt  des 
Lotes  durch  III  zur  o:- Achse  und  des  Lotes  durch  I  zur  üt- Achse  kon- 
struiert, so  wird  der  Fußpunkt  P  =>  P  (x,  e)  des  von  C  auf  t  gefällten 
Lotes  die  Stelle  angeben,  in  welcher  t  die  von  ihr  umhüllte  Karre 
berührt;  die  Gleichung  der  letzteren  ergibt  sich  daraus,  daß  in  der 
Figur  Xm     

pIII^  Ä  +  l^  cos  a,     IIIC^  (h  +  h)  B"i«> 
also 


CP^QP-QC^l^-IIICBma^l^-{l,  +  l^)Bm^a^{l^im^a-l,m'a) 
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und  demgemäB 


x-^pIII—CPcoaa,    £  ^  IIIC  +  CPsina, 

daher  wirklich 

x  =»  (Z|  +  y  cos«  —  (l^  coB*a  —  l^  sin*«)  cos«,    xr  =  (Zj  +  l^)  sin« 

+  (l^  cos^tf  —  li  sin*«)  sina 

wirdy  in  Tollster  Übereinstimmung  mit  der  Form  37^  der  Hauptschnitts- 
gleichung 37. 

Eine  andere,  allerdings  nur  flELr  den  11.  Hauptabschnitt  der  Hyde- 
sehen  Flache  redle  Konstruktion  ist  noch  hervorzuheben: 

Die  Koordinaten  der  von  uns  mit  3  und  1  zu  bezeichnenden 
Schnittpunkte  der  starr  am  Gleitstücke  IUI  in  0  angebrachten  Ge- 
raden i  (^cosa  —  xrsina  »  l^  cos'a  —  l^sin'a)  mit  dem  um  das  Recht- 

^ipIIICI  der  Figur  Xni  beschriebenen  Kreise  (x  cos«  +  e  sin«  =  ^  jli/) 

genflgen  der  Gleichung  der  beiden  festen  unter  dem  Winkel  +  cd  =»  arc  tgVf 
gegen  die  2-Achse  gelegten  und  den  U.  Hauptschnitt  in  den  Ent- 
fernungen +  %  ■=  i  ^  ■"  iV^<^  ="  +  ^VhJi  ^^^  Anfange  berühren- 
denSpmen  x%-0%^O 

der  cyklichen  Ebenen  [i  und  v]  daher  liegen  und  bleiben  die  auf  i 
starr  gedachten  Punkte  3  und  1  bei  jeder  starren  Elementarbewegung 
des  Gleitstückes  IUI  um  jedes  Momentanzentrum  C  (da  C3  stets  zu 
l^f  Cl  zu  V  senkrecht  steht)  fortwährend  Punkte  dieser  beiden  Spuren. 
Die  hiemach  konstante  Länge  der  Strecke  31  ist,  wie  man  aus  ihrer 
SpeziaUage  entweder  in  fi  oder  v  oder  parallel  zu  einer  der  beiden 
Hauptachsen  ersehen  kann,  gleich  %  »»  ^Yhh' 

Dies  führt  zur  interessanten  Konstruktion  des  IL  ELauptschnittes 
als  Envdappe  einer  Geraden  t,  deren  konstantes  Stück  von  der  Länge 
%(-  2]/^  =2xÖ3  =  2xÖl)  mit  seinen  Endpunkten  (3  und  1) 
auf  den  Spuren  der  Ebenen  fi  und  v  gleitet.  Diese  Spuren  werden  zu 
(vom  Mittelpunkte  p  ausgehenden)  reellen  Doppdtangenten  des  Haupt- 
Schnittes,  welcher  hienach  als  ^jschiefe  Ästroisf*  bezeichnet  werden  konnte.^) 

1)  Vgl.  Gino  Loria  „Spesielle  ebene  Kurven^',  S.  224  Fig.  57a  in  der  1902 
bei  Tenbner,  Leipzig,  erschienen  deutschen  Ausgabe.  Den  Namen  einer  „schiefen 
Aifcrois^  auch  attf  den  mit  zwei  reellen  Doppelpunkten  versehenen  I.  Hanptschnitt 
ftuawenden,  dürfte  vidleie/U,  ihn  aber  aach  noch  auf  den  ovalen  und  nicht  mit 
reellen  Spitzen  versehenen  DL  Hanptschnitt  mit  seinen  isolierten  Punkten  Jlf 
und  J{  anzuwenden,  dürfte  schwerlich  Anklang  finden,  obgleich  für  diese  Haupt- 
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Besondere  Fälle. 

Von  besonderen  Fällen   sind  nnr  zwei  heryorzuheben,  jener 
welchem  d^  =  d^y  und  der  andere,  bei  dem  dj  =^  0  wird. 


dssdi 

Die  cyklischen  Ebenen  fi,  v  werden  Winkelhalbierende  der  darcb  die 
y- Achse  gelegten  Eoordinatenebenen  und  stellen  selbst  neue  Symmetrie- 
ebenen  vor  und  zwar  sowohl  fOr  die  bezüglich  ft  und  v  koncjUisdien 
Kurven  (S,  als  auch  ftlr  die  Parameterfläche  ($),  die  WaelschiBcheii 
einander  ergänzenden  Achsenkongruenzen  K  (|.)  des  Schraubenbündels 
und  deren  Hy  de  sehe  Brennfläche;  letztere  wird  zur 

Stemballfläche  Hydes: 
(^«  +  y'  +  0*~4Z,)'  +  27i;(rr»  +  O  =  O.    (Fig  UV.) 

Die  Knotenpunkte  M  und  N  sind  in  die  Scheitelpunkte  H^H^  der 
y-Achse  (0,  ip  1^^  0)  gerückt,  ihre  Tangentialkegel  (Gleichung  33)  fallen 
als  doppelt  zu  zählende  Ebenen  mit  der  beim  betreffenden  Scheitel  ti^ 
ohnedies  zu  y  »  0  parallelen  Tangentialebene  zusammen  und  diese  Hyde- 
sche  Fläche  hat  in  diesen  Hß  drei£Eu^he  singulare  Punkte  eigener  Art: 
Während  jede  Gerade  durch  einen  solchen  Punkt  hei  demselben 
3  Punkte  mit  der  Fläche  gemein  hat,  haben  die  in  der  zugehörigen 
Tangentialebene  (y  ^  ip  2,)  liegenden  Strahlen  durch  Hß  4  Punkte  mit 
der  Fläche  gemeinsam,  ja  sogar  zwei  von  diesen  Strahlen  der  Tangential- 
ebene; nämlich  die  in  die  neuen  Symmetrieebenen  fi,  v  (jerip^^O) 
fallenden  Geraden 

/i,  9i  durch  den  Punkt  M{jf  =  —  Z,,    jbt  +  rr  =  0) 


ichmttflgeBtalten  nicht  bloß  die  früher  von  uns  angegebene  stets  reelle  Eonstrak- 
tion, sondern  auch  jene  der  eben  beschriebenen  analoge  gilt,  n&mUch  als  Enre- 
loppe  einer  Gleitstrecke  konstanter  Länge  (ei,  bezw.  eju),  deren  (nicht  reelle' 
Endpunkte  anf  den  Spnren  der  zu  fi  und  v  analogen  (bei  der  Hyd eschen  Fttcbe 
als  Singular  auftretenden  und  durch  die  X-,  bezw.  Z-Achse  gelegten)  imaginSreo 
Ebenenpaare  gleiten.  Die  Bezeichnung  als  „Parastroiden^'  (Parallelknr?en  einer 
regulären  Astrois,  G.  Loria  S.  651)  ist  für  alle  drei  Hauptschnittsgestalten  so 
empfehlen. 
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haben  sechs  znsammenfiEdleiide  Punkte  an  dieser  Stelle  mit  der  Fläche 
gemein,  also  sonst  überhaupt  keinen  weiteren  mehr.  Diese  ausgezeich- 
neten Geraden  f^^  tp^  durch  M  und  f^y  tp^  durch  N  sind  nach  imseren 
Entwicklungen  die  gemeinsamen  Fokalachsen  aller  gleichbündigen 
Hyperboloide  F{fp),  deren  cyklische  Ebenen  fiy  v  sind,  und  wir  können 
den  Hydeschen  Stemball  definieren  als  Hüllfläche  jener  Hyperbo- 
loide ^(9),  welche  1.  die  in  zwei  parallelen  Ebenen  liegenden  4  Oeradeny 
welche  die  Spuren  eines  zu  beiden  Ebenen  und  untereinander  senk- 
rechten Ebenenpaares  fi^  v  bilden,  zu  gemeinsamen  Fokalachsen  haben 
und  2.  durch  die  Ej-eispunkte  Ton  fi  und  v  hindurchgehen. 

Die  Knoten  Hß  sind  in  ihrer  Tangentialebene  (y  =  ifi  2,)  isoliert 
imd  die  einzigen  reellen  Punkte  der  Schnittkurve  dieser  Tangential- 
ebene mit  der  Flache.  Ha  ist  hierbei  vierfacher  Punkt  dieser  Schnitt- 
kurre,  wobei  dessen  vier  Tangenten  paarweise  in  den  Spuren  f  und  9 
Yon  pL  und  v  zusammenfallen;  sowohl  f  dla  q>  sind  Gfrenzlagen  von 
Tangenten  zweier  zusammengerückter  Spitzen;  die  reelle  Kuspidcä" 
hurve  S  des  Hydeschen  Stemballes  besteht  nämlich  aus  den  beiden 
Kreisen  St  der  Ebenen  gi,  v  über  MN  als  Durchmesser,  wobei  fi  und  v 
den  Ort  der  Spitzentangente  bilden;  denken  wir  uns  also  eine  Ebene 
y«const.  der  Lage  der  Tangentialebene  (y  »  q:  {,)  ui  einem  Punkte  H^ 
{M  oder  N)  genähert,  so  kann  man  sich  deutlich  Torstellen,  wie  in 
ihm  zwei  Spitzen,  nämlich  die  Spurpunkte  eines  der  beiden  Kreise  fi 
(mit  der  Spitzentangente  in  fi,  welche  später  zu  f  wird),  und  ebenso 
zwei  andere  Spitzen,  die  Spurpunkte  des  anderen  Kreises  R  (mit  der 
Spitzentangente  in  1/,  welche  später  zu  9  wird)  zusammenrücken. 

Der  IL  HauptschniU  des  StemhaUeSf  infolge  der  Spezialisierung 
k'^k  darstellbar  durch: 

{a?  =  Zj  cos  a  (3  —  2 cos*a)l 
ir  «  Ij  sin«  (3 -2sin«a)j 

(ans  Gleichung  (37^)  läßt  in  dem  gegen  x,  e  um  45^  gedrehten  Koordinaten- 
systeme mit  den  Achsen  £  und  ^  in  den  Spurenlagen  Ton  fi,  v  ent- 
sprechend: (         g-j-f     \ 

"vT 

bei  EinfDhning  des  Winkels  a'— 45°+« 

COS  a  =»  -7=  (sin  a  -f-  cos  cf) 

sin  «  =  -7=  (sini/  —  cos a') 
Vi 

Z«itHhrift  t  MatheniAtik  n.  Fhyilk.  49.  Band.  1908.  9.  Heft  16 
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aach  die  ParameterdarsteUang 


za,  ist  also  die  reguläre  Astrais 

Diese  Astrois  kann  bekanntlich  auch  als  Einhüllende  einer  Strecke  31 
konstanter  Länge  (±  21^  «  if  2,)  erzeugt  werden^  deren  Endpunkte  3 
und  1  bezüglich  auf  der  |-  und  g- Achse  gleiten,  wie  auch  in  der 
Fig.  XYb  angedeutet  wurde;  a'  ist  hierbei  der  veränderliche  Winkel 
dieser  Strecke  mit  der  £- Achse. 

Der  I.  und  der  diesem  kongruente  m.  Hauptschnitt  der  Hydeschen 
Stemballfläche  (Fig.  XVa  =  XIVc,  durch  Spezialisierung  (l^  - 1^)  der 
auf  S.  238  gefundenen  Konstruktion  ermittelt)  ist  ein  zweifsu^h  symme- 
trisches Oyal,  dessen  auf  die  y-Achse  fallende  Hauptachse  MN  doppelt 
so  groß  ist  als  die  andere;  dieses  Oral  ist  besonders  wegen  seines  Ver- 
haltens in  seinen  Hauptscheiteln  Hg,  den  dreifachen  Punkten  M  und 
N  interessant.  In  diesen  Hg  hat  jede  beliebige  durchgelegte  Gerade 
der  Hauptschnittsebene  drei  jPunkte  mit  dem  Orale  gemein  außer  der 
zur  Y-Achse  senkrechten  Tangente,  welcher  Tier  solche  Punkte  in  Hß 
zukommen. 

Die  bei  diesen  Hg  auftretende  Singularität^)  stellt  den  Übergsi^ 
her  zwischen  den  Formen  Fig.  XHa  des  L  Hauptschnittes  und  Fig.  Xüc 
des  ni.  Hauptschnittes  der  Hyd  eschen  Brennfläche  Tom  allgememeo 
Typus  Fig.  XI;  in  den  H^  der  Fig.  XlVac  sind  zwei  Spitzen  und  ein 
Doppelpunkt  auf  jene  eigentümliche  Weise  zusammengerückt,  welche 
wir  dort  skizziert  haben;  denkt  man  sich  dieses  HauptschnittoTal  des 
Hyd  eschen  Stemballes  durch  einen  wandernden  Punkt  erzeugt,  so  darf 
man  die  Vorstellung  annehmen,  daß  derselbe  bei  jedem  der  Haapi* 
Scheitel  H^  erst  weiter  wandere,  nachdem  er  ein  unendlich  kleines 
Stück  zurückgekehrt  war. 

Denkt  man  sich  die  obigen  Hauptschnitte  als  Leitlinien  von  (be- 
züglich (i  und  v)  koncyklischen  Euryen  S,  so  geben  diese  auf  der 
Flache  stetig  in  einander  übergehenden  Kurven  ein  plastisches  Büd 
des  Hyd  eschen  Stemballes  mit  seinem  reellen  Ereispaare  fi  ^ 
Euspidalkurye. 


1)  Ygli  in  Salmon- Fiedlers  Baumgeometrie  11  (1880)  die  bei  |}  iii 
Artikel  502  beschriebenen  und  auch  in  Artikel  613  erwähnten  hesondem 
Singalariiftten. 
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Alle  Stemballflachen  sind  einander  ähnlieh.  Dasselbe  gilt  auch 
von  den  Hydeschen  Rotationsflächen,  auf  welche  wir  nnnmehr  stoßen 
werden,  wenn  wir  den  Sonderfall  d^^O  nntersnchen,  welcher  sich  yom 
Falle  d^ »  0  nur  durch  die  yertauschte  Bezeichnung  der  Z-  und  X-Achse 
unterscheidet. 

2. 

€{,  =  0 

In  diesem  Falle  treten  die  cyUischen  Ebenen  f&,  i/  in  0  »  0  zusammen; 
die  koncyklischen  Kurven  (E  werden  Ereispaare  um  die  Z- Achse  und 
alle  gleichbfindigen  einschaligen  Hyperboloide  F{p)  Drehungsflächen 
um  die  ^- Achse,  wobei  jeder  Drehungskegel  um  die  Z-Achse  einmal 
f&r  ein  bestimmtes  F(p)  als  Leitkegel  auftritt;  die  einander  ergänzenden 

Kongruenzen  ^Ip)  Waelschs  kann  man  durch  Drehung  der  Er- 
zeugenden des  Plückerschen  CyUndroides^): 

(des  Achsenortes  eines  im  Bfindel  22qj  enthaltenen  Schraubenbüschels  Rjj) 
um  die  ^- Achse,  eine  seiner  beiden  sich  im  Hauptpunkte  p  senkrecht 
schneidenden  Kanten  gewinnen. 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  daß  die  unter  einem  größeren  Wiifkel 
als  45®  gegen  die  rcy-Ebene  geneigten  Gylindroidkanten  jene  gleich- 
bändigen  Hyperboloide  beschreiben,  welche  die  sich  ergebende  Brenn- 
flache, die  Hydesche  Drehungsfläche:   (Fig.  XY) 

(aus  Gleichung  (29),  d^  —  2li)  in  imaginären  Kreispaaren  berühren. 
Dies  kann  man  unseren  obigen  Ausführungen  aus  der  für  (^^  =  0 
spezialisierten  Figur  HI  entnehmen,  da  das  Intervall  für  p,  falls  die 
Berühmng  entlang  reeller  (zur  rrj^-Ebene  symmetrischen  Kreise)  (E(p)  statt- 
finden soll,  w^en  ))j  —  pjji 

Pi<P<\(Pi  +  Pm) 

(vgl  S.  223)  wird.  Für  Parameter  t)  >  y  (t)i  +  t^m)  Weibt  in  der  be- 
sonderen gemäB  pj  » ))uj  sich  ergebenden  Figur  UI  die  zu  dem  (dort 
mit  Kjj^  zusammenfallenden)  Kreise  Kj  gehörige  Ordinate  kleiner  als 


1)  YgL  Ball  oder  Zindler,  auch  Gr.  im  48.  Bd.   dieser  Zeitschrift,  S.  72. 

16* 
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die  zur  Ellipse  E(r)  gehörige ,  d.  h.  es  bleibt  der  BadiuB  r^p)  der 
Orthogonalpunktslnigel,  welche  ^(p)  auf  F(p)  ausschneidet,  kleiner  als 
die  reelle  Halbachse  des  zugehörigen  gleichbündigen  Hyperboloides  F{p). 

Für  p='^(pi  +  Pm)  erhalt  man  als  Gh^nzlage  jenes  gleichbündige 
Hyperboloid  mit  einer  gleidiseitigen  Hyperbel  als  Meridian Rchnitt, 
welches  von  den  Zwickpunktskanten  des  obigen  Gylindroides  beschrieben 
wird  und  die  Hy  de  sehe  Brennfläche  entlang  ihres  in  (xr «  0)  gelegenen 
Äquatorialkreises  (x^  +  y'  *=  ^i)  so  innig  berührt,  daß  beide  Flachen 
dort  vier  benachbarte  Kreise  gemein  haben. 

Jede  gegen  die  rcy-Ebene  unter  einem  kleineren  Winkel  als  dem 
(zu  den  Zwickpunktskanten  gehörigen)  Winkel  45^  geneigte  Kante  g 
des  obigen  Gylindroides  berührt  dagegen  die  Hy  de  sehe  Brennflache  in 
zwei  reellen  Punkten,  welche  bei  der  Rotation  von  g  um  die  Z- Achse 
auf  einem  Kreispaare  S  (p)  wandern  und  durchdringt  diese  Brenn-  und 
Grenzfläche  außerdem  noch  in  zwei  Punkten ,  welche  bei  der  Drehnng 
das  Kreispaar  (S.'(p)  der  Brennfläche  beschreiben^  welches  den  Best- 
schnitt des  durch  Drehung  yon  g  erzeugten  gleichbündigen  Hyper- 
boloides F(p)  mit  der  Brennflache  bildet. 

Während  für  die  gleichbündigen  Botationshyperboloide  F(p)  nm 
die  j?-Achse;  deren  Erzeugende  mit  der  letzteren  Winkel  einschlieBen, 
welche  kleiner  sind  als  45^^  das  Berührungskreispaar  £(p)  imaginär 
wird,  bleibt  der  Restschnitt  jedes  reellen  Hyperboloides  F('p)  mit  der 
BrennflächC;  das  Kreispaar  S()))  immer  reell. 

Die  reellen  Knotenpunkte  M  und  N  der  Hydeschen  Fläche^  die 
Zentra  der  hier  zusammenfallenden  reellen  Basisbüschel^  sind  im  An- 
fange p  zusammengetreten,  und  die  Hy  de  sehe  Drehungsfläche  hat  in 
diesem  ihren  Mittelpunkte  einen  Berührungsknoten  (Selbstberührongs- 
punkt,  close-point)  mit  der  doppelt  zu  zählenden  rrj^-Ebene  als  Tan- 
gentialebene; außerdem  sind  die  imaginären  Knotenpunkte  auf  der 
jer-Achse  (±  2l^y—  1)  bemerkenswert. 

Die  reelle  KtispidaUcurve  unserer  Hydeschen  Fläche,  das  Kreis- 
paar S  ,  ist  der  Schnitt  des  gleichseitigen  Rotationshyperboloides  F^ 

F^  a;«  +  y>-2i?>-fZJ 

mit  seiner  Orthogonalpunkts-  und  Grenzpunktskugel 

fl^  +  y*  +  i»'-p*-|if, 
hat  abo  die  Gleichungen 


®*  l         e  =±{(f=±iky^\ 


Hf^ 


R^AT 


\ 
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Die  Drehungskegel;  welche  dem  gleichseitigen  Hyperboloide  F 
und  der  Hydeschen  Brennfläche  entlang  ihrer  Euspidalkurve,  des 
Ereispaares  (£  angelegt  sind,  haben  die  Schnittpunkte  (q:  q)  der 
Z- Achse  mit  der  obigen  Kugel  des  Spitzenkreispaares  6  zu 
Scheiteln. 

Die  Meridiankurye  (Figur  XV) 

(x*  +  ;ff»)»  -  ZJ  (a^  +  e^*^lS1l  (x*  +  e^)  ^  +  27 ZJ^  +  16?}j?«  =  0 
läßt  gemäß  der  Gleichung  (37)  die  Parameterdarstellung: 

{a:  =  Zj  cos a  (1  +  shi* «)] 
e  =  Zj  sin  a  cos*  a  J 

and  jene  hiermit  yerbundene  kinematische  Konstruktion  zu,  die  (als 
besonderer  Fall  in  der  S.  238  beschriebenen  enthalten  ist  und  welche) 
wir  sogleich  als  Konstruktion  der  Hydeschen  Drehungsfläche  be- 
Bchreiben: 

^an  lasse  eine  Strecke  Ol  konstanter  Länge  \  sich  mit  ihrem 
einen  Endpunkte  0  beliebig  in  der  xy-Ebene^  dagegen  mit  dem 
anderen  Endpunkte  /  nur  beliebig  auf  der  jeTt  Achse  bewegen  ^  wobei 
sie  stets  eine  in  0  angebrachte  zu  ihr  senkrecht  bleibende  Ebene  Z 
starr  mitfOhre,  dann  umhüllt  die  Ebene  t  die  Hydesche  Rotations- 
fläche" 

In  der  Meridianschnittfigur  XY  ist  gezeigt,  wie  mit  Hilfe  des 
Momentanzentrums  C  für  eine  Bewegung  des  Gleitstückes  OJ  in  der 
Meridianebene  zu  jeder  Tangentialebene  t  der  Berührungspunkt  P  zu 
finden  ist. 

Wird  der  Winkel  a  des  Gleitstückes  mit  der  rry- Ebene  so  gewählt, 
daß  cos*a  =  \  wird,  so  fallt  P  auf  einen  der  beiden  (die  Kuspidalkurve 
bildenden)  Kreise  S  . 
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Zur  Theorie  der  kleinen  endliclien  Schwingungen  Ton 
Systemen  mit  einem  FreiheitsgracL 

Von  J.  HoRN  in  ClausthaL 

(Zweiter  Aufsatz.) 

In  dem  Aufsatze,  welcher  unter  gleichem  Titel  im  47.  Bd.  dieser 
Zeitschrifty  S.  400—428,  erschienen  ist^  habe  ich  kleine  SchwingnngeD 
Yon  Systemen  mit  einem  Freiheitsgrade  unter  der  Einwirkung  Ton 
Eraften  untersucht^  welche  yon  den  Koordinaten  und  Geschwindigkeit^ 
abhängen,  aber  nicht  als  lineare  Funktionen  betrachtet  werden.  Ins- 
besondere handelte  es  sich  im  ersten  Abschnitt  des  erwähnten  Aufsatzes^) 
um  die  periodischen  Schwingungen,  welche  durch  Kräfte  yeranlaSt 
werden,  die  lediglich  Yon  den  Koordinaten  abhängen. 

Die  Untersuchungen  dieses  ersten  Abschnittes  sollen  in  der  gegen- 
wärtigen Arbeit  eingehender  durchgeführt  werden.  Es  handelt  sich 
teils  um  die  Herleitung  weiterer  Formeln,  namentlich  solcher,  die  zor 
unmittelbaren  Anwendung  geeignet  sind,  teils  um  die  Berechnung 
weiterer  Olieder  in  den  früher  aufgestellten  Reihen,  teils  um  eine 
andere  Methode  zur  Behandlung  des  Gegenstandes. 

Die  Veranlassung  zur  Wiederau&ahme  dieser  Untersuchungen 
boten  Arbeiten  yon  F.  Richarz,  F.  Schulze  und  F.  A.  Schnhe'^i, 
welche  einige  hierher  gehörige  Formeln  mathematisch  abgeleitet,  aof 
physikalische  Vorgänge  (Schwingungen  des  ünifilarmagnetometers  und 
der  magnetischen  Wage)  angewandt  und  experimentell  geprüft  haben.^ 

§1. 
Die  in  I,  §§  1 — 4  gegebenen  Beihenenkoickdungen  seilen  mti  eintr 
größeren  Amahl  ausgerechneier  Glieder  angeschrieben  werden^  ohne  daß 
auf  die  Herleitung  noch  einmal  eing^pmgen  wird.    Zur  Herleitong  der 

1)  Hinweise  auf  den  früheren  Aufsatz  werden  im  folgenden  dnrcfa  I  unter 
Hinzufügong  des  §  gegeben. 

2)  F.  Richarz  und  P.  Schulze,  asymmetrische  Schwingungen  um  eine 
Lage  stabilen  Qleichgewichts  (Archives  ntorlandaises,  Serie  2,  Bd.  6,  1901; 
Annalen  der  Physik,  i.  Folge,  Bd.  8,  1902).  -  P.  Schulze,  Inauguraldissertatioo 
mit  demselben  Titel,  Greifswald  1901.  —  P.  Schulze,  über  das  Unifilannagneto- 
meter  (Ann.  d.  Phys.  Bd.  8,  1902).  —  F.  A.  Schulze,  die  SchwingungsdMer  y^ 
Dämpfung  asymmetrischer  Schwingungen  (Ann,  d.  Phys.  Bd.  9,  1902). 

8)  Vgl.  §  6  des  Yorliegenden  Aufsatzes. 
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Fonneln  kann  aneh  die  in  §  4  und  §  5  des  gegenwärtigen  Anfsatzes 
angegebene  Methode  benutzt  werden. 

Die  Lage  eines  Systems  mit  Yon  der  Zeit  t  unabhängigen  Ver- 
bindungen sei  durch  eine  einzige  Koordinate  x  bestimmt.  Durch 
passende  Wahl  von  x  und  der  Einheit  der  Zeit  V)  sei  die  lebendige 
Kraft  auf  die  Form  .^.^ 

die  Yon  den  EjrSften  bei  der  Yerrückung  dx  geleistete  Arbeit  auf  die 
form  Qdx  ^ «  +  «,««  + «,«;»  +  ..  , 

gebracht,  und  zwar  sei  Q  eine  ganze  Funktion  yon  x  oder  eine  Potenz- 
reihe, welche  fär  hinreichend  kleine  Werte  yon  \x\  konyergiert  Dann 
lautet  die  Diifferentialgleichung  der  Bewegung  (ygl.  I,  §  1): 

Die    Geschwindigkeit    -jr   verschwindet   in   den   beiden   äußersten 

Lagen  x  ^  c  und  X'^c,  zwischen  welchen  sich  das  System  hin  und 
her  bewegt;  nimmt  man  c  als  gegeben  an,  so  ist 

Die  G(e6chwindigkeit  -^  ist  in  der  Oleichgewichtslage  x^O  gleich 
±c'  und  zwar  ist 

Die  Dauer  o  einer  einfachen  Schwingung  (die  halbe  Periode  der  Be- 
wegung) wird  dargestellt  durch 

Der  Übergang  aus  der  Lage  a; »  c  in  die  Lage  2;  »  0  erfordert  die  Zeit*) 
der  Übergang  aus  der  Lage  o;  —  0  in  die  Lage  x^c  die  Zeit 


1)  Vgl.  I^  §  1.  ^  In  §  6  und  §  7  wird  toh  diesen  Transformationen  ab- 
gMehen. 

S)  VgL  die  Herleitang  in  §  i. 
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Die  Reihen  fELr  c,  c'  und  a,  a^y  o)^  sind  fär  hinreichend  kleine  Werte 
von  \c\  konyergenL 

Die  Koordinate  x  und  die  Geschwindigkeit  -^  zur  Zeit  i^)  lassen 
sich  in  Potenzreihen  von  c  entwickeln,  welche  Funktionen  von 

o 

mit  der  Periode  23r  zu  Koeffizienten  haben;  diese  Reihen  sind  bei  be- 
liebigen u  konvergent,  wenn  \c\  hinreichend  klein  ist     Sie  lauten 

^1  =  cos  u, 

*,  =  loj  -  |a,  cos  u  -  loj  cos  2u, 

*8  =-  -  i»;  +  (lö^i  +  5^)  cos  u  +  |aj  cos2u  +  (^aj  —  ^a,)co83u, 

*4  =  (S«;  +  §fl,«B  +  l«i)  -  (^^'  +  i«««B  +  i^J  cos  u 

-  d»!  +  i^«»  +  iö^J  cos  2u  -  (^a|  -  ^Oj)  cos  3tt 

—  (:^öpS  —  ^Ojcij  +  ^aj  cos  4f*    usw. 

und 

If  -  cz,(u)  +  c»z.(«)  +  <*x»(u)  +  c*j,(tt)  +  . . .; 

Xi sin«, 

j^  -  |a,  sin  tt  +  Afl,  sin  2tt, 

X»  -  (tb««  +  H«»)  sm  tt  -  |o|  sin  2«  +  (Aos  -  ia})  sin  3a, 
Z«  -  -  (l^a»  +  ^a,a,  -  iaj  sin  a  +  (ga«  +  ^a,a,  +  AoJ  sin  2« 
+  (rt«»  -  h<h<H)  sin  3«  +  (^o|  -  ^0,0,  +  ^oj  mx  4«     osw. 

Durch  ümBtellimg  der  Glieder  in  den  Reihen  fttr  x  and  -jr  erhält 
man  trigonometrische  Reihen  Ton  u,  deren  Eoefiizienten  Potenzreihen 
von  e  sind.    Es  ist 

a;  >=  J^  +  ^  cos  tt  +  J,  cos  2«  +  J,  cos  3«  +  jI^  cos  4u  -I *); 

A  -  i«ic*  -  i«Jc»  +  (!i«l  +  n«i«8  + 1«*)«*  +  •  •  •, 

^  =  -  ia,c»  +  iajc»  -  (|a»  +  io,a,  +  iajc«  +  . . ., 

A  -  a«l  -  ^«.y  -  (^«S  -  ^«»«.y  +  •  •  •, 


1)  Pflr  «-=0  sei  x  —  e,  -gr™©- 


8)  Die  hier  mit  Ä^  bezeichnete  GrOBe  war  in  I,  §  4  mit  ^A^  beseichnei 
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nnd 

^  —  B,  am  tt  +  ^  Bin  2«  +  ^  sin  3u  +  £4  sin  4tt  H ; 

^  -  i«,c*  -  f  «^c»  +  Gl»!  +  H«i«.  +  i«*)^»  +  •  •  •, 
^  -  (n«.  -  4»J)«' +  (i<«  -  ^«.«»y  +  •  •  •» 

§2. 

Ln  AnscIiluB  an  §  1  ond  I,  §§  1 — 4  bestimmen  wir  die  Zeil  t, 
wdche  das  System  braucht,  um  oms  der  äußersten  Lage  c  in  die  Lage 
X  gu  gelangen. 

Wir  entwickeln 

indem  wir 

c*  cos  2u  —  2  (c  cos  uy  —  c*,  c*  cos  3u  =  4  (c  cos  u)'  —  3c*  (c  cos  w),  •  •  • 

setzen,  in  eine  Potenzreilie  Yon  c  cos  u^   deren  Koeffizienten  Potenz- 
reihen  Yon  c  sind^): 

x-fo^c*  — |aj  (:•  +  ••• 
+  c  cos  tt  •  [1  —  |a,c  +  (^aj  +  |aj)c>  +  •  •  •] 
+  (ccoBu)«.[-|a,  +  |a|c  +  ...]  +  (cco8u)».[iaJ-iaj  +  . ..]  +  ...; 

hieraas  ergibt  sich  c  cos  u  ab  Potenzreihe  yon  x  nnd  c,  welche  konvergiert, 
wenn  die  absoluten  Betrage  dieser  Größen  hinreichend  klein  sind: 

c  cos  f*  -  a:  +  \a^3i^  +  \a^xc  —  \a^c^  +  (^aj  +  \a^)3i^ 

+  i«l^*c  -  (li«5  +  i«B)«^  +  J^W  +  •  •  •• 

Einer  beliebig  gegebenen  Lage  x  zwischen  c  nnd  c  entspricht  ein 
bestimmter  Wert  ¥on  cos  w,  zu  welchem  ein  Wert  u  =  u^  zwischen  0 
ond  X  nnd  ein  Wert  u  «» fi|  ->  29r  —  u^  zwischen  x  nnd  2x  gehörL 

Die  Lage  x  wird  zum  ersten  mal  zur  Zeit  <|  «-  -  ti^  <  o,  zum  zweiten 


1)  Die  Beihe  fOr  x^  deren  Glieder  e^jj)  (u)  als  ganze  rationale  Funktionen 
Ton  e  und  Sa-ecostf  datgestellt  werden,  ist  fOr  |c|^r,  |'|^t  (r  positiv,  hin- 
nichend  klein)  unbedingt  und  gleichmäßig  konvergent,  sie  läfit  sich  also  als 
Potenxeihe  von  c  nnd  s  darstellen,  welche  fOr  |c|^r^  l^l^<  konvergiert. 
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mal  zur  Zeit  t^  *-  -u^  ^2a^i^>  m  erreicht^  und  zwar  mit  «itgegoi- 

gesetzt  gleichen  Werten  der  Gbschwindigkeit  x\  Ist  z.  B.  c  >  0,  so 
ist  x'  <  0  fttr  <  -  «i,  fl?'  >  0  fflr  <  -  <;. 

Eine  Formel  fßr  c  sin  u  erhalt  man  auf  folgende  WeiBe.  In  der 
Reihe 

«'  -  ni{u)  +  c'zti^)  +  «*&(«*)  +  •  •  • 

setzen  wir 

c*  sin  2u  -»  c  sin  ti  •  2c  cos  u 

-»  c  sin  u  •  (2x  +  jo^oi^  +  \a^xe  —  I^OjC*  +•••), 
c*  sin  3f*  —  3c*  •  (c  sin  u)  —  4(c  sin  u)'    usw.; 

wir  erhalten  fOr  x*  eine  nach  ungeraden  Potenzen  yon  c  sin  u  fort- 
schreitende Reihe,  deren  Koeffizienten  Potenzreihen  Yon  x  und  c  sind: 

-a?'-csini«.[l-|aja;-|aj(5-|a|x»  +  |aja?(5  +  (^a;  — fag)c*+-] 

+  (csinu)».[|aj-{ai  +  . ..]  +  •.-. 

Beachtet  man,  daß 

x'« «  c«  —  X*  +  ia^{a^  —  c»)  +  .  •  . 

ist  (§  4  oder  I,  §  1),  so  ergibt  sich  fEb-  c  sin  n  das  Produkt  aus  x 
und  einer  Potenzreihe  von  x  und  c,  welche  konyergiert,  wenn  \x\  und 
|c|  hinreichend  klein  sind: 

csinw a:'[l+fa,a:+ia,c+(äa|+|aj)a;«+|a|ißc+(iaj--Aa|)c»+..]. 

Da  durch  ein  Paar  zusammengehöriger  Werte  x,  x'  die  aufiersten 
Lagen  c  und  c  bestimmt  sind,  so  läßt  sich  die  evm  Übergang  aus  einer 
der  Lagen  c,d  in  die  Lage  x  erforderliche  Zeit,  sowie  die  halbe  Periode  o 
durch  Xy  x'  ausdrücken. 

Die  durch  die  Bedingungen  ^  =  {^^«»0  fBr  ^»0  bestimmte 
Lösung  X  unserer  Differentialgleichung  nimmt  f^  t^m  den  Wert  c 
an,  während  -^  wieder  gleich  Null  wird.  Setzt  man  t^^  m  +  1,  so 
wird  die  Differentialgleichung: 

und  die  betrachtete  Lösung  erfdllt  die  Bedingungen  x^^^  -^  »  0  Ar 
t »  0.    Demnach  bleibt  sowohl  der  Ausdruck  für  d?  als  auch  derjenige 
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för  -j^  nngeandert,  wenn  man  c  durch  c  und  t  durch  t^t  —  m  oder 

u^  —  t  durch  u  —  sr  ersetzt. 
Es  ist  also 

addiert  man  hierzu  den  Ansdinck  für  ccosu,  so  erhalt  man 
-^-  cosu  -  a;  +  \(h^^  +  yo»«  •  —^ |aj  •      7 

Die  Addition  des  Ausdrucks  für  c  sin  u  zu 
c  sin  (u  —  «)  —  —  c  sin  tt 

ergibt 

+  ja}«  •  4^  +  (io.  -  ä«J)  •  ^  +  "} 

Ist  ±  c    der  Wert  der  G^chwindigkeit  a!  in  der  Oleichgewichts- 
läge  o; »  0,  so  ist  nach  I,  §  1: 

c'*  =  x'*  +  x*  —  foiÄ^  —  \(H^ 9 

also: 

c-^A  +  Bd,    C'^A  —  Bd, 

wobei  gesetzt  ist: 

Setzt  man  £*o''  » JR,  also 

80  hat  man 

c-^  +  yiJ,    c^A-YB 
oder 
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Nach  der  letzten  Formel  ist  der  positive  oder  der  negatiye  Wert  Ton 
YB  zu  nehmen,  je  nachdem  der  Wert  Cj  welchen  x  Gii  t^O  annimmi, 
positiy  oder  negativ  ist    Beachtet  man  noch  die  Gleichungen 


e^+c' 


_(£±i)'+(£=fy_^.+B, 


2 

u.  8.  w.,  80  erhalt  man 

1/5  coB  w  -  a?  -  |a,a;«  -  |a,a^» -  (iaj  +  i(HK - (gai  +  i(H)  ^^^ 
und 

V^sinu- -  a;'[l  +  |a,a;  + (i|aj  +  |a,)a;«  +  (ioj  +  ia,)^'«  +  -  - -]. 
Die  in 


enthaltene  halbe  Periode  m  läßt  sich  als  Potenzreihe  von  x,  af  dar- 
stellen.  Da  m  ungeändert  bleibt,  wenn  man  c  in  c  verwandelt,  so 
hat  man: 


ar 


-l+(Ä«J  +  l«.)^^  +  ----l+(x^'^  +  l«.)Ä  + 


wo  die  weggelassenen  Olieder  mindestens  vom  vierten  Qrad  in  x,  jp' 
sind«    Es  ist  also 

|-i  +  (^«i+f«.)(^'*+^)-(i>j+i«.«.)^+---- 

§3. 

An  die  Stdle  der  bisherigen  Anfangsbedingung  t^O,  x^c,^^^0 
trete  jetzt  die  Bedingung 

A      t\  dx        , 

«  «.  ü,    x=^x^,    ^  —  a?o, 

wo   Xqj  x'^   Größen   von   hinreichend   kleinem   absoluten  Betrage    sind, 
während  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  ungeändert  bleibt. 

Die  am  Ende  von  §  2  aufgestellten  Formeln  lassen  sich  hier  an- 
wenden, wenn  man  das  Paar  zusammengehöriger  Werte  Xy  x  durch  die 
jetzigen  Anfangswerte  x^y  x^  ersetzt  Die  Dauer  o  einer  einfeMdien 
Schwingung  ergibt  sich  aus: 
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Die  äußersten  Lagen  c  und  c  berechnen  sich  aus 

wo 

ist  Je  nachdem  man  den  positiTcn  oder  den  negativen  Wert  von  Y^ 
nimmt,  ist  e>0  der  größte  oder  c  <  0  der  kleinste  Wert  von  x. 

In  §  2  wnrde  die  Zeit  t  berechnet,  welche  das  System  braucht, 
nm  aus  der  Lage  c  in  die  Lage  x  mit  der  G^chwindigkeit  x'  zu  ge- 
langen. Eben  so  groß  ist  die  Zeit,  in  welcher  das  von  der  Lage  x 
mit  der  Geschwindigkeit  —  x'  ausgehende  System  in  die  Lage  c  kommt. 
Um  die  Zeit  t^  zu  berechnen,  welche  der  Übei^^ang  des  jetzt  betrachteten 
Systems  aus  der  Anfangslage  x^  (Anfangsgeschwindigkeit  x^)  in  die 
äußerste  Lage  c  erfordert,  hat  man  in  den  Formeln  für  YB  cos  u  und 
y^sinu  in  §  2  ^  durch  ^g,  x  durch  x^  und  -~  af  durch  x^  zu  ersetzen. 
Man  erhalt  so 

y^ .  cos  ~  ^  -  Xo  -  ia,a^  -  ia^x'S 
und 

Gelangt  das  System  nach  Ablauf  der  Zeit  t^  zum  ersten  mal  in  eine 
äußerste  Lage,  die  wir  c  nennen,  so  muß  tQ<m  sein;  das  Vorzeichen 
Ton  c  und  damit  auch  dasjenige  von  YB  stimmt  mit  dem  Vorzeichen 
Ton  a;^  überein. 

Indem  man  jetzt  von  der  Bedingung 

*-^,    x^c,     ^-0 


ausgehty  sieht  man,  daß  die  Formeln  in  §  1  fElr  o;  und  -^  hier  gültig 


dt 

dt 


sind,  wenn  t  durch  t  —  t^  ersetzt,  also  u^-  (t^Q  gesetzt  wird. 

Wir  leiten  indessen  den  Ausdruck  für  ri;  als  Funktion  von  t  direkt 
aus  der  DüBerentialgleichung  her.    Setzt  man 

80  geht  die  Differentialgleichung  über  in 


1 
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worin 

i!-i-(f«i+i«.)(^+«?)  +  --- 

ist;  die  Anfangsbedingimgeii  sind 

Demnach  erscheint  x  als  Potenzreihe  Yon  x^^,  x^,  welche  konTergiert^ 
wenn  die  absoloten  Betrage  dieser  GhrSßen  hinreichend  klein  sind. 
Wenn  wir  x^  X,  + X.  + X.  + -  -  - 

setzen,  wo  X^  eine  ganze  Funktion  nten  Grades  von  x^,  x'^  darstellt 
80  haben  wir  nacheinander  die  Differentialgleichnngen 

^  +  ^1-0, 
o.  s.  w.  mit  den  AnÜEUigsbedingongen 

n.  8.  w.  für  tc^  "-  0  zu  int^^eren.    Es  ergibt  sich 

Zj  «  jT^costi^  +  OJ^sinii;, 

■X«  =  T^  (^  +  ^?)  —  8«»  (^  +  2«?)  cosw  +  |a,«o^^;  sinir 

~  i«,  (^  ~  ^0 )  CO»  2«;  —  \atx^x^  sin  2«; 

u.  B.  w.  Als  periodische  Funktion  w  mit  der  Periode  2x  laßt  sich  x 
in  eine  Fouriersche  Reihe  entwickehi 

X   =  -4^  +  -4^  cos  w  +  -4,  cos  2fi7  H f-  -Si  sin  ir  +  JS^  sin  2ir  H ; 

A  =  ^o~iö»(^  +  2ir?)  +  ---,    iBi-a?o  +  |ajÄba?;  +  .- ., 

^ iöi(a^-«o)  +  ---i    A iojajoa?;  + . .  •    U.B.W. 

Wir  untersuchen  jetzt  die  Bewegung  wnseres  Systems  wUer  der 
Voraussebmng,  daß  es  ewr  Zeii  t^^O  die  Oleichgewichtdaffe  X'^0  mit 

der  Oeschunndigkeit  -jti^c'  verläßt    Wir  haben  in  den  Formebi  des 

gegenwärtigen  Paragraphen  x^  »0,  ^o  ""  ^'  ^^  setzen;  wir  können  aber 
auch  an  §  1  und  I,  §  Iff.  anknüpfen. 
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Das  System  erreicht  nach  Ablauf  der  Zeit  m^  die  Lage  a; »  c  oder 
nach  Abhinf  der  Zeit  a^  die  Lage  X'^c,  je  nachdem  es  die  Lage  rr »  0 
mit  der  Geschwindigkeit  c'  oder  mit  der  Geschwindigkeit  —  c'  yerlaßt. 
Demnach  geht  c  in  c  nnd  o^  in  a^  über,  wenn  man  c'  in  —c'  Year- 
wandelt;  o» »  id^  +  a^i  bleibt  also  bei  der  Zeicheiumderong  Yon  (f  un- 

geindert.    Setzt  man  ©j  —  -r-  =»  /"(O»  so  ist  «,  —  -r-  =-/*(— O?  ^®  Addi- 
tion der  beiden  Gleichungen  ergibt  /"(cO  +  /*(—  c')  —  0,  d.  h.  f(<f)  ist 
eine  ungerade  Funktion  yon  <f. 
Nach  I,  §  1  ist 

c c'  +  ia,c'«  -  ih^l  +  ia,y^  +  . . .; 

die  in  §  1  aufgestellten  Ausdrücke  für  Oy  a^,  a^  gehen  hiemach  über  in 

Setzt  man 

Bo  hat  man 

X  —  (f  i?i  (w)  +  c'*ij,  (w)  +  c'»%  («;)  +  ••  •; 

iji  -=  sin«;, 

iy,  =»  |a|  —  fo,  cos  w  +  |a,  cos  2 w, 

%  -=  (u4«l  +  M^)  8^«^  +  föfBi^^w  +  (^Oj  —  ;^aj)sin3w 

0. 8.  w.;  f/^  ist  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Funktion  von  tc  mit  der 
Periode  2x,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Wenn  man  in  der  Reihe  für  x  in  §  1  c  durch  c'  ausdrückt  und 

Betzty  so  erhalt  man 

Si-cosu, 

2«-iaj-iö>coß2u, 

l»-(niös  +  M«»)cosf*  +  (^o|-^aj)cos3i«    u.  s.w. 
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oder 

A  —  iV+--, 

u.  8.  w.  Je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  enthalt  £,  nor  die 
Eosinns  der  geraden  oder  nnr  der  ungeraden  Yiel&chen  you  u.  Denn 
das  System,  welches  zur  Zeit  t  =  0  Yon  der  Lage  o;  =  O  mit  der 
Geschwindigkeit  af  »  c'  ausgeht,  befindet  sich  zur  Zeit  ^  »=  o»^  in  der 
Lage  x  =  Cj  zur  Zeit  t  =  2m^  in  der  Lage  x  =  Q  mit  der  G^eschwindig- 
keit  rr'  =  —  c'.  Setzt  man  *  =»  2©!  +  ^7  so  ändert  sich  die  Form  der 
Differentialgleichung    nicht,    die    Anfangsbedingungen    werden    <|  =  0, 

rr  =  0,  jT-  ==  —  c';  wenn  man 
setzt,  ist 

wegen 

«1  -  ^  ('  -  2 »,  -  0»,)  =  ^  (<  -  <D,  -  m)  -  H  —  ar 

ist 

!.(«)-(- l)-6,(«-«), 

w.  z.  b.  w.     Demnach  enthalt  A^  nur  gerade  oder  ungerade    Potensen 
Yon  c\  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 
Nun  laßt  sich  schreiben: 

m  m 

5,^  «^«^cos^^u      «=^«^(cos*u)''(cos*fi  +  sin*u)"— % 

tn  m 

fe«+i  -^a9^cos«''+^u-  COS  tt^a^(cos*u)''(cos*f*  +  8in»i*)--'; 
also  sind 


«*"^, 


ecoitf 


ganze  homogene  Funktion  mten  Ghrades  von  (ccosu)'  und  (csinu)' 
Daher  laßt  sich  x  als  Potenzreihe  yon  ccosu  und  csinu  darstellen, 
welche  konvergiert,  wenn  die  absoluten  Betrage  dieser  Ai^pmente 
hinreichend  klein  sind,  und  nur  gerade  Potenzen  yon  csint«  enthali 


Von  J.  Howi.  257 

Wir  schlagen  jetzt  einen  anderen  Weg  ein^  um  die  Zeit  t  eu  be- 
rechnen, fvdche  das  System  hraucM,  um  aus  der  äußersten  Lage  c  in  eine 
hdiebige  Lage  x  eu  gelangen.  Daraus  ergeben  sich  insbesondere  auch 
die  Formeln  fOr  0^  o^^  cd,-  Die  weitere  Verfolgung  dieses  Weges  führt 
in  §  5  zu  den  aus  §  1  und  I,  §§  3 — 4  bekannten  Reihenentwicklungen 
Ton  X. 

Ist  die  lebendige  Kraft 


^-JQ' 


und  die  bei  der  YerrQckung  dx  geleistete  Arbeit 

Qdx  =  (—  a:  +  a^x*  +  a^x^  H )dx, 


x^c,    ^  =  0    für    ^-0, 


ist  femer 

"~"      dt 
BD  liefert  das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft  die  Oleichung: 

X 

^X 


*©■-/«* 


oder 

l^^'^0(x)^€»-a^  +  \a,{x'-^c^  +  ^a,{a^-(^)+^^^ 

Man  hat 

*  (x)  ^{c  —  x){x  —  c)  *j  {x)y 
wo 

c^-c  +  \a^(?  -  |ajc»  +  Q^al  +  fajO,  +  la,)c'  +  •  •  • 

und 

Potenzreihen  sind,  welche  für  hinreichend  kleine  Werte  von  \c\  bezw. 
von  \x\  und  \c\  konyergieren. 

(Gehört  X  dem  Intervall  c  . . .  c  bHj  so  ist  die  Zeit  t,  nach  welcher 
die  Lage  x  zum  erstenmal  erreicht  wird,  dargestellt  durch 

c  e 

Ztitocbrifl  t  Mathematik  a.  Phjrtik.  4».  Band.  1903.  2.  Heft.  17 
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wo  das  Zeichen  —  oder  +  gilt,  je  nachdem  c  positiT  oder  negatiT 
während  alle  Torkommenden  Quadratwurzeln  positiv  zu  nehmen 
Es  ist  1  ^  ^ 

wobei  gesetzt  ist: 

I/o-  1  +  iWi  +  i«s)c*  -  i^A  +  ia»«i)^  +  ■ .  •, 

9i  -  (Ä«}  +  iOf«»  +  i«*)  +  • '  •    u.  s.  w. 
Nimmt  man  c  >  0,  also  c  <  0  an,  so  ist 

e 

c 

-[^.+TÄ(c+c)+ft(|(c+S)*-icf)+Ä(n(c+^)*-^?(c+«))+- •]rp^= 

+  [^i+7?i(c+c)+ft(|(c+c)»-|cc)+(i^,+Aft(c+c)+-)a;+J^,a:«+.--]K(c-x)(« 
Aus  der  Oleichnng 

"dt 


«'  -  S  -  -  V(«  -  *)(*  -  ^)  •  V*i(*) 


folgt 

V*iW 
ferner  ist 


/da; 
V(c-«)(«-c 


*■         8 

arc  cos = — , 

e)  Lzl 


wo   der  Wert  Ton  arc  cos  zwischen  0  und  «  zu  nehmen  ist     Setzt 
man  für  c  und  die  oben  angeschriebenen  Reihen  ein,  so  erhalt  sum 

<  -  [1  +  (ia|  +  |a,)c«  -  (iaj  +  Aa,a,)c»  +  •  •  .]arc  cob    ^_' 

-^'[i«.  +  (Ä^+i«.)«+(/^«S+Ä«.«.+>«)«'+(^«l+S«.«,+  We*+  J 

hierin  ist 

c  +  c 
2_       X  4-  jOia^c  —  ^a^e*  —  jalxc*  +  i^tg*  H 


Von  J.  Hon.  259 

a  Falle  c  <  O»,  c  >  0  ist 
dx 


(ßo  +  9i^  +  '") 


(c-a:)(«-c) 


6tzt 


/i 


dx  * 2- 

«  arc  coB 


y(c-aj)(rc~c) 


c  —  c 


f 


2 
ier  der  Wert  Ton  arc  cos  zwischen  0  und  «  zu  nehmen  ist^  und 


y(c~a?)(a:-c)-^ 


b  gilt  die  ftir  t  gefundene  endgültige  Formel  auch  jetzt. 
3  zu  einer  gegebenen  Lage  x  gehörige  Geschwindigkeit  x'  er- 
oh  aus  x'^  =»  9(x).     Um  den  ersten  Wert  Tön  t  zu  erhalten^ 
n  x'  negativ  oder  positiv  zu  nehmen,  je  nachdem  c  >  0  oder 

sbesondere  erhält  man  die  zum  Übergang  aus  der  Lage  c  in 
;e  e  erforderliche  Zeit  a,  indem  man  in  dem  Ausdruck  für  t 
x'  -=  0  setzt: 

«,  =  «[1  +  (§oi  +  |o,)c»  -  (ia|  +  ia,a,y  +  ...]• 

Q  Übergang  aus  der  Lage  x^c  in.  die  Lage  o:  =» 0  erforderliche 
ist  der  Wert  von  <  für  a:  —  0;  wegen 

(c  +  c\       n  ,  .    e  +  c 

-  f  +  ici,c  -  ia|c»  +  (^aj  +  ia,a,  +  ^a;)i?  +  •  •  • 

_  flf' _  c' -  c  -  ia,c«  -  (AaJ  +  ia,)c»  +  •  •  • 

Die  zum  Übergang  aus  der  Lage  x  ^0  in  die  Lage  x^c  erforder- 
liche Zeit  ist  Ol,  »  o  —  o^  oder 

"t  -  I  -  |a»c  +  |a»c«  -  («ia|  +  ia,a,  +  fiO«)'^  +  •  •  - 

17* 
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Wir  f&gen  noch  die  Formel  hinzn: 


e  +  e 

ti »  —  ^  »  arc  COB =— 

<D  e  —  c 


8 


Wir  sebsm 

^ 2 

t;  <—  arc COB  — _-     (0  ^  t? ^  «) 


und  entwickeln  t  in  eine  nach  Sinus  der  Vielfachen  van  v  fartschreiiende 
Beihe. 

Es  ist 

c  +  c    ,   c  —  c 
a:--^+-5-cost; 

-  \^^  -  l«i^  +  •  •  -  +  (c  -  iojc*  +  f ajc»  +  . .  Ocost; 
und 


=  =[l  +  (äaj  +  |(i,y  +  ...] 


+  cost; .  [\a^c-\a\(?  +  •  -  •]  +  co82f;  •  [(^a|  +  fas)^»  +  ..-]  + 
Im  Falle  c  >  0  ist 


c  —  c    .  dx 


.  ^  _  r  dx 1_  ^  r_dv_  ^ 

e  0 

im  Falle  c<0  haben  wir 

—  y(c  —  a:)(a:  —  c)  =  ^-^  sint;,  =:^  =  dr. 


^  r       dx i_  ^  r  dv 


1)  Vgl.  Weier Straß,    Über  eine   Gattung  reell  periodischer   Funktionen 
(Berliner  Monatsberichte  1866;  Werke  Bd.  U). 


Von  J.  Hom.  261 

AJjo  ist  aUgemein 

+  mnv' [|a,c -  iajc»  +  •  •  •]  +  »m2t> •  [(A<^  +  ia,)c»  +  ...]+••. 

Ffir  V  —  «  ist  X  — c,  also  ^—0;  num  erl^t  wieder  den  bekannten 
Wert  fBr  o.    Nnn  ist 

u  —  ^t=-v  +  sin»  •  [|a,c  —  |oJc*  +  •  •  •] 

+Bin  2t».  i:(ä«i+n«By+ •••]+•••• 

Schließlich  jieien  unr  noch  eine  andere  Herleitung  der  in  1^%  3 
und  §  4  ^Aottsnm  Beihenentwiddungen  von  x  im  Anschliifi  an  die  an- 
angef&hrte  Abhandlung  von  WeierstraB. 

Als  gerade  periodische  Funktion  Yon  u  mit  der  Periode  2^  laßt 
sich  cost;  in  eine  Fouriersche  Reihe  Ton  der  Form 


«»1 
entwickeln.     Es  ist 


COS  ü  —  Aq  +^\  COS  nu 
«»1 

n 

Aq  —  —  /cos  vdu] 


eoBv  '  j-  ^  cos  t;  •  —  ==7-7    laßt  sich   in   eine   nach   Kosinus   der  Viel- 
dv  a  *F(v) 

fietchen  Yon  t;  fortschreitende  Reihe  entwickeln,  deren  konstantes  Glied 

lautet: 

wegen  jconmvdv^O  (m»i,s,...)  ist 

Femer  ist 

ft 

eoBvcoBnudu 

Y 


-iß 


oder,  wenn  man  partiell  integriert, 

A,  «»  —  /  sin  t;  sin  nudv, 

*V 

betet  man 

iy  —  u  —  f?  =  sint?  •  [j€^c  —  ^ajc*  H ] 

+  sin2t;.[^a|  +  äa,)c» +  ...]  +  . 
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SO  ist 

siniiu  »  Bin(iit)  +  nnf)  <—  sinnt; cos tti}  +  cosnvsiniii} 

—  sinwt;  •  (1  —  |n*ij*  H )  +  oosnt;  •  (tt^  —  |»V  + ' * 0; 

man  entwickelt  die  ungeraden  Potenzen  Ton  17  nach  Sinai  mi  die 
geraden  Potenzen  Ton  ij  nach  Eosinns  der  YieUachen  ton  9,  so  dil 
man  f&r  sinttu  eine  nach  Sinns  der  Vielfachen  yon  v  fortochreiteDde 
Reihe  erhalt^  deren  Eoe£Bzienten  Potenzreihen  yon  c  sind: 

sin  nu  —  p^i{c)  sin  v  +  ^),,(c)  sin  2v  +  Pni(^)  sin  3t?  +  •  • . 

Daraus  folgt 

sin!;sin«u  =- |p,i  +  Ip^jcost;  -  |(p^i  -  p.3)cos2t;  +  ••• 

und 

/  sin  t)  sin  nudv  *  ^p»i , 
A.-ip.x(c). 


also 

Man  findet 


Sinti    '~[l  +  {^(H  —  ^aiy  +  ''']mnv  +  '", 

Bin2M  =»  [—  ^€^0  +  \al(?  H jsinü  H , 

sin 3m  —  [(jjoj  —  hOb)^  H JBint?  H 

usw.,  ako 

usw.     Mithin  ist 

Ä-jOiC*  -  lajc»  +  •  •  •  +  (c-  iflic*  +  •  •  OCAH--^!  cos  u+^coB2ii+ •) 

oder 

X  -  (|a,c>  -  lajc»  +  ...)  +  ((.-  ia,c>  +  (^a|  +  ia^c»  +  ..Ocosu 

+  (-ia»c'  +  iöJ<+--0cos2u  +  ((ia;--i(i,)(:»  +  --)«>B3u+   • 
Dei'  Ausdruck 


"*v" 


sin t?  sin nudü  (■-».^  -^ 


Von  J.  HoBH.  263 

geht  durch  partielle  Integration  über  in 


n 


Wenn  |  c  |  ^  r  angenommen  wird,  wo  r  eine,  hinreichend  kleine  positive 
Große  bedeutet,  so  ist  eine  Yon  n  sowie  von  c  und  u  unabhängige 
pcaitive  Größe  K  so  yorhanden,  daß  |  J,  |  <  £"  ist.  Demnach  ist 
die  Reihe 


+  ^-^  ^A,  costtu  "  ^ ^ cos ttu 


M»0  «sO 


fßr  alle  reellen  Werte  von  u  und  für  |  c  |  ^  r  unbedingt  und  gleich- 
mäßig konyergent  Das  Reihenglied  A^  cos  nu  ist  eine  Potenzreihe  yon 
c  und  ir»ccosu  (in  b  ganz  rational),  welche  für  |c|^r,  |^|^1 
konyei^iert;  folglich  ist  x  eine  in  demselben  Bereich  konvergente 
Potenzreihe  von  c  und  z\  ordnet  man  diese  nach  Potenzen  von  c,  so 
hat  man  die  aus  I,  §  3  bekannte  Reihe 


00 


•      »-0 

§6. 

In  §  1  und  [,  §  1  wurden  vereinfachte  Ausdrücke  für  die  lebendige 
Kraft  und  die  Arbeit  zu  Grunde  gelegt. 
Ist  die  Id^endige  Kraß 

md  die  Arbeü 

Qdx  -  ~  (/J,a?  +  ß^of  +  ß^s^+..  .)dx]        j8,  >  0, 

80  lautet  die  Dififerentialgleichung  der  Bewegung 

oder 

_^!^.  +  ^  +  J.^  +  Aa:.  +  ...-0. 


Die  Formeln  fttr  den  jeizigen  Fall  ergeben  sich  dadurch,  daß 
man    in    §§  1—5    and   I,  §§  1 — 4    t   durch    ty^   und   o,   durch 
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ßn 

—  g^  («»1,1,...)  ersetzt     Infolge   dATon  werden  die  Zeiten  o,  fi>i,  Oi 

durch    ©1/—,    ^ly—y    ®»V^7    die    Oeschwindigkeit   ^    duith 

yj-  -ji  luid  die  Geschwindigkeit  c'  in  der  GleichgewichtBLage  z^Q 

durch  c'yy  «wetzt. 

Demnach  nehmen  die  früheren  Formeln  die  folgende  Gestalt  an\). 

-  -'ys('+(^-if)«*+(^-5^)-+-i. 

Von  der  Übertragung  der  übrigen  Formeki  wollen  wir  absehen. 

In  den  in  der  Einleitung  angeführten  physikalischen  Arbeiten 
sind  die  Schwingungen  eines  durch  Torsfbn  des  Aufhängefadens  aas 
dem  Meridian  abgelenkten  Magneten  untersucht^  für  welche  die  Differential- 
gleichung gilt: 

J:^  -  -  D«in(y  +  «)  +  D!!^^i=^Biiiy 

oder 

«o^  +  A^  +  A^  +  A^  + 0; 

a^^Ky    A-D(;^  +  cosy),    A=.-^siny,    /}, ^cosy,  • 

Durch  Drehung  des  Aufhängefadens  um  einen  Winkel  cd  erlmlt  der 
Magnet  eine  Gleichgewichtslage,  welche  mit  dem  Meridian  den  Wiskd 
y  einschließt;  mit  dieser  Gleichgewichtslage  bildet  der  schwingende 
Magnet  zur  Zeit  t  den  Winkel  o;;  K  und  D  sind  positive  Konstante. 
Man  yergleiche  die  obige  Formel  für  c  mit  der  Formel  für  die  Asym- 
metrie £  in  der  Arbeit  von  F.  Richarz  und  P.  Schulze,  sowie  die 
Formeln  für  o,  ©i,  o,  mit  den  Formeln  für  T,  T^,  T,  in  der  Arbeit 
von  F.  A.  Schulze;  die  obigen  Formeln  für  cd  usw.  stellen  eine  Ver- 
besserung der  Formeln  für  T  usw.  dar. 


1)  Nach  §  1  läfit  sich  bei  jeder  Beihe  ein  weiteres  Glied  anschreibeB. 


Von  J.  HoBH.  265 

Es  sei  jetzt  die  Ubendige  Kraft 

und  die  Arbeit 

Qdx  =3  -  {ß^x  +  fta:*  +  fta?*  +  •  •  0^^;  A  >  0- 

Es  genügt^  die  verschiedenen  Behandlungsweisen  dieses  allgemeinen 
Falles  kurz  zu  skizzieren;  dabei  sollen  die  Reihenentwicklungen  mit 
der  der  früheren  Arbeit  entsprechenden  Gliederzahl  angeschrieben 
werden,  damit  unmittelbar  anwendbare,  jedoch  nicht  zu  komplizierte 
Formeln  znr  Verfagong  stehen. 

Die  Lagrangesche  Differentialgleichung 

dt{ 


/  ar\  _ar 

i  (  ^  da:   I       dx 


geht,  wenn  man 


&1b  unabhängige  Veranderliche  einführt,  über  in 

USW.    Führt  man 

u  -  tl/l  +  A,c>  +  ...  -  t(l  +  iA,c»  +  . . .) 
als  neue  Veränderliche  ein  und  setzt  man 

CP 

X  -2'«"*-(»)» 
wahrend  die  A nftLngt^ht^\jipmgm\ 

*,(0)-i,  *,(0)  =  o,...;  *;(0)-o,  *;(0)-o,... 

Torgeschrieben  sind,  so  lassen  sich  A,,  A,, . . .  so  bestimmen,  daß  if^,  f^f  ^s;  •  •  • 
periodische  Funktionen  von  u  mit  der  Periode  2x  werden.  Man  findet 
so  nach  der  Methode  I,  §  4  und  §  10: 
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usw.    Ist  m  die  halbe  Periode  in  Bezog  auf  die  YerSnderiiche  ^  Ot  die 
halbe  Periode  in  Bezug  auf  die  Veränderliche  t,  so  hat  man 

«  -  (Dt  (1  +  |A,c«  +  . . .) 
und 

also 

«,-.«y|(i-iv+--) 

oder 

Ol -«1/^(14-  /6<q       8fe       «.ft    I    «.         «!  \u  I  ■   .1. 

Ist  zur  Zeit  <  —  0 
SO  ist  zur  Zeit  t^  wenn 


gesetzt  wird; 
^j  —  cos  u, 

OBW.    Die  zur  Zeit  t—ea  (fQr  w  •>  x)  erreichte  äußerste  Lage  x^i 
wird  dargestellt  durch 

Man  kann  auch  den  jetzigen  allgemeineren  Fall  auf  den  in  §§  1-^ 
und  I,  §§  1—4  behandelten  speziellen  Fall  zurückfahren.    Setzt  man 


und 


X 

'-'VI. 


Von  J.  Hob«.  267 

80  wird 

Qdx  =  (-  j  +  a,j»  +  a,j»  +  •  •  •)di, 
wobei  gesetzt  ist: 

nsw.     Dadurch  erhalt  die  Differentialgleichang  die  frflhere  Form: 

Bezeichnet  man  die  aaßersten  Werte  von  {  mit  c  und  c,  so  besteht 
zwischen  c  und  c  sowie  zwischen  c  und  c  dieselbe  Beziehung  wie 
zwischen  £  und  «;  es  ist 

Führt  man  diesen  Wert  Yon  c  in  die  Formel: 

ein,  80  erMlt  man   die   oben  angeschriebene  Formel  für  o.    Ebenso 
ergeben  sich  aus 

die  Formeln 

•.-i->f(rj^-Ä)'+e§-a;)'*+-i' 

•.-l+l/?Klg-^«+C^-.^^K)«'+-l- 

Schließlich  laßt  sich  auch  die  in  §  4  und  §  5  dargestellte  Methode 
tmmittelbar  anf  unseren  allgemeineren  Fall  anwenden.  Das  Prinzip  der 
lebendigen  Kraft 


'-/«"" 
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ei^bt 

(«0  +  «1«  +  «t^  +  •  •  •)  (If)* 

Hiersmi  erhalt  man  die  Oeschwindigkeit  -^  »  ±  c  in  der  Lage  x»0: 

Nimmt  man  znnachst  c  >  0  an,  so  ist 

«    

J  Kft(c'-«')  +  ift(e'-«')  +  }A(e«-««)  +  -."^ 

Der  Nenner  des  Braches  nnter  dem  Wurzelzeichen  gestattet  die  Faktoren- 
zerlegong 

(c  '-x){x-  c)  *i  (x), 

wo  c  die  oben  angeschriebene  Potenzreihe  von  c  und 
ist.    Es  gilt  die  Reihenentwicklnng 


».-vf[a;-ft+<>  «+•••]. 

y»     K  ft  La«,     8«s  ^^  6fl     4ft     6«,ft  ^     J 

D8W.    Wie  in  §  4  rechnet  man 

e 

aus;  setzt  man  für  jf^i  ffu  9%t  -  -  -  ^^  angeschriebenen  Werte  ein  osd 
beachtet  man,  daB  jetzt 

yic-x){x-c) — »y"*+^;,+- 


Neuere  Lüezator  über  das  Grenzgebiet  der  Biometrie.    Von  F.  Ludwig.    269 

ist;  80  erhält  man  die  Formel 
e+e 

*m  ! 


*  =  —  arocos 


c  — c 


8/q       i2pf7'"'^   ■  J' 

wo  CO  den  bereits  oben  angegebenen  Wert  hat.  Die  endgültige  Formel 
für  ^ gilt  auch  im  Falle  c<0.  Für  a;»c  geht  ^inco,  &ix  x^Omto^  über. 
Die  Methode  von  §  5  übertragt  sich  leicht  auf  den  jetzigen  Fall; 
insbesondere  liefert  sie  x  in  Form  einer  nach  Kosinus  der  Vielfachen 
Yon  u  »  —  ^  fortschreitenden  Reihe,  welche  ans  der  oben  aufgestellten 
Seihe  x  =»  c^^  (w)  +  c*^,  (w)  +  •  •  •  durch  Umstellung  der  Glieder 
hervorgeht 


Neuere  Literatnr  über  das  Grenzgebiet  der  Biometrie. 

Von  F.  Ludwig  in  Greiz. 

Im  4.  Heft  des  Jahrganges  1898  dieser  Zeitschrift  habe  ich  in  einem 
AuÜBatze  über  „die  Variabilität  der  Lebewesen  und  das  Gaußsche  Fehler- 
gesetz'^  einen  Überblick  gegeben  über  die  Arbeiten,  die  bis  dahin  auf  dem 
mathematiscben  Grenzgebiet  nach  den  biologischen  Wissenschaften  (Anthro- 
pologie, Zoologie,  Botanik)  hin  erschienen  waren.  Inzwischen  hat  sich  dieses 
Grenzgebiet  mächtig  erweitert,  ohne  daß  meines  Wissens  deutsche  Mathe- 
matiker sich  mit  diesen  neuen  interessanten  Anwendungen  ihrer  Wissenschaft 
—  Yon  den  Herausgebern  der  Fechnerschen  Kollektivmaßlehre  abgesehen  — 
näher  beschäftigt  hätten,  während  die  Mathematiker  Englands  und  Amerikas 
unausgesetzt  tätig  waren.  Eine  neue  internationale  Zeitschrift,  Biometrika 
(A  Journal  for  the  Statistical  Study  of  Biological  Problems  edited  in  Con- 
sultation  with  Francis  Galton  bj  W.  F.  R.  Weiden,  Karl  Pearson  and 
C.  B.  Davenport)  ist  im  Oktober  1901  erstmals  erschienen  und  liegt  bereits 
im  II.  Heft  des  11.  Jahrganges  vor.  Ich  glaubte  daher  im  folgenden  eine 
Übersicht  über  die  seit  dem  Druck  meines  genannten  Aufsatzes  erschienenen 
Arbeiten  auf  dem  Gebiet  der  Biometrie  zu  Nutz  und  Fronunen  der  wissen- 
schaftlichen Arbeiter  diesseits  und  jenseits  der  Grenze  geben  zu  sollen. 


1.  Tariationsstatlstik  ete. 

(„Biom.**  »  Biometrika.) 


1.  Ämann,  J,  Application  dn 
calcol  des  probabilit^s  ä  Tätnde  de 
U  Tariation  d'mi  type  v^g^tal  (Biynm 
drrhatam  Br.  Eur.)  Bull.  Herb. 
Boisflier.  T  8.  Gen^ve  et  Bale.  1896. 
p.  677-690. 


2.  Ammon,  Otto,  Der  Abänderungs- 
spielranm.  Ein  Beitrag  znr  natürlichen 
Auslese.  Berlin  1896,  Ferd.  Dümmler.  64  p. 

8.  Ämnum,  Otto.  Über  den  Kopf- 
Index.  („Die  Umschau".  Jahrgang  Ul. 
1899.    No.  29.    16.  Juli.    p.  674.) 
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88. — On  a  form  of  spurioos  correlation 
wMch  may  arise  when  indices  are  used 
in  the  meagnrement  of  oreans.    Vol.  60. 

1897.  p.     489—498.      Dazu     Galton 
(p.  498—602). 

84.  —  Gloudiness,  note  on  a  nouvel 
oue  of  frequency.  VoL  62.  1897. 
p.  287—290. 

85.  —  On  the  law  of  ancestral  hiere- 
ditr.    V.  62.     1898.     p.  886—417. 

86.  Ptarmm,  K.  and  Miss  Cicely  D. 
FanceeU,  On  the  Inheritance  of  the 
cephalic index.  Vol.  62.  1898.p.  413—417. 

87.  Pearson,  K.  and  FOon,  L.  N.  G. 
Vn.  Mathematical  contribntions  to  the 
theory  of  Evolution :  IV  On  the  probable 
errors  of  freqaency  constants  and  on 
the  inflnence  of  Bandom  selection  on 
Tariation  and  correlation.  Phil.  Tran»- 
act  Boy.  Soc.  London.   Ser.  A.   VoL  191. 

1898.  p.  229—811. 

88.  Peanan,  Karl  Mathematical 
contributionB  to  the  theory  of  evolution. 
y.  On  iiie  reconstmction  of  the  statiire 
of  prehistoric  races.  (Philos.  Tranaact. 
of  the  Boy.  Soc.  of  London.  Ser.  A. 
VoL  192.    p.  179—244.    London  1898.) 

S9.  Pearsan,  K.  On  the  Criterion 
that  a  ffiven  System  of  Deviations  from 
the  Probable  in  the  Gase  of  a  Corre- 
lated  System  of  Variables  is  such  that 
it  can  be  reasonably  snpposed  to  have 
arisen  from  Bandom  Samplin^.  Philo- 
iophical  Magazine  for  July  1900. 
p  157—176. 

90.  Beanm,  Karl,  Breton,  M, 
rufe,  Q.  U.  Data  for  the  Problem  of 
£?olution  in  Man.  On  the  Correlation 
between  Dnration  of  Life  and  tiieNomber 
of  Offipring  Proceed.  Boy.  Soc.  VoL  67, 
1900.    p.  159—17». 

91.  Pearson,  Karl  Mathematical 
Contribotions  to  the  Theory  of  Evolu- 
tion vn.  On  tiie  Correlation  of  Charac- 
ten  not  Qoantitatively  measurable. 
PbUos.  Tranaact  A  VoL  195.  1900. 
p.  1--47. 

92.  —  Math.  Contr.  to  the  Theory 
of  Evolution  Vm.  On  the  Inheritance 
of  Charaktov  not  capable  ezact  quan- 


titative Measurement.    Phil.  Trans.  A. 
VoL  195.     1900.    p.  79—150. 

98.  Pearson,  K  Math.  Contrib.  to 
the  Theory  of  Evolution  IX.  On  the 
Principle  of  Homotyposis  and  its  Bela- 
tion  to  Heredity,  to  the  Variabüity  of 
the  Individual  and  to  that  of  the  Bace. 
P.  T.  Homotyposis  in  the  Vegetable 
Kingdom.  Philos.  Transact.  A.  Vol.  197. 
1901.     p.  285—379. 

94.  Pearson,  K.  Note  on  Variation 
in  Leaves  of  Mulberry  Trees.  Biom. 
VoL  I.  p.  268-261.  —  On  Inheritance 
in  the  Shirley  Poppy.  Coop.  Inv.  of 
PL    Biom.  V.  n.    p.  66—100. 

95.  Pearson,  K  and  G.  N.  Tule. 
Note  on  Variation  of  Bay-flowers  of 
Chrysanthemum  leucanthemum  L  at  Kes- 
wick.    Biom.  V.  I.    p.  819. 

96*  Pearson,  K  On  the  Fundamental 
Conceptions  of  Biology.  Biom.  V.  1. 
p.  820—344. 

97.  Pearson,  K  Variation  in  the 
Egg  of  Passer  domesticus.  Biom.  V.  I. 
p.  256. 

W.  Pearson,  K  Note  on  Dr.  Simp- 
sons Measurements  of  Paramaecium 
caudatum.    Biom.  V.  I.    p.  404-407. 

99«  Davenport  and  Pearson.  Stato- 
blasts  of  PectinateUa  magnifica.  Biom. 
V.  I.    p.  128. 

100.  Pearson,  Karl  On  the  Syste- 
matic  Fitting  of  Curves  to  Observations 
and  Measurement.  Biom.  VoL  I.  p.  255 
—808.    VoL  n.    p.  1—28. 

101.  —  The  Law  of  Ancestral  Here- 
dity.    VoL  H.    p.  211—228. 

103.  Pearson.  Note  on  Francis  Qal- 
tons  Individual  Difference  Problem  in 
Statistic. 

108.  Potoys,  A.  0.  Data  for  the 
Problem  of  Evolution  in  Man.  Anthropo- 
metric  Data  from  Austral.  Biom. 
VoL  L    p.  80—49. 

104.  SchusUr,  E.  H.  J.  Variation 
in  Eupagurus  Piideauxii  Heller.  Biom. 
VoL  IL    p.  191—210. 

105.  Sheptford,  W.  New  Tables  of 
the  ProbabiUty  Integral.  Biom.  V.  11. 
p.  174—190. 

106.  ShuU  George,  Harrison.  A 
Quantitative  Study  of  Variation  in  the 
Bracts,  Bays  and  Dish  Florets  of  Aster 
Shortii  Hook.,  A  Novae-Angliae  L.,  A. 
Puniceus  L.,  A.  Prenanthoides  Mihi, 
from  TeUow  Springs  Ohio.  Contributions 
from  the  Biological  Laboratory  of  An- 
tioch  College  at  Yellow  Springs  Ohio 

?V.  L.  Tower)  No.  6.  American  Naturalist, 
ol.  XXXVI.     No.   422.     1902.     p.  111 
—152. 
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107.  Shüa,  G.  H.  Seasonal  Change 
in  the  Charakters  of  Aster  prenanthoides 
(Mühl.)    Biom.  V.  H.    p.  118—114. 

108.  J.  G.  Simpson.  The  Relation 
of  Binary  Fission  to  Variation.  Biom. 
V.  1.    p.  400—403. 

109.  SmaOwoad,  M.  E.  Statistical 
Stadies  on  Sand  Fleas  Science  N.  S. 
Vol.  Xn.     1900.     p.  871--B78. 

HO,  Tower,  W.  L.  Variations  in 
Color  pattem  prodnced  by  Changes  in 
Temperature  and  Moisture  (Variation 
on  Leptinotarsa  decemlineata  Say, 
dem  OdloradokSfer).  Science  N.  S. 
Vol.  XU    1900.    No.  297.    p.  871—873. 

111*  Tower,  W.  X.  Variation  in  the 
Bay-flowers  of  Chrysanthemum  leucan- 
themum  at  Yellow  Springs,  Ohio.  Biom. 
V.  I.    p.  309—816. 

112.  Vandevelde,  J.  J.  Over  den  in- 
vloed  van  de  grotte  der  zaden  op  de 
kieminff.  (Bot.  Jaarboek,  uitgegeven 
door  het  Kruidkundig  Genootschap 
Dodonaea  te  Gent.  Jaargang  X.  1898. 
p.  109—181.  Met  plaat  lU- IX  [mit 
französischem  Besum^].) 

118.  VerachaffeU,  Ed.  Galtons 
reffression  to  mediocrity  bij  ongeslachte- 
lijke  voortplanting.  (Livre  jubüaire 
dedi^  k  Charles  van  Bambeke  blz.  1 — 6.) 
Brüssel  (Lammertin)  1899.  (Blatt- 
messungen  bei  Beüia  perennis.) 

114.  Vöchting,  H,  Über  Blüten-Ano- 
malien. Statistische  morphologische, 
experimentale  Untersuchungen.  Berlin. 
Bomträger.     1899. 

115«  VogUr^Faid.  Über  die  Variations- 
kurven  von  Primula  farinosa.  Viertel- 
jahrsschrifk  d.  Katurf.  Gesellsch.  Zürich 
XLVI.     1901.     p.  264—274. 

116.  Vogler.  Paul  und  Schröter. 
Variationsstatistische  Untersuchungen 
über  Fragilaria  crotonensis  im  Planldton 
des  Zürichsees.  Vierteljahrschrifb  der 
naturforschenden  Gesellschaft  zu  Zürich 
XLVI.     1901.    p.  186—206. 

117.  Vogler,  Paul.  Die  Anwendung 
der  Variationsstatistik  zur  Untersuchung 
von  Planktondiatomeen.  Flora  od.  Allg. 
bot.  Ztg.,  Ergänzungsband  1892.    4  S. 

118.  Vogler^  Paul.  Variationskurven 
bei  Pflanzen  mit  tetrameren  Blüten. 
Arb.  aus  d.  bot.  Mus.  d.  eidg.  Poly- 
technikums. Vierte^jahrsschnft  der 
naturf.  Gesellsch.  zu  ZürichXVVH.  1902. 
p.  42ü— 486. 

119.  De  Vries,  Hugo.  Over  het  om- 
keeren  van  halve  Galton  curven.  (Bot. 
Jaarboek,  uitgegeven  door  het  ELruid- 
kundig  Genoo&chap  Dodonaea  te  Gent 
1899.    p.  29—61.    Met  Plaat  I.  —  Ref. 


Bot.   ZentnJbl.     Bd.   LXXVIH    1899 
p.  4a— 61.) 

120.  De  Vries,  Hugo.  Über  Komi. 
Selektion  bei  Chrysandiemmn  segetam. 
(Berichte  der  Deutschen  Bot  Gu. 
Bd.  XVn.  1899.  p.  84—98.  -  M 
Bot.  Zentraibl.    Bd.  LXXX.) 

121.  De  Vries,  Hugo.  Übfö  die 
Periodizität  der  partiellen  Vaiistioneo 

g Berichte  der  Deutschen  Bot  Ges. 
d.  XVn.  1899.  p.  46—61.  -  M 
Bot.  Zentralblatt.  LXXX.  1899.  p.  ü 
—28.) 

122.  De  Vries,  Hugo,  über  dk 
Abhängigkeit  der  Fasdation  vom  Alier 
bei  zweijährigen  Pflanzer.  (Bot  Zen- 
traibl.    Bd.  LXXVD.     1899.) 

128.  De  Vries,  Huao.  On  bioetrepsu 
in  its  relation  to  cultivation.  (Ann&ls 
of  Botany.  Vol.  Xm.  No.  51.  Sept 
1899.     p.  896—420.) 

124.  De  Vries,  Hugo,  Over  het  perio- 
disch optreden  der  anouialien  op  mos- 
streuze  planten.  (Bot.  Jaarboek,  uit- 
gegeven door  het  kruidkundig  Genoot- 
schap Dodonaea  te  Qent  Jaargmg  H 
1899.    p.  46—67.     Met  plaat  I.) 

125.  De  Vries,  H.  Alimentation  et 
s^lection.  (Sep.-Abdr.  ohne  QuelleDiD- 
gabe.     1900.    p.  17—88.) 

126.  De  Vries,  Hugo.  Mutotioiii 
theorie.    Amsterdam.     1902. 

127.  Warren,  Eistest.  Variation  and 
Inheritance  in  the  Parttienogenesis  Gm- 
rations  of  the  Aphis  Hyaloptems  tri- 
rhodus  Walk.   Biom.  V.  L   p.  129-lM 

128.  Warren,  E.  On  obserrstion  od 
inheritance  in  parthenogeneais.  (Proc 
Roy.  Soc.  London.  VoL  66.  No.  415 
1890.    p.  154—168.) 

12«.  Weldon.  On  the  principjJ  ob- 
jections  urged  against  the  theoij  of 
natural  selection.  (Bep.  68.  Meei  Brii 
Assoc.  Bristol  1899.  p.  887—902.  - 
Nature.  V.  68.  No.  1408.  18W 
p.  499—606.) 

180.  WeUon,  W.  F.  B.  Über  di« 
Haupteinw&nde  gegen  die  Theorie  der 
natürlichen  Auslese.  (Rede  zur  Eröfinnng 
der  zoologischen  Section  d.  Brii  A»oc. 
Bristol  1898.  —  Nature.  LVm.  1898 
p.  499.  —  Naturw.  Rundschau.  1898 
No.  62  u.  68.) 

181.  Wddon,  W.  F.  B.  Change  in 
Organic  Gorrelation  of  Ficaria  ranuDcn- 
loides  during  the  Flowisms  Sesson. 
Biom.  V.  I.    p.  126. 

182.  —  Variation  and  Conelstion  in 
Lesser  Celandine  from  divers  Localitie« 
Properative  Investigations  on  Planta. 
Biom.  V.  I.    p.  145—164. 
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ISS.  Tradem,  W.  F.  R,  A  First 
Stady  of  Kataral  Seleciion  in  Clansilia 
laminataNom.   Biom.  Y.  L   p.  109— 128. 

1S4.  WhUdiead,  Henry.  Variation  in 
ihe  Moscatel  (Adoza  moschatellina). 
Biom.  V.  n.    p.  108—112. 


1S5.  YuU  Udmy,  G,  Variation  in 
the  nnmber  of  Sepals  in  Anemone 
nemorosa  L.    Biom.  Y.  I.    p.  807-— 308. 

186.  Tule,  G.  Udny,  Notes  on  the 
Theory  of  Association  of  Attributes  in 
Statistics.     Biom.  V.  n.     p.  121—184. 


Die  Entwiddnng  der  jungen  Wissenschaft  wird  ftbersichtlich  dargestellt 
besonders  durch  die  Arbeiten  von  Bateson  (8),  Davenport  (26,  27,  28), 
Duncker  (35),  Angel  Ghillardo  (45,  46,  47,  48),  Ludwig  (66). 

Als  Anleitung  zu  variationsstatistiBchen  Untersuchungen  können  außer 
den  früher  von  mir  citierten  Werken  besonders  dienen  die  Lehrbücher  von 
DaveDport  (25),  Georg  Duncker  (34),  Fechner  (42). 

Nach  yerschiedener  Richtung  haben  der  matiiematisGhe  Ausbau  und 
die  allgemeinen  Theorien,  welche  in  Betracht  kommen,  wesentliche  Er- 
weitemngen  und  Ergänzungen  —  namentlich  durch  die  Arbeiten  von  Karl 
Pearson  erfahren  (71,  80,  83,  84,  87,  89,  91,  92,  93,  5,  100,  101,  102, 
105,  108,  113,  119,  121,  129,  136,  2,  3,  27,  50,  39,  40,  44,  51,  52, 
60,  61,  62,  63  und  68,  71,  81,  85,  96,  125,  126,  129,  130). 

Auf  Anthropometrie  und  andere  biometrische  Probleme  der  Anthro* 
pologie  beziehen  sich  die  Abhandlungen  3,  4,  6,  14,  15,  41,  56,  59,  69, 
70,  79,  82,  86,  88,  90,  103.  Außer  anderen  Anwendungen  auf  die 
Zoologie,  die  sich  in  einzelnen  der  citierten  Abhandlungen  niedergelegt  finden, 
sind  Gegenstand  der  neueren  biometrischen  Untersuchungen  gewesen:  von 
Sängetieren:  Pferde  und  Pferderassen  (10,  11,  58),  japanische  Tanzmäuse 
und  weiße  Mäuse  (24);  von  Vögeln:  Sperling  (19,  97)  und  Kuckuck  (55); 
Fische  (20,  26,  32,  38,  50);  femer  Schnecken  und  Muscheln  (30,  31,  33, 
53,  67,  133);  Kruster  (37,  104);  Käfer  (7,  110);  Schmetterlinge  (43), 
Blattläuse  (127,  128),  Moostierchen  (29,  99),  Seesteme  (60),  Quallen  (16), 
Infusorien  ([98). 

Gegenstand  der  phjtometrischen  Arbeiten  waren:  Algen  (116,  117); 
Lebermoose  (Marchantia  61);  Laubmoose  (l);  Orchideen  (23);  Gramineen 
(17,  18,  61,  66);  Banunculaceen:  Ficaria  verna  (66,  vgl.  die  fixere  Arbeit 
von  Burkill,  femer  21,  64,  72,  131,  132),  Banunculus,  Galtha,  Trollius 
(60,  61,  64);  Anemone  (135);  Amjgdaleen  (66);  Papilionaceen  (61);  Com- 
positen:  Bellis  (60),  Petasites  (61),  Homogyne  (66),  Solidago  2  Arten  (61), 
Chrysanthemum  (61,  vgl.  auch  die  daselbst  erörterte  Notiz  von  Lucas; 
65,  66,  95,  111,  120,  126),  Tussüago  (60),  Aster  (107,  107);  Gentaurea 
(72);  Gaprifoliacen:  Lonicera  ^61),  Adoxa  (134);  Scrofulariaceen  (teratolog.) 
Lmaria  (54,  114),  Digitalis  (49),  sonstige  Mißbildungen  (122,  123,  124), 
Primulaceen:  Primula  üarinosa  (60,  61,  115);  femer  Blätter  von  Bot-Buche 
(62,  71),  Hainbuche  (63),  Maulbeerbaum  (94). 


8.  Spaltongsgeseti  der  Bastarde  Ton  Arten  und  Tarletftten. 


!•  Bateson  and  Miss  E.  R.  Saunders. 
Experiments.  Beports  to  the  Evo- 
lution Commitlee  of  tiie  Royal  Society 
London  Harrison  and  Sons.  1908. 
1«0  pjp. 

2.  Correns,  C.  Über  Levkojenbastarde. 
Zur  Kenntnis  der  Grenzen  der  Mendel- 


schen  Regeln.    Bot.  Zentralbl.  Bd.  84. 
1900.     No.  48.     p.  97—118. 

S.  Correns,  C.  Bastarde  zwischen 
Maisrassen  mit  besonderer  Berück- 
sichti^nng  der  Xenien.  Bibliotheca 
botamca  herausgeg.  von  Luerssen.  Stutt- 
gart 68. 
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i*  CmrefiM,  Ü.  G.  Meodela  Eegel 
ilber  das  Yerbalten  der  Nachkommen' 
ichuHb  der  Radsenbaatardo.  Ber.  d. 
Deutich,  Bot.  Ger  Bd.  18.  1900. 
p    168—168. 

5i  Fruhiinrt.  Neue  Forschungen  und 
ihre  Verwertung  bei  der  Pflanzen2i1ch- 
tung.  Jahrlindi  d,  Deutschen  Land* 
wirtechaftagegeUflch,  Bd.  17.  1UÜ2. 
p.  2i0— 286. 

6,  Mendel^  G rigor,  J<yhann,  Ober 
Qeiet^mäßigkeiten  bei  Vererbung  nach 
einer  BaatardieruDg,  Abb.  d.  naturf. 
G€s.  Brunn.  1866  VqL  4  p.  U 
Abgedruckt  in  Goebcl  Flora  1900,  Kr* 
gänzungeband  und  in  Ostwalds  Klassikern 
der  exÄt.  Wigaenick     No.  Itl. 

f*  Tsd\€rmak,  E.  über  künstliche 
Kreuzung  bei  Pieuna  aSitivurn.  Wien, 
1900.     91  S. 

8*  Tsckermak,  E.  Weitere  Beitrug« 
über  Verschieden artigkeit  der  Merkmale 
bei  Kreuzung  von  Erbsen  und  Bohnen. 
Ber.  d.  D.  B.  Ges.  Bd.  19.  1901. 
p.  35— öl.  Zeitschr.  f.  landwirtech. 
VerauchBw.  in  Öaterr,     1901.     96  S. 

9.  Tschermakf  E.  Über  Züchtung 
neuer  Gotreideraßsen  mittclafc  könst- 
licber  Kreuzung.  Kritisch  historische 
Betrachtungen.  Zeitschr.  f.  landwirtdch, 
VersuchBweaen  in  österr.     1901.    33,  S. 

10,  Tschennakf  E.  Über  die  ge««*»- 
müßige  Gestaltungsweiae  der  Mischlinge 


(Fortgesetzte  Studie  an  Erbsen  und 
Bohnen)  L  c.     1902.     80.  S, 

11*  De  Vries.  Sur  la  loi  de  dia* 
jonction  det  hybrides.  Compt.  rend 
de  r AcAd.  des  Bcienc.  Paris  26.  Mars 
1900. 

12*  De  Ffi««p  H.  Dm  Spaltnngs- 
gesetz  der  Bastarde.  Ber.  d.  Deutsch, 
Bot.   Ges.      Bd.    18.      1990.     p.    83—90. 

13,  l)e  TfW,  H.  Über  erbungleiche 
KreuÄungen.  Ber.  d.  Deutsch.  Bot,  Gei. 
Bd.  18.     1900.     p.  4S5— 44B. 

14,  De  Vrüs,  H.  Sur  l'origiJie 
eip^rimentale  d^nne  nouveUe  eapece 
vegetale.  Compt.  rend.  des  s^ance« 
de  Tacad.  d.  sciences  Paris  21.  1900 
p.  124. 

15*  —  Sur  la  mutabilite  de  TOenotbera 
Lamarckiana  1.  c.    p.  193. 

lÖ.  —  Variabilit^  et  mutabilit^.  Con- 
gr^  Internat,  de  Bot.  a  TE^osition 
nnivers.  de  1900.    Paris.     6  S. 

17.  De  Vries,  ff.  La  loi  de  Mendel 
et  les  caract^res  constants  des  hjbrides. 
Qompt.  rend.  des  s^ances  de  FAcad.  d. 
8e.  Paris.    2   F^vr.  1903.    3  8. 

18*  —  Die  Mutationslehre.  Veit 
Leipzig,    n,  Bd.     1902. 

Ift,  Weldan,  W.  F  E.  Mendek  , 
La  WS  of  Alternative  Inheritance  in  Peas,  ^ 
Biom.  V.  L     328—264. 

äd*.  —  On  tbe  Ambiguity  of  Mendeli^^^jL 
Categories,    Biom.  V.  H.    p.  44. 


^Is 


Die  merkwürdigeii  Gesetzmäßigkeiten  bei  der  Vererbung  i?oii  MerfcmäleErar  .^^^j 
bei  Bastarden,   welche   der  Brunn  er  Abt  Gregor  Johann  Mendel   1865  enlcÄ^^f. 
deekt   hatte,   haben   unabhängig   von  einander  und  zunächst  unbekannt  mi^f  ^«jt 
der  Arbeit  Mendels  (6)  fast  gleichzeitig  Hugo  de  Vries  (ll^  12),  C.  Correu 
(3,  4,  5)  und   E.  Tscbermak  bestätigt  und  diircb  die  Wahröcheinlichkeit! 
und    math.    Kombinationßlehre    begründet    und   in   weiterer   Folge   vor   decs^  m 
beätlitigenden    Eiperiment    abgeleitet.      Indem    sie    mit    den   TersQbiedenst€^^^:7 
Pfianzenspecies    und   -Varietäten   expertmentierten ,   fanden   sie   bald   die  veK^-^> 
erblichen    Merkmale   venscWeden   und   konnten   ftlr  sie   verschiedene   weitei^^ 
Gesetzmäßigkeiten    nachweisen.     Zuletzt  haben   Bateson   und   Miß   Saundei^r^ 
noch  mit  Schmetterlingen  (Kens  Napi  und  der  Varietät  bryoniae  derselbe»:* 
und   Pararge    egeria    und    der   Varietät   egeride»)    und   mit   Varietäten   r<^ff 
Atropa    BeUadonna    und   Ljchnis    vespertina,    mit  Arten    von   Datura    un*J 
MatÜiiola    experimentiert    und    die    Mendelsche    Lehre    weiter   geprüft    und 
erweitert   (1),     Inzwischen   hatte  H.   de  Vries   die  Entstehung   neuer  Art^n 
durch    Mutation    nachgewiesen    (14,    15,    16^    18)    und    den    Unterschied 
zwischen   Mutation   und  Variation    wie  zwischen  Art  und  Varietät  neu  und 
&diarf  festgelegt,  so  daß  es  ihm  in  seiner  jüngsten  Arbelt  (17),  wie  66  uss 
scheint,  gelungen  ist,  mit  einem  Schlag  Licht  in  den  scheiub&ren  Wirrwarr 
der  neu  ermittelten  Tatsachen  und  die  scheinbaren  Ausnahmen  des  Spaltung»- 
gesetzes  der  Bastarde   au  bringen  und  seine  Hjpotbese  tiefer  zu  begründeB, 
nach   welcher   die   bei   der   Kreuzung  in  Betracht  kommenden  Merkmale  an 
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gewisse  materielle  Einheiten  gebunden  sind.  Sie  stellen  die  eigentlichen 
Einheiten  dar,  während  äsJ  Individuum,  die  Varietät. und  Spedes  aus  ihnen 
zusammengesetzte  komplexe  Größen  sind.  Eine  übersichtliche,  leich^Eißliche 
Darstellung  der  Ergebnisse  von  Mendel,  de  Vries,  Correns,  Tschermak  etc. 
gibt  (5)  (vgl.  auch  Naturw.  Bundschau  1902  No.  51,  52);  während  die 
letzten  Untersuchungen  in  (18)  und  (17)  niedergelegt  sind. 


Kleinere  MitteUiingeii. 


über  die  darstellend-geometrisolie  Xonstraktion  der  Sohmiegnngsebene 
einer  Ranmknrve  in  einem  gegebenen  Punkt. 

Die  Aufgabe,  bei  einer  durch  Grundriß  und  Aufriß  gegebenen  Eurye 
die  Schmiegungsebene  in  einem  beliebigen  Punkt  zu  konstruieren,  wird  in 
den  mir  bekannten  Lehrbüchern  der  darstellenden  Geometrie  (z.  B.  dem  von 
Chr.  Wiener,  Band  I,  S.  212,  Nr.  255,  und  dem  von  Bohn-Papperitz, 
Band  I,  2.  Auflage,  S.  335,  Nr.  458)  auf  die  folgende  Weise  gelöst.  Es 
werden  auf  der  Kurve,  deren  Tangente  im  gegebenen  Punkt  als  bekannt 
vorausgesetzt  wird,  in  der  Nähe  dieses  Punktes  willkürlich  einige  Punkte 
angenommen  und  mit  dem  gegebenen  Punkt  durch  Geraden  verbunden,  dann 
die  Spuren  dieser  Geraden  mit  einer  Tafel,  z.  B.  der  Grundrißtafel,  kon- 
stmiert,  worauf  an  den  Ort  dieser  Spuren  in  der  gleichnamigen  Spur  der 
erwähnten  Tangente  der  gegebenen  Kurve  die  Tangente  gezogen  wird,  welche 
Tangente  die  betreffende  Spur  der  gesuchten  Schmiegungsebene  ist.  Es  gibt 
noch  ein  anderes  Verfahren,  das  mir  bei  der  Ausführung  einige  Vorteile  zu 
bieten  scheint.  Man  projiziere  die  gegebene  Kurve  C  parallel  der  (wieder 
als  bekannt  angesehenen)  Tangente  T  im  gegebenen  Punkt  p  auf  irgend 
eine  Tafel,  dann  wird  die  erhaltene  Kurve  C*  in  der  Projektion  p*  von  p 
eine  Spitze  haben,  wenn  p  ein  gewöhnlicher  Punkt  von  C  ist,  und  die 
Tangente  von  (7*  in  jp*  wird  wieder  die  fragliche  Spur  der  gesuchten 
Schmiegungsebene  von  C  in  p  vorstellen.  Die  Konstruktion  bleibt  richtig, 
wenn  p  ein  singulärer  Punkt  von  C  ist}) 

Stuttgart.  B.  Mehmke. 

1)  Die  Art  des  Punktes  p'  der  Kurve  C*  entspricht  dem  „Tangentenanblick^* 
▼OD  C  in  p,  vgl.  diese  Zeitschrift,  S.  64  des  laufenden  Bandes.  —  Die  Projektion 
von  C  aus  einem  beliebigen  (nicht  dem  unendlich  fernen)  Punkte  der  Tangente  T 
föhrte  Belbstverstftndlich  aach  zum  Ziel,  wäre  aber  für  die  wirkliche  Ausrahrung 
weniger  geeignet. 
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Aoekfinfte. 

F.  Jf.,  K.  In  der  Tat  wird  schon  in  der  ersten  Auflage  Ton  B.  Gnglen 
Lehrbuch  der  deskriptiven  Geometrie  (Nürnberg  1841)  das  Wort  SpUee  aos- 
schlieBlich  für  den  Bückkehrpunkt  erster  Art  gebraucht  und  für  den  Rock- 
kehrpunkt  zweiter  Art  das  Wort  Schiuj^el  (nicht  „Schnabelspitaie'^).  Ein- 
geführt werden  diese  Benennungen  auf  8.  143.  —  Außer  den  auf  S.  90 
des  laufenden  Bandes  dieser  Zeitschrift  genannten  Werken  von  Wolff, 
Klingenfeld  und  Pohlke  gibt  es  allerdings  nicht  wenige  andere,  in  denen 
ebenfalls  Punkte  mit  kleinen  lateimscken  Biuhstdben  statt  mit  großen  be- 
zeichnet sind,  z.  B.:  J.  C.  6.  Hampel,  Geometrische  Konstruktionen,  Weimar 
1839;  W.  Marx,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie,  Nürnberg  1885; 
A.  Mannheim,  G^m^trie  cinematique,  Paris  1894.  £ine  etwas  toII- 
ständigere  Liste  w&re  sicher  ganz  erwünscht.  M. 


J,  11,^  S.  Der  in  der  Encjklopädie  der  mathem.  Wissenschaften^ 
Bd.  1,  S.  1028,  Anm.  423  erwähnte  antOogarithmische  Mafistab  zur  Be- 
stinmiung  von  Flftcheninhalten  ist,  wie  unsere  Anfrage  bei  seinem  Erfinder, 
Herrn  Joh.  Schnöckel,  yereid.  Landmesser  in  Düren  (Bhld.),  Kölnerstr.  101, 
ergeben  hat,  bis  jetzt  nicht  in  den  Handel  gekommen,  kann  jedoch  beim 
Er6nder  bestellt  werden.  Wir  können  noch  mitteilen,  daß  Herr  Schnöckel 
neue  Anwendungen  des  antilogarithmischen  Maßstabes  gefunden  hat,  die  er 
in  dieser  Zeitschrift  veröffentlichen  wird.  M. 
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Study  9  E.  Oeometrie  der  Dynamen.  Die  ZuBammenBetsang  von 
Kräften  und  verwandte  G-egenstände  der  Geometrie.  Leipzig  1902. 
B.  G.  Teubner.     XIII  u.  603  S.     gr.  8®. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  Gebilden  der  Liniengeometrie  und  den 
Lehren  der  Kinematik  und  Dynamik  eines  starren  Körpers  sind  schon  in 
den  ersten  Anfangen  beider  Disziplinen  bei  Mob  ins  und  Plücker  hervor- 
getreten und  seither  nach  vielen  Richtungen  ins  einzelne  ausgearbeitet  und 
verwertet  worden.  Der  Verfasser  hat  jedoch  diese  Gebiete  zum  erstenmale 
systematisch  unter  den  Gesichtspunkten  der  Gruppentheorie  und  Mengenlehre 
bearbeitet  und  nicht  nur  neue  Einzelheiten  hinzugefElgt,  sondern  auch  die 
Grundlagen  für  ein  festes  Urteil  über  die  Tragweite  seiner  Methoden  an 
sich  und  für  verwandte  Gebiete  geschaffen. 

Schon  in  einer  Reihe  von  Aufsätzen,  welche  in  den  Berichten  der 
sächsischen  Akademie,  der  deatschen  Mathematikervereinigung  und  den  mathe- 
matischen Annalen  erschienen  sind,  hat  der  Verfasser  einen  Teil  seiner 
Methoden,  aber  auch  seinen  grundsätzlichen  kritischen  Standpunkt  gegenüber 
den  Arbeiten  anderer  Autoren  auseinandergesetzt,  und  auch  hier  nimmt  er 
Gelegenheit,  darauf  zurückzukommen  und  nachdrücklich  die  Forderung  zu 
vertreten,  daß  auch  auf  dem  Gebiete  der  Geometrie  den  Grenz-  und  Aus- 
nahmefällen dieselbe  Beachtung  zuteil  werde,  wie  im  Gebiete  der  Analysis. 
Wir  berichten  nun  über  den  Inhalt. 

Neben  die  bisher  ausschließlich  zur  Zusanmiensetzung  von  Kräften  ver- 
wendete Figur  des  Stabes,  d.  i.  einer  auf  einer  bestimmten  Geraden  ver- 
schiebbaren Strecke,  stellt  der  Verfasser  im  ersten  Abschnitt  zwei  andere 
Figuren:  den  Keil,  d.  i.  ein  um  die  gemeinsame  Gerade  drehbares  Ebenen- 
paar  und  den  Quirl,  d.  i.  die  Figur  eines  Punktes  und  einer  Ebene.  Er 
zeigt,  daß  diese  Figuren  ebenso  einer  geometrischen  Addition  fähig  sind, 
welche  durch  zwei  Figuren,  das  Keiltrapez  und  das  Quirltrapez,  erklärt 
werden  können  und  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  analog  sind.  Dabei 
finden  nach  dem  Programm  des  V^assers  die  Ausartungen  und  die  als 
uneigentliche  Stäbe,  Keile,  Quirle  zu  bezeichnenden  Figuren  ihre  eingehende 
Erörterung. 

Zu  diesen  tritt  nun  die  Figur  des  Motors,  das  ist  eines  in  bestimmte 
Reihenfolge  gesetzten  Geradenpaares,  dessen  Gerade  einander  nicht  recht- 
winklig schneiden  oder  kreuzen.  Die  beiden  nacheinander  um  diese  Greraden 
des  Motors  ausgeführten  ümwendungen  (Drehungen  um  den  Winkel  n) 
liefern  eine  Schraubenbewegung,  welche  die  gemeinsame  Normale  der  beiden 
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Geraden  des  Motors  znr  Achse,  den  doppelten  kürzesten  Abstand  denelben 
zur  SchiebungsgrGße  und  deren  doppelten  Winkel  zur  Drehung  hat 

Damit  erkennt  man  die  Möglichkeit,  einem  Motor  eine  aUgememe 
Schraubung  zuzuordnen  und  die  Zweckmäßigkeit  der  Vorschrift,  Motoren 
einander  gleichzusetzen,  welche  zur  selben  Schraube  gehören.  Einer  all- 
gemeinen Summe  von  Stäben  (heteraptischen  Summe)  l&ßt  sich  alao  die 
Figur  des  Motors  zuordnen. 

Es  ergeben  sich  drei  Arten  von  Superposiüon  von  Bewegungen,  welche 
als  lineare,  korrelative  und  stereometrische  unterschieden  werden,  neben 
welche  eine  geometrische  und  eine  stereometrische  Addition  der  Motoren 
gestellt  wird. 

Die  Quelle  aller  dieser  verschiedenen  Konstruktionen  und  ihrer  in 
Ausartungen  wieder  viel&ch  durchbrochenen  Analogien  wird  darin  aufgedeckt, 
daß  die  betrachteten  Konstruktionen  aus  einem  geschlossenen  System  solcher 
im  nichteuklidischen  Baum  durch  Grenzübergang  hergeleitet  werden  können, 
wobei  jedoch  einzelne  Teile  und  Beziehungen  des  Gesamtsystems  ihren  Sinn 
verlieren. 

Während  bisher  vorwiegend  elementargeometrische  Methoden  zur  Ver- 
wendung konunen,  wird  im  zweiten  Abschnitt  die  analytische  Geometrie  und 
mit  ihr  die  symbolische  Darstellung  herangezogen,  um  die  Ergebnisse  des 
ersten  Abschnittes  algebraisch  zu  begründen  und  neue  Methoden  zu  gewinnen. 
Das  wichtigste  Hilfsmittel  zu  diesem  Zwecke  ist  die  Einführung  dualer 
Größen,  d.  h.  bikomplexer  Größen  von  der  Form  a  -f  de,  wo  a  und  5 
gewöhnliche  komplexe  Größen,  e  dagegen  eine  neue  Einheit  bezeichnet,  f&r 
welche  c'  =  0  ist. 

Es  zeigt  sich  dann,  daß  man  die  Verhältnisse  von  drei  reellen  duaLen 
Größen  2^ :  o:, :  x,  als  Koordinaten  eines  Strahles  verwenden  kann.  Es  sind 
im  Grunde  die  Verhältnisse  von  sechs  reellen  Größen,  welche  im  P  lücker  sehen 
Sinne  ab  Koordinaten  eines  Gewindes  (linearen  Komplexes)  aufzufassen  sind. 
Der  durch  die  dualen  Koordinaten  bestimmte  Strahl  ist  dann  die  Hauptachse 
des  Gewindes  oder  vielmehr  eines  ganzen  koaxialen  Bündels  von  soldien. 

Die  Einführung  dieser  dualen  Größen  gestattet  nun  die  Erklärnng 
dualer  Winkelgrößen  und  ihrer  trigonometrischen  Funktionen,  so  daß  eine 
Übertragung  der  sphärischen  Trigonometrie  auf  den  Strahlenraum  entsteht 

Diese  an  sich  schon  sehr  interessante  Tatsache  wird  noch  dahin  er- 
weitert, daß  man  nunmehr  den  einzelnen  Figuren,  Keil,  Motor  etc.,  alte^ 
nierende  duale  Formen  in  der  Weise  zuordnen  kann,  daß  den  verschiedenen 
Arten  der  Addition  auch  eine  einfache  Addition  der  zugeordneten  Formen 
entspricht. 

Die  Bewegungen  erscheinen  dann  als  orthogonale,  lineare,  duale  Tnms- 
formationen  eines  dualen,  temären  Gebietes.  Dieser  Umstand  leitet  zu  den 
Betrachtungen  des  dritten  Abschnittes  über,  als  deren  Hauptprohlem  die 
Klassifikation  der  linearen  Systeme  von  Gewinden  (Dynamen,  infinitesimalen 
Bewegungen)  anzusehen  ist.  Dabei  nehmen  insbesondere  die  geometrischen 
Orte  der  Hauptachsen  dieser  Gebilde  —  Ketten  genannt  —  besondere  Auf- 
merksamkeit in  Anspruch. 

Die  Methode  des  Verfassers  geht  nun  dahin,  daß  er  entsprechend  dem 
sich  selbst  reziproken  Charakter  des  Strahles  ^e  Strahlenmannigfaltigl^^i^ 
des  Baumes  sich  doppelt  überdeckt  denkt,  und  nun  die  Bestimmung  trifi, 
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daß  die  dualen  Koordinaten  der  Strahlen  der  einen  Schicht  kontragredient 
zu  denen  der  andern  Schicht  linearen  homogenen  Transformationen  unter- 
worfen werden. 

Nimmt  man  hierzu  noch  die  Vertaaschong  der  beiden  Schichten  und 
die  Ahnlichkeitstransformation,  so  entsteht  eine  Gruppe,  welche  als  die  der 
radialen  Eollineationen  und  Korrelationen  bezeichnet  wird  und  unter  dem 
Namen  der  radialen  Projektivitttt  die  Grundlage  für  das  Weitere  bildet. 
Analog  wie  Segre  Antiprojektivitftt  eingeftOirt  hat,  so  lassen  sich  auch  hier 
noch  Antikollineationen  und  Antikorrelationen  durch  Übergang  zu  konjugiert- 
dual  komplexen  Größen  definieren.  Diese  Transformationen  umfassen  dann 
alle,  welche  aus  dem  Normalennetz  eines  eigentlichen  Strahles  wieder  ein 
solches  hervorgehen  lassen. 

Um  nun  die  zn  entwickelnden  8&tze  möglichst  einfach  und  ohne  un- 
nötige Beschränkungen  aussprechen  zu  können,  ist  es  notwendig,  das  Kon- 
tiDuum  der  eigentlichen  Strahlen  zu  einem  abgeschlossenen  im  Sinne  Gantors 
zu  ergänzen,  und  zwar  so,  daß  die  radiale  Projektivität  ausnahmslos  bestimmt 
eindeutig  und  stetig  ißt. 

Die  Aufgabe  ist  vollständig  analog  der  in  der  (Geometrie  der  Ebene 
auftretenden  Frage  nach  der  Definition  der  uneigentlichen  Punkte  und  durch 
die  Gruppe  der  Operationen  bestimmt.  So  wie  in  der  £bene  die  Annahme 
der  projektiven  Gruppe  die  uneigentliche  Gerade,  dagegen  die  Annahme  der 
Gruppe  der  Inversionen  den  uneigentlichen  (unendlich  fernen)  Punkt  zum 
Abschluß  des  Kontinuums  erfordert,  so  zeigt  sich  hier,  daß  bei  der  Gruppe 
der  radialen  Projektivit&ten  die  Definition  der  uneigentlichen  Strahlen  ver- 
schieden ausfiEdlen  muß  von  der  Definition  eben  dieser  in  der  projektiven 
(Plückerschen)  Liniengeometrie.  Besonders  merkwürdig  aber  ist,  daß  dieser 
Forderung  auf  zwei  verschiedene  Arten  entsprochen  werden  kann.  Algebraisch 
findet  diese  Tatsache  ihren  Ausdruck  darin,  daß  das  Kontinuum  der  Strahlen 
auf  zwei  verschiedene  Arten  auf  vierfach  ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeiten 
des  Raumes  von  8,  resp.  17  Dimensionen  abgebildet  werden  kann. 

Es  ist  femer  klar,  daß  die  Außerachtlassung  der  unterschiede  in  der 
Definition  der  uneigentlichen  Elemente  ebenso  zu  Fehlem  f&hren  wird,  wie 
wenn  man  projektive  Sätze  ohne  weiteres,  also  mit  den  Grenzfällen,  auf  die 
Inversionsgeometrie  fibertragen  wollte. 

Nach  Erledigung  dieser  besonders  eingehend  behandelten  Fragen  wendet 
sich  der  Verfasser  nun  zu  dem  weiteren  Ausbau  der  Theorie  der  Systeme 
linearer  Gewinde,  der  dazugehörigen  Ketten  und  Kettenkongmenzen.  Dabei 
erfährt  auch  die  systematische  Stellung  der  radial  projektiven  Geometrie 
zur  euklidischen  eine  neue  Beleuchtung. 

Eine  auszugsweise  Wiedergabe  ist  aber  schon  wegen  der  Fülle  der  neu 
zu  erklärenden  Gebilde  unmöglich. 

Ein  Anhang  entvdckelt  eine  neue  Methode  der  Kinematik,  welche  so 
als  natfirliche  Erweiterung  der  Strahlengeometrie  im  radialprojektiven  Sinne 
erscheini 

Es  zeigt  sich  nämlich,  daß  die  Lage  eines  starren  Körpers  (Soma)  zu 
einem  festen  solchen  Körpers  (dem  Protosoma)  durch  die  Yerh&ltiiisse  von 
vier  dualen  Größen  gegeben  gedacht  werden  kann.  Damit  erscheinen  die 
Semen  als  ein  dual-quatemäres  Größengebiet,  und  die  ganze  Algebra  der 
linearen  dualen  Transformationen  läßt  sich  fOr  die  Lehre  von  den  Somen 
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und  Somenketten  verwerten,  da  die  grundlegenden  Formenbildimgen  wuk 
ein&che  geometrische  Bedeatong  haben. 

So  sagt  zum  Beispiel  die  Kovariante  der  vereinigten  Lage  durdi  ihr 
Verschwinden  aus,  daß  die  beiden  Semen  dnrch  ümschraubnng  aoseinander 
hervorgehen.  Aber  auch  eine  bestimmte,  einfache  Metrik  Iftfit  sich  entwickln 
und  in  einfacher  Weise  ein  Begriff  der  Entfernung  zweier  Somen  als  In- 
variante gegenüber  orthogonalen  Transformationen  aufweisen,  der  em£uh 
aus  der  halben  Drehung  und  der  halben  Schiebung  jener  Sdiraubung  zu- 
sammengesetzt ist,  welche  das  erste  Soma  in  das  zweite  überführt 

Der  Ausbau  der  so  begründeten  Somengeometrie  wird  nun  nach  den- 
selben Gesichtspunkten  begonnen  wie  die  der  radialprojektiven  Geometrie, 
deren  Weiterbildung  für  vier  Veränderliche  sie  ist 

Bei  dieser  Inhaltsangabe  mußten  wir  uns  begnügen,  dem  Leser  über 
die  wichtigsten  Objekte  und  Gesichtspunkte  zu  berichten,  welche  der  Ver- 
fasser geboten  hat  Man  mag  hieraus  ersehen,  daß  das  Werk  reichhaltig 
und  eigenartig  ist,  nicht  bloß  in  bezug  auf  Resultate,  sondern  auch,  was 
vielleicht  mehr  ist,  in  bezug  auf  Methoden  und  Auffassungen. 

Innsbruck.  Wibtingeb. 


VeröffentLiohung  des  EönigL  PreuBiBOhen  Oeod&tiBOhen  inatitata 
(Neue  Folge  Nr.  7.)  AetronoiniBOli-geodätisohe  Arbeiten  erster 
Ordnung.  Bestünmung  der  Längendifferens  Potsdam — Pulkowa 
ün  Jahre  190L 

Die  Arbeit  enth&lt  die  Beobachtungsergebnisse  der  deutschen  Beobachter 
Herren  Albrecht  und  Borraß  bei  der  Längenbestinmiung  Potsdam— 
Pulkowa  und  hat  im  wesentlichen  die  Form  anderer  L&ngenbestinmiuiigen 
des  geodätischen  Instituts.  Die  ca.  1  Stunde  9  Minuten  betragende  Lftngen- 
differenz  wurde  zu  zwei  Dritteln  zu  den  Zeitbestimmungen,  der  Rest  zu  den 
Signalwechseln  verwendet. 

Jede  vollständige  Zeitbestimmung  umfaßte  fönf  bis  sechs  Zenitsterne 
und  einen  Polstern.  An  jedem  vollständigen  Abend  wurden  sowohl  in 
Potsdam  wie  in  Pulkowa  fftnf  solcher  Gruppen  beobachtet,  davon  die  wst« 
nur  in  Potsdam,  die  letzte  nur  in  Pulkowa,  die  drei  mittleren  an  beiden 
Orten. 

Während  des  Durchganges  je  eines  Sternes  wurde  das  betreffende 
Passageinstrument  einmal  umgelegt  und  zehn  Bepsoldkontakte  in  jeder  Lage 
benutzt  Das  Niveau  wurde  gleichzeitig  mit  umgelegt  und  so  die  Neigung 
ohne  Umhängen  des  Niveaus  erhalten. 

Der  mittlere  Fehler  des  arithmetischen  Mittels  aus  je  einem  Kontakte 
Kreis  Ost  und  Kreis  West  ergibt  sich  im  Mittel  aus  den  beiden  Beobachtern 
etwa  zu: 

m  =y(o»048)>  +  (0»0228)>sec*  d. 

Bei  Herrn  Albrecht  scheint  keine  Helligkeitsgleichung  vorhanden  zu 
sein,  wohl  aber  bei  Herrn  Borraß.  Dies  könnte  sich  in  der  Tat  wohl 
dadurch  erklären,  daß  das  von  ersterem  durchgehend  benutzte  Instrument 
81  mm  Öffnung  hatte,  während  das  von  letzterem  benutzte  Instrument  bei 
nahezu  gleicher  Brennweite  nur  68  mm  Öffnung  hatte. 
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Die  Positionen  der  Sterne  sind  dem  Berliner  Jahrbucbe  entnommen 
worden  mit  Anbringung  der  Auwersscben  Korrektionen.  Trotzdem  sind 
aber  an  den  Bektaszensionen  noch  Korrektionen  angebracht  worden,  um  das 
Beobachtnngsmaterial  homogener  zu  machen.  Diese  Korrektionen  scheinen, 
wenn  man  die  Gesamtheit  der  Resultate  betrachtet,  im  allgemeinen  reell 
zu  sein. 

Die  Signalwechsel  wurden  zwischen  den  Zeitbestimmungen  des  geo- 
dätischen Instituts  unter  strengem  Ausgleich  der  Stromstärken  ausgef^irt. 
Obgleich  zwischen  Berlin  und  Petersburg  nur  ältere  EisendrahÜeitungen 
vorhanden  waren,  hat  sich  doch  keine  merkbare  Beeinflussung  des  Besultets 
herausgestellt,  es  bedurfte  aber  kräftiger  Batterien  von  je  300  Meidinger 
Elementen. 

So  zeigen  denn  auch  die  Werte  f%Lr  die  Stromzeit  an  den  verschiedenen 
Beobachtangsabenden  eine  bemerkenswerte  Übereinstimmung. 

Übrigens  haben  die  Beobachter  am  22.  September  die  Stromstärke 
variiert,  ohne  einen  merklichen  Einfluß  auf  die  Signalwechsel  zu  finden 
(S.  35 — 36).  Interessant  ist,  daß  die  Stromzeit  auf  der  1696  km  langen 
Eisendrahtleitnng  Potsdam — Pulkowa  mehr  als  doppelt  so  groß  war,  als  auf 
der  1878  km  langen  Bronzedrahtleitung  Potsdam — Bukarest. 

Die  Kontaktbreite  und  der  tote  Gang  der  Mikrometerschrauben  sind 
durch  wenige  Messungen  sehr  genau  erhalten  worden. 

Der  mittlere  Fehler  der  ührkorrektion  aus  einem  Stern  ergibt  sich 
im  Mittel  zu  ±  0?034,  und  zwar  in  Pulkowa  wohl  infolge  des  imgünstigeren 
Klimas  etwas  größer  als  in  Potsdam. 

Die  Summe  der  persönlichen  und  instrumentellen  Gleichung  ergibt  sich 
zu  —  0?025,  was  hauptsächlich  durch  die  Verschiedenheit  der  angewandten 
Instrumente  bedingt  zu  sein  scheint. 

Der  mittlere  Fehler  eines  vollen  Tagesresultates  ergibt  sich  aus  der 
Übereinstimmung  der  Tagesresultate  untereinander  zu  ±  Of018. 

Greifswald.  W.  Ebbrt. 

P.  Gfissfeldt.  anmdzüge  der  astronomiBOh-geographiBOlien  Orts- 
beetiimniing  auf .  Forsohnngsreisen  tmd  die  Entwicklung  der 
hierfür  maflgebenden  mathematiBOh-geometriBohen  Begriffe.    XIX 

u.  377  S.,    8^     Braunschweig  1902  (auf  dem  Umschlag  1903). 

Dieses  Werk  will  vorwiegend  vom  pädagogischen  Standpunkte  beur- 
teilt werden;  auch  so  scheint  es  nicht  ganz  leicht,  ihm  vollkonunen  gerecht 
zu  werden. 

Die  ersten  90  Seiten  befassen  sich  mit  den  geometrischen  und  ana- 
lytischen Grundlagen  des  zu  behandelnden  Stoffes  und  zwar  unter  Voraus- 
setzung der  geringstmöglichen  Vorkenntnisse.  Der  dritte  Abschnitt  leitet 
mit  den  „tatsächlichen  Grundlagen  der  astronomisch -geographischen  Orts- 
bestimmung^' über  zum  engeren  Thema.  Der  Erläuterung  der  verschiedenen 
Koordinatensysteme,  der  aus  der  scheinbaren  Bewegung  der  Himmelskugel 
hervorgehenden  einfachen  Beziehungen  wird  ein  breiter  Raum  gewidmet. 
Der  vierte  Abschnitt  „Zeit  und  Zeitmessung^',  bringt  zunächst  die  Definition 
des  Prinzips  aller  Zeitmessung  in  der  Form:  „Durch  identische  Vorgänge 
werden  identische  Zeitintervalle   erfiült''.     Dann  folgt  die  Besprechung  der 
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a^^tronomudieB  Zehembeiten,  der  Kalenderrechnung,  der  Verwandlung  der 
TerschiedeneD  Zeitarten  und  eme  Betraehtang  des  Sonnenlaufis  in  seiner 
Wirkung  auf  KHmate  und  Jmbresieiten.  Im  nftchsten  Abschnitt  findet  ma 
eine  elemenUre  Dantelliuig  der  sphärischen  Trigonometrie  und  ihrer 
Anwendung  auf  das  astronomische  Gnmddreieck.  Die  Fehlertheorie  d« 
üniTersals  im  6  toi  Abschnitt  setzt  die  Kenntnis  des  Instromentes  und 
seiner  Handhahnng  Tormns,  unterweist  indes  erschöpfend  im  richtigen 
Gebrauch. 

Auf  Seite  245  —  das  Buch  zählt  im  ganzen  368  Seiten  Text  - 
beginnt  der  Vortrag  der  eigentficheu  ^essnngsmethoden  für  Zeit,  Polhöhe 
nnd  Azimnt^,  dem  aber  noch  eine  Ibrklftnmg  von  „Uhren,  Ulirko]Teli:tioB 
und  ührgang^,  anf  4^  Seiten  vorangeschickt  ist.  Bei  der  Zeitbestimmang 
mittelst  2^nitdistanzen  wird  das  UniYersal  angenommen  und  die  Manipulation 
am  Instmment  nnd  die  Berechnung  ausführlich  beschrieben.  Die  Ganghe- 
stimmnng  einer  Uhr  nadi  dem  Olbersschen  Vorschlag  (Verschwinden  eines 
Sternes  hinter  der  vertikalen  Kante  eines  terrestrischen  Gegenstandes)  schließt 
sich  kurz  an.  Sodann  folgt  eine  wiedemm  umständliche  Darl^ong  der 
Zeitbestimmung  ans  korrespondierenden  Höhen.  Zur  Polhohenbestimmung 
wird  auf  9^  Seiten  die  Methode  der  Oircummeridianhöhen  gelehrt  und  die 
gleichzeitige  Ermittelung  von  Zeit  und  Polhöhe  durch  die  Beschreibung  der 
indirekten  Methode  erledigt  Mit  der  Azimutsbestimmung  durch  die  Sonne 
schließt  dieser  Abschnitt,  ftbr  dessen  s&mtliche  Methoden,  wie  nochmals  her?or 
gehoben  sei,  dem  Universal  der  Vorzug  gegeben  wird. 

Bei  der  Behandlung  der  Fehlereinflüsse  der  verschiedenen  St&cke  des  Grand- 
dreiecks  im  8ten  Abschnitt  hat  der  Verf.  die  Gmndbegriffe  der  Diffwential- 
rechnung  (bis  auf  den  Tajlorschen  Lehrsatz)  auf  6  Seiten  dargelegt  Ohne 
Differentialrechnung  die  Frage  einfacher  zu  lösen,  hatte  eher  in  den 
Rahmen  des  Buches  gepaßt  ,^as  nautische  Jahrbuch  und  der  Gebrauch 
fOnfstelliger  Logarithmen'^  „Beispiele  für  das  numerische  Rechnen  angestellter 
Beobachtungen^',  „Meridianellipse  und  Gestirnsparallaxe''  füllen  den  9teii 
lOten,  Uten  Abschnitt  Der  12te  bringt  die  „Methoden  der  Langenbe- 
stimmung",    von  denen    eingehend    nur    diejenige    durch    Stembedeckungni 

2  8in«| 
behandelt  wird.  —  Der  Anhang  enthalt  Tafeln  für  log     .      .,     und  för 

2  8in*| 

log    -r— ,-,,     . 

o   gm  1 

überblickt  man  den  sachlichen  Inhalt  des  Werkes,  so  erkennt  man, 
daß  es  vertraut  gemacht  hat  mit  der  Zeitbestimmung  durch  Höhen 
beim  L  Vertikal  und  durch  korrespondierende  Höhen,  mit  der  Polhöhen- 
bestimmung durch  Gircummeridianhöhen  und  der  L&ngenbestinmiang  durch 
Stembedeckungen.  Einige  andere  Methoden  sind  indes  soweit  gesireift 
worden,  daß  ein  aufmerksamer  Leser  sie  sich  selbst  leicht  wird  konstnaeren 
können. 

Straßburg  L  E.  C.  W.  WiBTZ. 
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S.  Oftnfher.  ABtronomlBOhe  Oeographie.  16^,  170  Seiten.  Leipzig  1902. 
Sammlimg  Göschen  Nr.  92. 

In  dem  kleinen  Werkchen,  welches  alle  Vorzüge  Güntherscher  Dar- 
stellmig  aufweist,  fixiert  der  Verf.  das  Programm  der  astronomischen  Geo- 
graphie wie  folgt:  ,yErmittelt  sollen  werden  die  Gestalt  und  Größe  des 
Erdkörpers,  dessen  Bewegungsverhftltnisse  im  Baume  und  die  Methoden  der 
geographischen  Ortshestimmung;  letztere  im  ausdrücklichen  Zusammenhang 
mit  der  Frage,  oh  das  EoordinatensTstem,  auf  welches  man  sich  zu  heziehen 
pflegt,  als  ein  vollkommen  stabiles  oder  als  ein  selbst  in  seiner  Lage  ver- 
änderliches anzuerkennen  seL^^  Die  hier  angedeuteten  Aufgaben  finden  eine 
ansprechende  und  kurze  Darstellung,  sodaß  nicht  nur  der  Laie,  sondern 
auch  der  Physiker  und  Astronom  das  reichhaltige  in  14  Kapitel  gegliederte 
Buch  noch  mit  Vergnügen  durchlesen  wird.  Den  Wert  des  Buches  erhöhen 
nicht  wenig  die  zahlreichen  historischen  Anmerkungen  und  Hinweise.  Auch 
jedem,  der  als  Lehrer  mit  dem  Gegenstande  zu  tun  hat,  wird  es  sehr  will- 
kommen sein. 

Straßburg  i  E.  C.  W  Wirtz. 

C.  T.  Dillmami«  ABtronomiBOhe  Briefe.  Neue  Folge.  Kometen,  Sonne, 
Fixsterne.     8^     HI  u.  234  S.     Tübingen  1901. 

Li  schlichter  und  klarer  Darstellung  behandelt  der  Verfasser  einige 
Kapitel  der  deskriptiven  Astronomie.  Die  einzelnen  Abschnitte  stehen  in 
keinem  inneren  Zusammenhang;  jeder  Brief  ist  vielmehr  ein  in  sich  ge- 
schlossenes Ganzes.  Durch  zahlreiche  historische  Einstreuungen  wird  der 
Stoff  angenehm  belebt.  Hier  und  da  stießen  uns  zwar  schiefe  Ausdrücke, 
aber  keine  direkten  Unrichtigkeiten  auf.  Auch  die  nötige  Vorsicht  im 
Vortrag  noch  nicht  gesicherten  astronomischen  Wissens  wird  man  dem  Buche 
nicht  absprechen  können. 

Straßburg  i  E.  C.  W.  Wirtz. 

Schubert  (Hamburg).    Neuer  ewiger  Kalender  anr  Besümmaiig  des 

Woohentagea   für  jedes  beliebige  Datum  naoh  und  vor  Christi 

Geburt,  mit  Berücksichtigung  der  Ausnahmejahre  42  vor  bis  4  nach 

Christi  Geburt  und  zur  Bestimmung  der  Daten  der  christlichen  Feste. 

8^     6  S.  auf  Carton.     Leipzig  1902. 

Das  übersichtlich  angeordnete  Werkchen  zerfällt  in   5  Tabellen,   von 

denen  I  und  11  der  Bestimmung  des  Wochentages  eines  beliebigen  vorgelegten 

Datums  alten  oder  neuen  Stils  gewidmet  sind.    I  ist  in  3  Tabellen  gespalten, 

gfilüg  der  Reihe  nach  für  die   Jahre  nach  Christo,  vor  Christo  und  die 

Ausnahmejahre   42    vor  bis  4   nach  Christo.     Den   gesuchten  Wochentag 

findet  man  recht  einfach  durch  Eingehen  in  2  Tafeln  mit  je  2  Argumenten. 

Tabelle  m   und  IV   vermitteln    in   Verbindung   mit   I   die   Kenntnis   des 

Osterdatums  und  Tabelle  V  die  Festsetzung  einiger  von  Ostern  abhängiger  Feste. 

Straßburg  L  E.  C.  W.  Wibtz. 
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1«  Mdan:«,  A.  F.,  AitroiMMiue.  GrSAe,  Bew^^ong  und  Entfernung  der  Himmel»- 
kOrper.  (Saaunhmg  G^teehen  Xr.  11.)  10.  Terb.  Aufl.  bearb.  ▼.  Walt  F.  Wisliceoas. 
12\  170  S.  m.  3«  Abb.  n.  1  Kttte  des  nözdL  StemhinunelB.  Leipzig,  GCschen. 

geb.  in  Leinw.  ¥.  80. 

DanteDMie  Geometrie. 

8.  Mcun,  Cabl  Hbmb.,  und  Pbbslbb,  Otto,  Leitfaden  der  Projektionslehre. 
Ein  übnngabnch  der  konatruierenden  Stereometrie.  Ausgabe  A  Voizogs- 
weiBe  für  Realgymnasien  u.  Obenealachulen.  Leipzig,  Teubner.  geb.  M.  4. 
—  Daaielbe.  Ausgabe  B.  PSr  Gjmnarien  und  secbBsiniige  Bealaostsltea. 
Ebenda.  geb.  M.  1 

Medunllu 

t.  Gauss,  Cau.  Fusduch,  Allgemeine  Grundlagen  einer  Tbeorie  der  Gestalt  to& 
Flüssigkeiten  im  Zustand  des  Gleichgewichts.  Übers,  v.  Rudolf  H.  Weber 
hisg.  ▼.  H.  Weber.  (Osiwalds  Klassiker  Nr.  135.)  Leipzig,  Engelmann.  6^ 
73  8.  geb.  H.  1.20. 

4.  MsHBTSHs,  Gbo.  CmuBTora,  Vorlesungen  über  Statik  der  Baukonstraktionen 
und  Festigkeitslehre.  (In  3  Bdn.)  1.  Bd.  Rinfahrnng  in  die  GrundliigeiL 
gr.  8*,  XYI  u.  423  S.  m.  377  s.  Tl.  fiu-b.  Fig.    Leipzig,  Engelmann. 

M.  20;  geb.  in  Leinw.  M.  21 

5.  ScHssv,  JcL.,  Festi^eitsberechnung  größerer  Drehstrommaschinen,  gr.  8*, 
lY  u.  69  S.  m.  46  Fig.  u.  1  Doppeltaf.    Leipzig,  Teubner.  M.  1.60 

Pkyaik. 

6.  Atkissoh,  A.  A.,  Electrical  and  magnetic  calculations;  for  the  use  of  eleetrieil 
engineers  and  artisans,  teachers,  students,  and  all  others  interested  ia  the 
theory  and  application  of  electricitj  and  magnetism.  2^  edition,  rerisei 
New  York,  Van  Nostrand.    12mo.     7  -f  310  pp.  CLofk.  $  IM 

7.  Baukb,  Hsniz,  Telegraphie  ohne  Draht,  Rfintgenstrahlen,  Teslalichi  Eise 
Einführung  in  die  neueren  elektrophysikalischen  Forschungen  und  dereo 
praktische  Ausgestaltung.  8^  Vn  u.  230  S.  m.  98  Abb.  Berlin,  Doncker.   M.  4 

8«  Bbrlihbb,  Axhold,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  in  elementarer  Dv- 
stellung.  gr.  8»,  XVI  u.  867  S.  m,^  3  lith.  Taf.  u.  696  zum  TL  ferb.  Abb. 
Jena,  Fischer.  M.  14;  geb.  H.  16.M. 

9.  Bobdisb,  H.,  Pr^is  de  physique  biologique.  2*  ^t.  revue  et  corrig^.  In-^- 
avec  288  fig.  dont  20  en  coul.  dans  le  texte  et  1  pl.   Paris,  Doin.    Cari  Fis.  t 

10.  BouBSDfBsq,  J.,  Th^rie  analytique  de  la  chaleur,  mise  en  harmonie  STeclft 
thermodynamique  et  ayec  la  th^orie  m^canique  de  la  lumi^.  Tome  H 
Refroidissement  et  ^chauffement  par  rayonnement.  Conductibilit^  des  tigec, 
lames  et  masses  cristallines.  Courants  de  convection.  Th^rie  m^caniqne  ^ 
la  lumiftre.    Gr.  8«,  XXXII  et  626  p.    Paris,  Gauthier-Villars.  Pn  ^^ 

11.  Glassbn,  J.,  Theorie  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus.  1.  Bd.  ESektro- 
statik  und  Elektrokinetik.  (Sammlung  Schubert  XLI.)  8^  X  u.  184  S.  Leipzigs 
Göschen.  geb.  in  Leinw.  M.  5. 
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12.  Fabaoat,  Miobabl,  Ezpeiimental-ünteiBTichimgen  über  Elektrizität.  XVI.  und 
Xyn.  Reihe.  Hrsg.  ▼.  A.  J.  y.  Oettingen.  (Ostwalds  Klassiker  Kr.  134).  8^ 
103  S.  m.  18  Fig.    Leipzig,  Engelmann.  geb.  M.  1.60. 

IS.  —  Dasselbe,  XYIII.  nnd  XIX.  Reihe.  (Ostwalds  Klassiker  Nr.  136.)  8^  58  S. 
m.  11  Fig.    Ebenda.  geb.  M.  1.20. 

14.  FoBTscHRFTTB,  Die,  der  Physik  im  J.  1902.  Dargestellt  von  der  deutschen 
physikal.  Gesellschaft.  68.  Jahrg.  1.  Abüg.  Physik  der  Materie,  gr.  8<^,  XL 
a.  496  S.    Braunschweig,  Vieweg  k  Sohn.  M.  20. 

15.  Gbüsbebo,  Yixt.,  Hypothese  zur  Thermodynamik.  Versuch  einer  leichtfaßl. 
Darstellung  einiger  Prinzipe  der  Molekulartheorie  mit  Zugrundelegung  der 
Keplerschen  Gesetze  für  die  Planetenbewegung,  gr.  8'*,  VI  u.  73  S.  m.  10  Fig. 
u.  7  Tab.    Leipzig,  Barth.  M.  3. 

16.  HKLFmrsTEDr,  A.,  Die  Energie  und  ihre  Formen.  Kritische  Studien,  gr.  8^, 
IV  u.  162  S.    Wien,  Deuticke.  M.  4.20. 

17.  MkHLEB,  G.,  Physikalische  Formelsammlung.  (Sammlung  Göschen  Kr.  136.) 
2.verb.  Aufl.  12®,  190  S.  m.  66  Fig.  Leipzig,  Göschen,   geb.  in  Leinw.  M.  —.80. 

18.  Matthissbn,  Lüdwio,  Die  astigmatische  Brechung  der  Sonnenstrahlen  im 
Regenbogen.  Mit  Anwendung  von  Kettenbruch -Determinanten  dargestellt. 
(Publikationen  des  astronomisch-meteoronomischen  Observatoriums  zu  Rostock.) 
4«,  14  S.  m.  9  Abb.  auf  6  Taf.    Rostock,  Boldt. 

19.  MiLLBB,  Ahdk.,  Vergleich  der  elektrischen  Kontakt-  und  Influenzwirkung. 
Progr.    gr.  8^  16  S.    München,  Kellerer.  M.  1. 

20.  Rbtghlxb,  A.,  Physikalisch -chemische  Theorieen.  Kach  der  3.  Aufl.  des 
Originalfl  bearb.  v.  B.  Kühn.  gr.  8^  XII  u.  389  S.  m.  Abb.  Braunschweig, 
Vieweg  &  Sohn.  M.  9;  geb.  in  Leinw.  M.  10. 

Tafeln.    Bechenapparate.    Zeielienwerkzenge. 

21.  d'Ogaomx,  Maubicb,  Expos^  synthätique  des  principes  fondamentaux  de  la 
Komographie.    In-4^  63  p.    Paris,  Gauthiers- Villars. 

22.  Pbllbhh,  G.,  Der  Pantograph.  1603.  1903.  Vom  ürstorchschnabel  zur  modernen 
Zeichenmaschine.  Mit  18  Abbildungen  versch.  Pantographen ,  7  Textfiguren, 
1  Übersicht  der  Übertragungssysteme.  [Aus:  „Deutsche  Mechaniker-Zeitung'^ 
m.  e.  Nachtrag.]    Lex.  8^  20  S.    Berlin,  Reimer.  M.  1. 

28.  ScHRÖDSB,  C,  Die  Rechenapparate  der  Gegenwart,  gesammelt,  geordnet,  be- 
schrieben und  begutachtet.    8^,  112  S.    Magdeburg.  M.  2. 

24.  Tablb  ds  LoaARTTHifKs  k  cinq  d^cimales  des  nombres  naturels  de  1  ä  10  000 
et  des  ligneS'trigonomdtriques  des  arcs  du  premier  quadrant  dans  les  deux 
syst^mes  de  la  division  cent^simale  et  de  la  division  sexag^simale  de  la 
circonf(§rence,  avec  un  Supplement  et  un  Formulaire  rddig^s  par  M.  ChoUet. 
in-12^    Paris,  Garnier  fr^re.  Cart  Frs.  3. 

25.  ^AMA^  F.  J.,  Handleiding  voor  het  gebruik  van  de  rekenliniaal  yan  Dennert 
en  Pape,  Faber  en  Tavemier-Gravet.  8^  32  blz.  Rotterdam,  K\jgh  &  van  Ditmar. 

Fl.  —.60. 

26.  WiTKowsKi,  A.  W.,  Tablice  logarytmowe  i  goniometryczne  czterocyfrowe. 
Osobne  odbicie  z  „Tablic  matematyczno-fizycznych*^  autora.  Warszawa,  wy- 
dawnictwo  redakcyi  „Wiadomo6ci  Matematycznych'^ 

Venehiedenes. 

27.  HoLZMüLLXB,  GüSTAT,  Methodischcs  Lehrbuch  der  Elementannathematik.  8.  Teil. 
Lehr-  und  Übungsstoff  zur  freien  Auswahl  für  die  Oberklassen  realistischer 
Vollanstalten  und  höherer  Fachschulen,  nebst  Vorbereitungen  auf  die  Hoch- 
schulmathematik. 2.  Aufl.,  im  Anschluß  an  die  neuen  preußischen  LehrpUne 
mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Anwendungen  bearbeitet.  8^,  XIV  u. 
370  S.  m.  223  Fig.    Leipzig  u.  Berlin,  Teubner. 


2^8  Nene  Bficher..  —  Eingelanfene  Schriften. 

28.  ScBBKBBs,  K.,  Die  Eiafhnaschinen.  Vorlerongen  über  die  wichtig^en  der  ni 
Zeit  gebrauchten  Kraftmaschinen,  für  ZnhOrer  aller  Falnilt&ten  an  der  Uni- 
writat  Greifswald  gehalten.  8«,  XH  n.  848  S.  m.  66  Abb.  u.  1  T«f.  Leipäg, 
Teubner. 


EingelaiifeiLe  Schriften. 

[In  dieser  Abteilung  werden  alle  eingelaufenen  Schriften  regelin&fiig  aofgefakt 
Die  Besprechung  geeigneter  Schriften   bleibt  vorbehalten.     Rücksendung  findet 

nicht  statt.] 
Bauvb,   Gustav,   Vorlesungen  über  Algebra.    Hrsg.  vom  Mathematischen  Verein 

München.    Mit  dem  Bildnis  Gustav  Bauers  als  Titelbild,    gr.  8*  VI  u.  876  S. 

m.  11  Fig.    Leipzig,  Teubner.  geb.  in  Leinw.  M.  IS. 

BoüssniEsq,  J.,  Theorie  analytique  de  la  chaleur,  s.  N.  B.  („Neue  Bücher"),  Nr.  10. 
DicKSOH,  LsoMABD  EuoKXE,  Temarj  orthogonal  groups  in  a  general  field,  and  the 

groups  defined  for  a  general  field  by  the  rotation  group.    Reprints  htm  tk 

University   of  Chicago  Decennial  Publications.    !■*  ser.   vol.  IX.    4*,  26  pp. 

Chicago,  The  University  of  Chicago  Press.  #  -.W. 

FxHKHSB,  Huoo,  Lehrbuch  der  Geometrie  für  den  mathematischen  Unterricht  an 

höheren  Lehranstalten.    I.  Teil:  Ebene  Geometrie.    4.  umgearb.  u.  vermehrte 

Aufl.    Berlin,  Salle.  M.  2.S0 

Gauss,   C.  Fb.,   Allgemeine   Grundlagen  einer  Theorie  der  Gestalt  von  Flfluig- 

keiten  .  .  .,  s.  N.  B.  8. 
Hbltshstkih,  A.,  Die  Energie  und  ihre  Formen,  s.  N.  B.  16. 
HiTTORP,  W.,  Über  die  Wanderung  der  Jonen  wahrend  der  Elektrolyse.  (1863—1869.) 

Erster  Teü.    Hrsg.  v.  W.  Ostwald.    (Ostwalds  Klassiker  Nr.  21.)   2.  erweiterte 

Aufl.    8^  116  S.  m.  1  Taf.    Leipzig,  Engelmann.  geb.  M.  1.60 

HoLSMÜLLBR,   G. ,    Mcthodisches   Lehrbuch  der  Elementarmathematik.    3.  T.,  s- 

N.  B.  27. 
HuTOHXNs,   Chb.,   Abhandlung  über   das   Licht  (1678).     Hrsg.   von   £.  Lonunel. 

(Ostwalds  Klassiker  Nr.  20.)      In   2.  Aufl.   durchgesehen  u.   berichtigt  von 

A.  J.  V.  Oettingen.    S\  116  S.  m.  76  Fig.    Leipzig,  Engelmann.     geb.  M.  9 
KwiBTnxwBKi,  SnvAH,   Über  die  Fl&chen  des  vierdimensionalen  Baumes,  deten 

sämtliche  Tangentialebenen  untereinander  gleichvrinklig  sind,  und  ihre  Be- 
ziehung zu  den  ebenen  Kurven.    Diss.    gr.  8^  61  8.    Zürich,  Speidel.    M.  1. 

Maschxb,  HsnnucH,  Invariante  and  Covariants  of  quadratic  differential  quantics 
of  n  variables.  Beprint  from  the  University  of  Chicago  Decennial  Pabli- 
cations,  1«*  ser.  vol.  IX.  4«,  14  pp.  Chicago,  The  University  of  Chicago 
Press.  #  -.26. 

Matthisssbn,  L.,  Die  astigmatische  Brechung  der  Sonnenstrahlen  im  Begenbogen, 

B.  N.  B.  18. 

MüLLBR,  C.  H.,  u.  Pbislbr,  0.,  Leitfaden  der  Projektionslehre.  Ausgabe  A  u.  B, 
8.  N.  B.  2. 

BoBiR,  Gustavs,  (Envres  scientiAques.  Mathämatiques :  Th^rie  nouvelle  des 
fonctions,  exclusivement  fond^e  sur  Tid^e  de  nombre.  Gr.  8*.  Paris,  Oauthier- 
Villars.  P"-  7- 

Schenk,  Jül.,  Festigkeitsberechnung  größerer  Drehstrommaschinen,  s.  N.  B.  6. 

ScHRSBEB,  K.,  Die  Kraftmaschinen,  s.  N.  B.  28. 

ScHwnuKO,  Kabl,  Sammlung  von  Ausgaben  ans  der  Arithmetik  tüx  höhere  Lehr- 
anstalten.   2.  Lehrgang.    2.,  verbesserte  Aufl.    Freiburg  L  B.,  Herder. 

M.  1.20;  geb.  M.  1.60. 

WiTKowsn,  A.  W.,  Tablice  logarytmowe  i  goniometryczne  czterocyfirowe,  ».  N.  B.  W. 


Neuester  Verlag  von  B.  G.  Teufener  in  Leipzig. 


Bloohinaim^  l)r.  Bndolf  in  Kiel,  die  drahtlose^Telegraphie  in  ihrer  Ver- 
wendung für  nantische  Zwecke.  Nach  einem  auf  der  84.  Jahresyersammlnng 
des  Deutschen  Kautischen  Vereins  in  Berlin  gehaltenen  Vorträge  dargestellt. 
[24  8.]     gr.  8.     1903.     geh.  n.  UK  —  .60. 

Sneherer.  Dr.  A*  H..  Privatdozent  an  der  Universität  Bonn,  Elemente  der  Vektor- 
Analysis.  Mit  Beispielen  aus  der  theoretischen  Physik.  [VI  u.  91  S.]  gr.  8. 
1903.    geb.  ^2.40. 

Suckliardt*  H.y  Entwicklungen  nach  oscillierenden  Funktionen.  A.  u.  d.  T!: 
Jahresoericht  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung.  X.  Band.  gr.  8.  geh. 
l.Lfg.  [176  8.]  1901.  n.  UK  6.60;  2.Lfg.  [S.  177—400,]  1902.  n.  ^  7.60;  3.  Lfg. 
[8.401—768.]     1908.    n.  .iK  12.40.     4.  (Schluß-)Lieferung.  1904.   [Unter der PwBse.] 

SrQach^  Dr.  phil.  Wilhelm^  Oberlehrer,  Grundrifi  der  Elektrotechnik  für 
technische  Lehranstalten.  Mit  248  Abbildungen  im  Text.  [XI  u.  168  8.] 
gt.  8     1902.    geb.  n.  JC  S,— 

WemaiB*  Galileo,  wissenschaftliche  Grundlagen  der  Elektrotechnik. 
Kaca  den  Vorlesungen  über  Elektrotechnik  gehalten  in  dem  B.  Museo  Industrial 
in  Turin.  Deutsch  herausgegeben  von  Dr.  Leo'  Fnrasi.  Mit  161  Figuren  im 
Text.    [Xn  u.  358  8.]    gr.  8.    1901.    geb.  n.  .Ä  12.— 

IPöppl,  Prof  Bt.  Aag,j  Vorlesungen  über  technische  Mechanik.  In  4  Bänden. 
gr.  8.    Preis  des  ganzen  Werkes  in  4  Leinwand-Bänden  n.  JC  44. — 

I.  BMid.    Blnführnng  In  die  Meohauik.    (1.  Aufl.  1898.)    2.  Axifl.    [XIV  u.  41S  S.}    1900. 
geb.  n.  JC  10.— 
n.       —       Graphliohe  Statik.    (1.  Aufl.  1900.)    8.  Anfl.  [XH  u.  471  S.]    1903.    geb.  n.  »4t:  10.» 
in.       —       Featigkeitslehre.     (1.  Auff.  18i)7.)    2.  Anfl.    [XVni  n.  619  S.}   1900.    geh.  n.  ./AI  19.— 
IV.       —       Dynsmik.    (1.  Aiifl.  1899.)    2.  Aufl.  1901.     [XV  u.  Ö06  8.]    geb.  n.  ./Ä  12.— 

Kohlrausc^i  Dr.  F.^  Präsident  der  physikalisch -technischen  Reichsanstalt  in  Char- 
lottenburg, Lehrbuch  der  praKtischen  Physik.  Mit  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.  9.,  umgearb.  Auflage  des  Leitfadens  der  praktischen  Physik.  [XXVII 
u.  610  8.]    gr.  8.     1901.    In  biegsamen  Leinwandband  geb.  n.  JC  8.60. 

kleiner  Leitfaden  der  praktischen  Physik.   Mit  äsahlreichen  in  den 

Text  gedruckten  Figuren.   [XIX  u.  260  S.]   gr.  8.   1899.   In  Leinw.  geb.  n.  ./ä;  4 . — 

KtkUer,  J.^  Baurat  inEßlingen,  die  Proportion  des  goldenen  Schnittes  als  das 
geometrische  Ziel  der  stetigen  Entwicklung  und  die  daraus  hervor- 
sehBude  Fünfgestalt  mit  ihrer  durchgreifenden  Fünfgliederung. 
Mit  16  Figuren  auf  4  Tafehi.    [36  S.]    gr.  8.     1908.    geh.  n.  JC  1.60. 

die  Berechnung  der  Kessel-  und  Gef&ßwandungen.   In  zwei  Teilen. 

L  Teil:  Aufstellung  der  allgemeinen  Gleichungen.  Mit  6  Figuren. 
Mit  einem  Anhang;  Welches  Hindernis  versperrt  in  der  Knick-Theorie 
den  Weg  zur  richtigen  Erkenntnis!?   [62  S.]   gr.  8.   1902.   geh.  n.  JC  1.60. 

Mxifl£U  A^  0.  ö.  Professor  an  der  k.  k.  deutschen  technischen  Hochschule  in  Brünn^ 
Örundlagen  der  Theorie  und  des  Baues  der  Wärmekraftmaschinen. 
Zugleich  autorisierte,  erweiterte  deutsche  Ausgabe  des  Werkes  The  steam-engine 
and  other  heat-engines  von  J.  A.  Ewino,  Prof.  an  der  Universität  in  Cambridge. 
Mit  802  Abbildungen  im  Text.  [X  u.  794  S.]  gr.  8.  1902.  In  Leinw.  geb.  n.  .^  20.  — 

Periy»  Dr.  John^  F.  R.  S.,  Professor  der  Mechanik  und  Mathematik  am  Royal 
Uollege  of  Science  zu  London,  höhere  Analysis  für  Ingenieure.  Autorisierte 
deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  Robbbt  Fbickb,  o.  Professor  an  der  technischen 
Hochschule  zu  Braunschweig,  und  Fhitz  Süchtino,  Oberingenieur  am  städtischen 
Elektrizitätswerke  zu  Minden  i.  W.  Mit  106  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
[X  XL  428  S.]    gr,  8.     1902.    geb.  n.  JC  12.—  _ 

Ronth^  Bdward  Joh%  Sc.  D.,  LL.  D.,  F.  R.  S.,  etc.;  Ehrenmitglied  von  Peterhouse, 
Cambridge;  Mitglied  des  Senats  der  Universität  London,  die  Dynamik  der 
der  Systeme  starrer  Körper.  In  zwei  Bänden  mit  zahlreichen  Beispielen. 
Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  Adolf  Schepp,  Premierlieutenant  a.  D.  zu 
Wiesbaden.  Mit  einem  Vorwort  von  Professor  Dr.  Felix  Klein  zu  Göttingen. 
gr.  8.     1898.     In  Leinw.  geb..  n.  JC  24.— 

JElnxeln : 
L  B«nd:   Die  Element«.     Mit  57  Figuren  im  Text.     [XU  u.  473  S.]    n.  JC  10.— 
II.  (Schla0-)})and:  Die  höhere  Dynuraik.   Mit  38  Figuren  im  Text    [X  n.  544  S.]   n.JCU.~^ 
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EINLADUNG  ZUM 

III.  INTERNATIONALEN 

MATHEMATIKER-KONGRESZ 

VOM  8.-I3.  AUGUST  1904  IN  HEIDELBERG. 


Der  AusschuB  fQr  die  V0rbereitung 
des  Itl.  InterfiationaJen  Mathematiker* Kongresses: 

fL  Bm-TUhlnfim,  M.  Cairtor-Htlcii{l>trt|.  M*  Olttfli^imiittifrf.  w.v.Pv*-»^^ 
MiQßlieii,  A*  eul29ier-J«oi.  t*  Haotk-Serllt.  O.Hi  nnffeii*  fJ 

65tt<t0fiiiw  h*  KneMi^Berliii,  L  KOvifiberQar-MeliittDarii.  A.  Krurer-Kiiriff' 
mlift.  J,  Urotii-freilMirQ.  R.  lldhnke*8liHomrt  F.  Meyer 'Kefit0ibff9. 
C.RiiüQ«*HiMOVfir.  H«8oiiiliti1*Haiiib«r|«  f.Soliiic^lUrltrshe.  H*A*S€lr^iir7* 
B^HlA.     P.  Sfjdk&KKfeL     L  P,  Tnru1liill*IÜirl«ni1if..     H    Wi^li'^r.Slr&flborn 


Wogeo  PrQgf4uafl)'£ü«««iiiiii|  liHt«t  nun  »Ich  m  nendüo  m 
k         Prot  Or.  A.  Kraier,  Karttriiho  I.  B.»  WesfendstrEJto  57.        j 

Zu  Versuclia- IL Lehra wecken  ist  eine  kleine  A€etiiiiahitoro| 
battorie  mit  19  Elemeulen,  12  Ampere  bei  3htiindi| 
Eniltidun)^^  aowie  edne  da2ii  paasendB  DynamoiuaHcliine  nnd] 
Seluiltbrett  mit  allen  erforderlichen  Seha)! 
nnd  Meßinstrumenten  unt^r  außcirst 
zu  verkanten.     Die  Aol  ^  erst  vor   iviumi   /j^^iiw  Mm^tjoiji 

und  noch  in  n^^fri*^h  zu    » 

OafL  Ai^  a  unior  S.  N»  2  an  die  IC; 

Zeit8€hrift>  LeipziK*  Po^tstr^  3.  erbeten. 


[idlö^eu 


Le^ex  ipGii!*:nt!  ciupitiiiitüi. 
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B.  G.  Teubner  Sa  in  Leipzig. 

36.  Jahrgang. 
903.  Ausgabe  B.  1903. 

■     '  ■     'I    I    n   ■  I       ■      l'C.     I  1  ■■■  : 

hM  IGtleilQiig«!!,  di«  uileiitgeltUoh  in  «ZLen  Bqrtlmenttbaclihftndliiiigexi  sowte  fttieh  i^n 
ir  TirIjic«bnclilauKdl«Bg  stt  kftb«B  sind,  mUbii  dM  Pabliknm  Ton  den  enchlaaenMi, 
Bin  dar  Trmn   iMfindUebon   and   TOtbflMitoUn   Unternehmungen   dee   Teabneraohen 
Verl»g8  In  Kenntnie  letsen. 

Kt  alt  •  benklmeien  Bfteker  beflndeii  ideh  «nter  der  Prette  oder  in  Yorbenitung.  en 

============================================^  üe 

Der  Ansdebnang  deti  Terlages  entspreehend  erscheinen  die  i 

Utteilnni^n  in  swei  Ansgaben.   Die  erste  Ausgabe  (K)  teigt  zwei-  ^~ 

lil  jnurli^  die  Henersebeinnngen  anf  wissensebaftlicliem  Qebiete  ag 
Dl.  Die  1  weite  Ansirftl>^  (B)  erscheint  einmal  Jihrlieb  Ende  Aurnst 

nd  kfindigrt  die  fftr  Schule  und  Unterriebt  bestimmten  Bfleher,  ^^ 

»wie  Werbe  Ton  allgemeinerem  Interesse  an.  Ton  beiden  Ansgaben  oa 
rarden,  den  Fiebern  entsprechend,  Sonderansgaben  Tersandt;  anf 

Ifnseh  stehen  die  Getamtansgaben  xnr  TerfAgung.    Auch  werden  ^^ 

roi  allen  grdi^eren  Werken,  insbesondere  aneh  Ton  Unterrichts-  en 
irerkea,  gern  aosffthrlichere  Prospekte  sagestellt. 

Zum  mathematischen  »s 

und  naturwissenschaftlichen  Unterricht.  f ^ 

lie 

lrit|metif<|e  «ttfsftlen  «elfl  BeljrM  ker  «tit^etil,  Dorjttg«^  ^^^ 

torife  fftc  ^5^e  »ütgerf^ulcn,  Wcalf<§ulcrt,  ^rofl^mnaficn  unb 
ffleat^jiog^mnapcn.     SSon  Dr.  (S.  »arbe^.    Xrctjc^ntc  «ufteflc,  ^^ 

in  ber  iwuen   »«^tfd^rcibung.     [IX   u.  269  ©.]    gt.  8.    geb.  ^^ 

n.  ^  2.40.  >e- 

«ileitit«!  )«f  Kiifttfvtis  tlntttttiMtt  algeltftif^et  «(e{f|tttiseti  ^ 

üo«  af.  ^iefeler.    Kcue,  Döttifl  untöeorbcttetc  «uSgabc  bcö  gleid^s  ne 

betitelten  »ud^e«  öon  Dr.  ®.  »arbc^.   [vm  u.  169  S.]   gr.  8. 
geb.  n.  A  2,60. 
BpiMfriir  f.  VtHMUnv»  1909  B  (gtini  mtttifm.  u.  nattttn.  Untettid^)  6.  ta. 

Cittttliing  Hon   Kttfgaten  au9  ber  «ritl|metif,  Xriganamehie 

Miib  Ciercemeitie  mU  lefanberer  8ernd{i<|t{gtttt8  ber  «n^  ^^~ 

Mibmim.    Son  $rof.  $.  äRuIIer,  Oberlehrer  am  ftaiferih«  9; 

1908«  B.-    Zvm  mnthom.  n.  nntarwineneoh.  Unterrioht.  1  °^ 


ZU 

Ib. 


1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  S.  879  n.  692.   1881.    Clausius,  Wied.  Ann. 
II,  8.  686.   1881. 

t  f.  Mathematik  o.  Fhyiik.  49.  Band.  1908.  8.  u.  4.  Heft.  19 


2  Züin  mathem.  n.  naiarwiflsenBch.  üntexr.      [MitieQiin^ 

1bx%VL\iai(8t)mna[\nm  }u  (El^avlottenburg,  unb  SR.  ftntnelolCt], 
Dberlebrer  an  ber  XU.  SRealfc^uIe  in  Serlin.  Zeil  L  ^»ritr, 
Herlefftrte  ttiiflage.  tlttSgale  A:  für  (S^mnaften  nnb  $10 
9i)ntnaficn.  [VII  u.  237  ©.]  gt.  8.  Qn  Scinto.  geb.  n.  JL2.i\l 
«ttSgale  B:  für  reale  !(nfialten  n.  aUeformfc^ttlen.  [YIU  n 
301  ©.]     gr.  8.     3n  Sein»,  gcb-  n.  ^  2 .  80. 

Ißtx  bet  2.  SCttflage  bed  XetiS  I  tt>ttri»en  auf  fSunfc!^  t»teler  Sioß^f 
bed  )Bu(!^iS  bie  allgemeinen  Übungen  über  IBurgeln  etttod  gefurzt  snbbex 
freimetbenbe  9louni  für  logartt^mtfc^e  ^[uf^aben  benu|t.  3)er  gott^Ü  bo 
9{ei^enle^re  (bie  auf  befonberen  SBunfc^  beigeheftet  »erben  knn)  ermiglüfäe 
eine  fiarre  SBerme^rung  ber  trigonometrifd^n  Aufgaben,  o^ne  ben  Um«^ 
bed  lBu(^ed  ^u  t)ergrd|em.  92eu  aufgenommen  mürbe  eine  9lei^  m 
Vnfgoben  an^  ber  @(^iffa^rt  unb  ber  $immeld!unbe. 

2)en  Benennungen  ffir  %tii  II  entf^nxc^b  timrbe  bie  grögcxe  fiai^U 
M  9[ui$gabe  B  be^ci^net.  2)ie  nunmehr  lebigU^  für  il^^mnaften  br^ioKtc 
VuiSgabe  A  unterfc^eibet  fid^  bon  *ber  ^udgabe  B  nur  babux^r  bo|  fit  bu 
Gleichungen  2.  ®rabed  mit  mehreren  Unbefannten  unb  bie  trigonomethiäcB 
unb  ^ereometrifc^en  Vtufgaben  ntc^t  me^r  entl^dtt. 

16eibe  Xeile  ber  beiben  9[uiSgaben  finb  ief^t  ben  neuen  fie^Iäsr: 
ange^a^t. 

2)ie  ©ammtung  l^at  ftc^  raf4  jal^Iretc^e  Sreunbe  ttmoihtz 
unb  t|l  an  Dielen  9(nfialten  eingefül^rt  toorben. 

Crgriniffe  ßu  Seil  I  ber  Dorfte^enben  Sammlung  (t(ui»g.  A,  2.  M 
JL  —.80,  Äu«g.  ß  JL  —.60)  »erben  nur  an  bie  Ferren  Se^rer  biicfitK 
ber  Berlogd^anblung  obgegeben. 

H.  Mfiller  und  F.  Pietzker,  Rechenbuch  fBr  die  unteren  Klissea 
der   hSheren   Lehranstalten.    Vorstufe   zu   den  Aufgab» 
Sammlungen  von  Bardej  und  Müller-Kntnewskj.   gr.  8. 
Ausgabe  A:  FOr  Gymnasien.   [Yin  u.  244  S.]   feb.  n.  ,;<t  2.40. 
Ausgabe  B:  Für  reale  Anstalten  und  ReformBchulen.    [Ym  il  274  S; 
geb.  n.  JL  2.60. 
Das  Rechenbuch  bildet  einen   gemeinsamen  ünterbso  der 
beiden  genannten  Sammlungen  und  vereinigt  die  methodischen  Vor- 
züge des  Bardejschen  Werkes  mit  der  Reichhaltigkeit  und  an- 
regenden  Vielseitigkeit    der    Müller  -  Eutnewskyschen  Sanunhing. 
Besonders  berücksichtig  sind  die  folgenden  Gesichtspunkte: 

1.  Erzielung  einer  gewissen  Geläufigkeit  im  praktiicben 
Rechnen.  Dieser  Gesichtspunkt  war  fOLr  den  Aufbau  und  die  Bemetfosg 
der  Aufgaben  für  das  Eoptrechnen  bestimmend. 

2.  Vertrautheit  mit  der  Anwendung  dieser  Beeheii- 
fertigkeit  auf  die  Verhältnisse  des  bürgerlichen  Lebeni.Bkr 
zeichnet  sich  das  Rechenbuch  aus  durch  die  F^e  und  Vielseitigkeit  <lff| 
für  das  Übungsmaterial  herangezogenen  Verhältnisse  und  VorkommnisM, 
durch  die  Aufj^aben  aus  dem  praktischen  Leben,  die  sogleich  diA 
dienen,  den  Gesichtskreis  des  Lernenden  und  seine  Kenntnis  derWirUieo- 
keit  zu  erweitem. 

8.  Eindringendes  Verständnis  für  die  zur  Verwendnof 
gelangenden  Rechenoperationen.  Die  einzelnen  durch  Zshlen- 
beispiele  erläuterten  Regeln  sind  überall  in  klaren,  leicht  einprigl^i* 
Sätzen  zusammengefaßt. 

4.  Vorbereitung  auf  den  späteren  Unterricht  in  ^^^ 
Arithmetik.   Diese  Absicht  tritt  bereits  bei  der  Ableitung  der  B«cbes- 

[9irtfr|si|«.«' 
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ntffc  als  8000  IfuföaBcn  cntl^altcnb,  üBet  atfc  ^cttc  bcr  (5Iementar=?[ritl^inclif, 
»OTjug^toeife  fSt  (^tpaxna^xtn,  9lealQtftenaften  uitb  Cbenea^c^ulett.  2.  ICufUige. 
[Vm  tt.  395  ©.]    ®cb.  n,  UK  3.20. 

toT^ug^npttfe  für  l^öl^ete  Süroerf tauten,  Sflealf^itlen,  ^rog^mnaften  unb  fRtaU 
g^naften.  ®eb.  n.  .^2.60. 

Rrniettleititttgett  UM  t^rsf.  t^ie^ter  Miib  t^raf.  t^reSler. 

„...^  fc^Iiele  mit  bem fBunJ^e,  baft  bet  ftbetaui  forafftltigrn unb mfl^etroHen Kcieit 
>^r  Aerauia»»  bie  Knerfennuna  ni($t  fefilen  mflae,  auf  bie  fte  in  bet  %at  bereil^Hpten  Sn* 
Ipntdb  ^t.'^  (fieitfc^.  f.  lateinl.  6((ttlen  1901,  ^ft  8.) 

^.  ..9m  Sfstercifc  einet  fletigen  IfortenttvifEelung  bet  Sel^rmrt^obe  unb  be«  fiel^rfloffef 
':ft  eft  mit  ^traben  (u  beQTülen,  baft  bie  Serfaffet  fUl^  an  bie  mit  fo  anerfannten  Sonflgen  bei* 
i«^nm  Zt^xhü^  Don  O  a  r  b  e  t)  mdalid^fl  ena  angelehnt  ^ben.  92o<^  iß  ei  bet  alte  „  8  a  r  b  e  n  "» 
sber  ein  nmer.  ftifc^et  Qkifi  »e|t  bereit«  (inbun^,  I^alb  berftinbiget  0ru|)))ietenb,  ba(b  bie 
onc^tigen  SRomente  beuttid^et  nnb  f(6ftrfet  morfietenb,  f)iet  burc^  9omi  obet  dn^alt  faft  oert* 
loU  ftttf gaben  as«aici|enb,  bott  im  6inne  einet  gef unben  ftonaentration  Aufgaben  ani  ben  t)et* 
f^benßen  Untetti^tistseigen  einf^benb"  (Krdlib  ffit  fRatbemanf  nnb  9^t)fit) 

«metrische  ^ffnlgabcn  g,iaat 

flairiMetrIe-Sf ereometrie.  Cbene  im)  spUrische  Trigono- 

Nach  analjÜBch-koDstrok-  |l^  |#  ^rlttief  AT  ^^^'  ^  ^^"^  O^erreal- 
tiverMethodebearbeitetvon«^»«Jii«  ^WlIK^H.l|  sohiile  zu  Oldenburg. 

ünsgibeififBrYoBaiistalteB.  LSiäiph":^.^^!!^ 

In  Leinw.  geb.  n.  JC2. 2. Teil:  Trigonometrie.  fVII  n.  112  8.] 

Mit  1  lithogr.  Tafel,  gr.  8.  1903.  Id  Leinwand  geb.  n.  ^  1.60.  — 
S.  Teil:  Stereometrie.  [VII  u.  80  S.]  Mit  1  lithogr.  Tafel,  gr.  8. 
1901.    In  Leinwand  geb.  n.  JC  1.40. 

jTnsgabc  B:  fir  Frogyamsiea  «.  Rcalschatau  ^'^^Zbü^] 

gr.  8.    1900.    In  Leinwand  gebunden  n.  JC  1.60. 

^gabc  C;  für  yittebchiilcn.  SÄSg'^^?EJ!5!«2^dS'' 

stidt  EnAbenmittelBeliiae  zu  Cottbus.    Mit  i  lithogr.  Tafel.    |Tin  n. 
88  S.]    gr.  8.     1901.    In  Leinwand  gebunden  n.  JC  1.40. 

8ekw«fe.  Lefcrendm^,  Febrntr  1908: 

„. .  .Die  Bflchar  «ind  geeignet,  einen  weientlicben  Fortechrili  im  geometriechen 
Unterricht  an  den  höheren  Schulen  nnsubehnen. . . .  Ich  benutse  diese  Bfloher  eeit  swei 
Jahren  und  hnbe  sehr  gnte  Erfahrungen  gemacht.*' 

IcÜMkrift  f.  IfttdBl.  k.  Seknlen  XIV.  iahrg^  Heft  6: 

„...Jetst,  da  dae  ganxe  Lehrbuch  rorliegt,  kann  man  daeeelbe  all  ein  nach 
Methode,  Inhalt  und  Form  wohlgelungenei  Werk  beseichnen,  welches  die  Beachtung  aller 
Facbgenoesen  Terdient.  Ein  nach  den  Grundsätzen  dieses  Buches  erteilter  Unterricht 
wird  die  Jagend  anregen  und  ihr  das  Gefühl  des  Können»  schaffen.** 


1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  S.  879  u.  692.   1881.    Clausius,  ^^^ 
IS,  S.  686.    1881. 

4^hxift  f.  Mathematik  o.  Physik.  49. Band.  190S.  S.u.  4.  Heft.  19 
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4  Zum  mathem.  o.  naturwissenflch.  Unteic      [MiUeüangei 

Die  jfattematik  aaf  um  jyiiiiiasia 

Professor  um  KSaigliohes  ICaisortii-Aiigflsta-6ynMSiaa  n  Charioltsifesri.  %« 
€r{let  Ceil:  l>ie  Unttr^itfe.     £eln(anf0abt  ^ic  KUftn  (Ctuufa  bb  fintr: 

frfimba.    geb.  n.  2.50  UH 
2(us9abe  A:  ^fir  <5xmntt^tn  1t1t^  progymnafifiL    2.  21ttfla^    aeb.  n.  1.60  x 
^Ins^abc  B:  Jür  reale  21n^alteit  unb  Heformfd^uleii.    ^b.  n.  2.20  UC 
^tpetter  (Ceil:  Die  0ber{!ttfe.   Celjranfgabe  See  "Klalj^n  0berfe!nnba  nnb  prbi 

geK  n.  3.20  UK 
2(ns9abe  M^  <{üt  (Stmitafhn  nnb  pro9Tmn«#fit.    g»b.  n.  3.^  «AS 
21n59abe  B:  ^ür  reale  2(nf^a(ten  unb  Heformfc^nlen.    Qetansaegebeti  nniec  S^ 

»trhtttg  wi!  2C(bert  B^npt,  (Dberieljrer  an  ber  (Dberrealfqnle  ja Ojariiytta 

bürg.    L  21bteiluti9.  geb.  n.  2.80  UK    II.  21btetlttng.   geb.  n.  2.^JL 
21nsgabe  C:^iir  Seminare  unb  präparanbenanflaUfK.  ^arbeitet  9MI  H.  Balt- 

nnb  rD.  ntatmcilb.    geb.  n.  2.20  UK 
2lu5gabe  für  prä»aranbenan|lalten.  Bearbeitet  ©on  H,  Salti«  nnb  ^.  Se^arr 

geb.  n.  3.20  UiC 

Dr.  ®il(t  in  tM^t^tohtn  nn^  Cefmdiif»  9on  ^ciet  Mib  znenf  t,  0floftffr  ^99* 

».Dat  Ctffnocvf  pon  6.  tnftllet  aitf}AIt  bm  gefamte«,  far  1)dl}cxt  Sd^klcR  antttiSn^r 
Stoff  In  aberfid}iH(^(r,  flarer  nnb  e;«3,rt(r  Sar^ellttnasioeife....  Der  pküst^' 
\ft  ein  rcic^Iic^rr  nnb  »otjigrorbnf trr  Übungsfloff  brigcgeben." 

(Dbftli^  Stt«tniani»  1|i  ^#ffmaiii6  ititWftf  lt»rU  H^aat 

„Tkis  bcfiprod?me  nntettiqtsverf  if  ein  in   t'brr  3tsiel)»nf  htmtt&ihaw  ol  n; 


jmtluictik,  TrigoBiKtric  and  StouMtrie  att  tesoilmr  {ridi- 


sichtignng  )er  /nvatangen  von  JMa  vab  Xänevsky.^r 

ttttifttie  A,  I.  XeU:  gfir  (^mnafieti,  Kearg^naften  nnb  £lkntcl\iiAfL 

2.  «ttfL    gr.  8.    ?reÖ:  geb.  n.  2.20  ^ 
IL  Zeil:  Sffir  bie  oberen  Slaffen  ber  (Sl^mnarten.    $retiS:  gd.  it  3 
«ttSgale  B,  I.  Zeil:    gär  reale  Knftaften  tmb  Kefocmfcl^itleiL    t%4. 

$reid:  geb.  n.  2.80  JC 
n.  ZeU:  ^eid:  geb.  n.  3.40  X 
Kiilgale  C:  gflr  ©eminore  unb  Ißräparonbenonpalten.     SBeartdift  ßJ« 

9t  fßaUtn  itnb  SB.  aRaiioalb.    tßreül:  geb.  n.  3.—  UC 

@rgebntffe  5u  Zeil  I  ftnb  nur  gegen  Sinfeabung  bed  Setrogel  t^ 
80  $fg.  bireft  Dom  SBerlage  jit  bestellen. 

S)ie  boxiirfltnbe.  für  bie  SRitteinaffen  bet  bbberen  Sc|nutP«aeii  betaute  6a»d«i  o;^ 
fCnfsaben  ffir  ben  tr^nrnben  Zeil  ani  fiwtliile«  tfebteten  bei  motbemattf^'" ''b'^' 
tidbtt.  9«  9tqtn[a%  »n  bettUrten  6aiinitlitn0en,  bie  1i^  (ebisli^  auf  ein  OkMet  bef^bfo»  ^ 
bei9alb  ben  •eftttno  ntej^reter  fßüAn  ndtig  na^en.  fall«  ber  Sekret  nii^t  smi  SHftieten  gtnrn  ^ 
bringt  fte  neben  reichlichem  ftbungsfioff  ffir  bie  «Ht^wctlf  nnb  beren  VniDenbnngen  es^  «d  kr  s» 

Oi«i«ttrie  unb  €teretnief  *    '^  '    '       "         '^      *'' "  --•'     -.^*- -».■»»« 

«nf^c^en  genügen  bfirfte. 

„...ttnb  in  ber  %at  berbient  biefe  6ammlung  eine  toeüe  BerBteÜinitt.  Sie  iS  onfenc^^ 
reic^^oltig,  fo  bag  ber  £e^rer  nic^t  lebe«  9a^  auf  benfetben 


.ttnb  in  ber  Xat  berbient  biefe  6ammlung  eine  toeite  Berbreitung.    6ie  iS  aslentt«^ 
..  ..«  .     «  ..  ...  ^  .  .  -  ^  !toung»il«fLan9e»iefea  *^..^  ^^^ 
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regeln  and  bei  der  Eiaffibning  der  Bmchreolmmig  hervor  tmd  wmir  natiir- 
gwi&ß  mafigebend  für  die  Gestaltuig  der  Yorübungen  «ar  Aiitiunetik. 

Das  Beolienbtioh  Bcbließt  sich  eng  an  die  nenen  preoßiiehen  Lehr- 
pl&ne  an.  Die  Ausgabe  A  tmtersoheidet  sich  von  B  ntir  durch  das 
Fehlen  der  Vorübungen  snr  Arithmetik. 

ErgebHisse  su  beiden  Ausgaben  {JC  1 .  20)  sind  nor  gegen  Ein- 
lendnng  des  Betrags  direkt  Tom  Verlage  ta  beziehen. 

^Der  geometrisdie  Vorkursus  in  schalgemiAer  Darstdlosg« 

Mit  reichem  Anfgabenmaterial  nebst  Besal taten  zum  Gebranch 
an  allen  Lehranstalten  bearbeitet  von  Ernst  Wienecke,  Lehi*er 
in  Berlin.   Mit  59  Figuren  im  Text.    [IV  u.  97  6]   gr.  8.   geb. 

Das  Buch  ist  für  die  Hand  des  Lehrers  bestimmt  und  bietet 
eine  methodisch  geoltbuete  Stoffunt^lage.  Der  propädeutische  SuMus 
loll  die  Sditiler  fähig  machen  fSr  die  Aufnahme  begHif lieber  Wi^- 
heiten  und  die  notwendi^ten  praktischen  Vorkennta^usse  und  Fertige 
keiten  in  rein  anschaulicher  Weise,  also  unter  Ausschaltung  des 
logischen  Schlusses  vermitteln.  Das  erreicht  der  Verfasser,  indem  er  in 
streng  psydiologisch  begründeter  Weise  zunächst  eine  Einzel  form 
behandelt,  um  eine  klare  Anschauung  zu  vermitteln.  Diese  Einzelfbrm 
wird  dargestellt  durch  eine  Lehrfi^ur,  die  in  allen  Teilen  genau 
gemessen  wird.  Indem  diese  schrittweise  an  der  Tafel  entsteht,  eriialten 
die  Schüler  gründliche  Einsicht,  die  dadurch  erhöht  wird,  daß  die  Schüler 
die  Lehrfigur  schrittweise  mitzeichnen.  Um  das  dies«:  Figur  Wesentliche 
beraoBznarbeiten,  schließt  sich  hieran  die  Behandlung  derselben  Figur  in 
kontinuierlicher  Formenreihe,  welche  erkennen  läßt,  was  allen 
Fiffuren  gemeinsam  ist.  Es  wird  also  anschaulich  aus  der  Anschauung 
nlbflt  heraus  der  Begriff  entwickelt.  Die  behandelten  Grundformen 
^  6.  das  gleichschenklige  Dreieck)  dienen  später  dazu,  zusammengesetzte 
Formen  (e.  B.  Quadrat  und  %ombuB)  zu  deuten.  Hierbei  w«tt  der 
Verfuser  geschickt  den  geometrischen  Beweis  propädeutiaeh  zu 
behandeln,  indem  er  durch  das  Mittel  der  ümdeutunf^  Unbekanntes 
durch  Bekanntes  klärt.  —  Die  Mittel  der  Propädeutik  smd  Zeichnung, 
Messung,  Berechnung  und  Überlegung.  Der  Unterrichtsgan^  ist 
selbständig  ohne  Rücksicht  auf  das  wissenschaftliche  System  bestinmit 
und  gtellt  eine  in  sich  geschlossene  Formenlehre  dar.  Dem  praktischen 
Teil  ist  unter  ,^Allgemeine8^'  eine  kurze  Begründung  des  methodischen 
SUndpnnktes  vorausgeschickt.  —  Die  durchaus  gründliche  Arbeit  wird 
ein  gotei  Hilfnnittel  für  einen  bildenden  geometrischen  Unterricht  sein. 

*PkysikaliMhe8    Praktikm    fir    AnfilDser.     DargesteUt    in 

25  Arbeiten    von  Dr.  Emanuel   Ppeiffbr,   Professor   an    der 

Kgl  Industrieschule  Mündien.    Mit  47  in  den  Text  gedruckten 

Abbildungen-     [VIII  u,  154  S.]     gr.  8.     geb. 

Die  bisher  existierenden  Werke,  welche  sich  mit  der  Anstellung 

ptftktiBcher  Arbeiten  im  physikalisohen  Laboratorium  befassen,  streben 

^bl  alle,  wenn  auch  von  verschiedenem  Standpunkte  aus,  eine  gewisse 

voUitAadigkeit   hinsichtlich   des  Torhandenen   Lehrstoffes   an.    Infolge 

J^es  großen  Umfang; es  bleibt  es  dann,  weil  Zeit  und  Raum  muigeSi,. 

b^  den  allgemeineren  Darlegungen;  das  Eingehen  auf  Einzelheiten  wird 

der  Tätigkeit  des  Lehrers  überlassen.    Da  aber  gerade  diese  Details  f%r 

d|ui  Anfänger  am  wichtigsten  und  schwierigsten  sind  und  eing^ende 

Pberwichnng  und  Belehnmg  des  einzelnen  Praktikanten  erfordern,  so 

i*t  bei  zn  großer  49eiiülerzahl  die  QM\xr  vorhanden,  daß  das  Arbeiten 
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1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  S.  879  u.  692.   1881.    Clausius,  ^^ 
Jti  8.  636.   1881. 

<(Mhrift  f.  Mathematik  a.  Physik.  49.  Band.  190S.  8.  u.  4.  Heft.  19 


6  Kum  mathem.  n.  naturwifloezucli»  Unten.     [MitteQifigfi 

ein  unrationeUes ,  oberflicldicbas,  tragen  aues  und  deshalb  w«iug  b«^ 
friediff^iideB  nnd  u  atzbringe  od  ea  wird,  Hi^  sticht  das  vorliegende  Buca 
eine  Lücke  in  uDserer  phj&ikalifichen  Literator  auBZufüUen ,  indem  tt 
die  ftindamentaUten  Teile  der  Physik  in  2b  Arbeiten  auf  IM^  S^tea 
bebandelt.  Die  Auswahl  beanspracht  nicht  YoUätändifi^kait  und  gleich- 
mäßige Verteilung  des  Stoffes;  dagegen  hat  aic  aich  in  lan^iihnirur 
Prasds  für  den  Anf^ger  als  brauchbar  bewährt.  Der  Theorie  jeds 
Aufgabe  ist  die  kurze  Einleitung*'  gewidmet,  in  welcher  die  zum  Recbc*^ 
gebrauchten  (meist  nicht  abgeleiteten)  Formeln  übersichtlich  iiifaiiücf^ 
gestellt  sind-  Bodann  igt  aber  der  praktischen  Durchfiihrung  eia  hi^'ikx 
Raum  gelaaaen.  Der  Schiller  wird  an  sorgfältiges  und  iuverlässjga 
Arbeiten  gewöhnt,  sowie  mit  den  wichtigsten  physikalischen  MeflmethcKifciu 
met  rationeller  Handhabung  einfacher  und  feiner  Meflapparate,  mit  d*B 
nötigen  Hand-  und  Kunstgriffen  $cur  Erzielung  brauchbarer  BesnlUte, 
mit  den  Grenzen  der  erziel  baten  Genauigkeit  und  mit  der  Zu«amnie&- 
fassnng  seiner  Beobachtungen  in  Zahleniabellen  vertraut  gemacht  Ihf 
zahlreich  eingestreuten  methodischen  Bemerkungen,  die  nicht  am  ^-hc?!^ 
tisch  f  sondern  aus  dem  unmittelbaren  Verkehr  mit  den  Fraktik»iün 
entstanden  sind,  sollen  den  SchCüer  möglichat  ¥or  Zeitverlust  iifid  dk 
Apparate  vor  Beschädigung  scbützeu.  SpeEielles  Augenmerk  ift  im  \ 
47  Abbildungen  gewidmet;  sie  sind  zum  einen  Teil  schematiHche  Ti^m, 
zum  anderen  —  was  besonders  hervorzuheben  ist  --  Autotypie«. 
welche  auti  pbotographischen  Originalaufnahmen  im  Ltbt^* 
ratorium  hergestellt  iind.  Sie  sollen  die  Apparate  gewissermafieo  m 
Bötrieb  zeigen.  —  Auf  diese  Weiee  hofft  der  VerfMaer  sein  Ziel  axftti*  , 
zu  haben,  nämlich  den  Praktikanten  möglichst  rasch  und  gründliirk  m 
betUhlgen,  mit  einer  gewissen  Selbständigkeit  auch  unter  ua^^ürt^tm 
Verbältniflscn  höheren  Anforderungen  &n  seine  praktischen  Leiftuofea 
au  genügen,  Pfeiffer. 

Leitfaden    der   Frqjektionslebre    fOr   tijninasien    und  Bejl- 

anstalten.      Von    Prof.   Dr,   C   H.   Müllee,    am   Kgl  Kiiser- 

Friedrichs -Gymnasium    tn    Frankfurt    a.   M,^    und    Prof-  Otv> 

PÄESLEft,  an  der  Stadt  ischen  Oberrealschule  zu  Hannot  er. 

Ausgabe  A;    Vorzugsweise    für    Realgymnasien    und    Oberre^chnkiL 

[VIII  u,  320  S.]  gr.  8,  Mit  S23  Figuren  i.Teatt,  In  Leinw.  Reb.  n,  X  i.- 

Ausgabe  6:    Für  Gjmnasien   und  secbsstuÜge  Itealanstalten.    [H  (l 

I3ö  SO   g\\  8.    Mit  12t3  Figuren  im  Text   In  Leinw.  geb.  n,  JL  1- 

Diese  LeitfMen  der  Projektionslehre  fuhren  «ich  im  Neben •Tiid 

als  ,, Übungsbuch  er  der  konstruierenden  Stereometrie*'^  ein,     Hienoit  i^ 

die  eigenartige  Stellung  der  Bücher  in  der  Sc  hui  buch*  Literatur  ^lut^ 

:eeichnct.     Sie  um&iäsen  nÜmlich   in   breiter,  leicht  leäbarer  Daritälimij^ 

den  gesamten  projekti vischen   (perspektivischen)  Übungsstoff,  sc'^eit  fr 

auf    stereometrischer   Grundlage    für    höhere   Schulen    in  Betrtd^ 

kommen  kann.   Da»  Werk  soll  den  entsprechenden  Forderungen  der  neu« 

preußischen  Lehrplilne   (1901) ,   sowie   den   Tbeüen    der    deahch^B 

Mathematikertage  (Giel&en  VMH)  Genüge  leisten  und  legt  daher  wenigH 

Wert  auf  eine  ausgedehnte  Ent Wickelung  der  darstellenden  Geoniftet, 

als  rieluieiir  auf  die  Anwendungen  der  Parallel-Projektion  iP^^ 

spektive),  der  schiefen  sowohl  aU  der  orthogonalen,  in  den  verschieJeaes 

Schuirdchera ,  um   zugleich  ein  beilsamcB  Gegengewicht  gegenüber  daß 

oft  maßlos  rechnerischen  Betnebe  des  mathematia eben  Unterrit'hUi^ 

bieten*     Von  jenen    Anwendungen   sind   hervorzuheben:    Konstroktiow"! 

der    sj^stematJBchen     Stereometrie,     Krystallkundc,    Phr*ii, 

mathematische   Erd-  und  Himmelsknnde   und  insbeeondeE«  ^ 


m  \ 
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agenannten  Linear-Zeichnens.  Ein  Anhang  btihandelt  auch  die 
Ifoiral-Projektion  (Penpektife)  nebit  den  wichtigBteti  zentralen 
tirten-Entwürfen  der  Geographie.  —  Durch  die  beiden  Aufgaben 
L^Qfid  B)  ist  auf  die  Unterschiede  zwiaehen  den  bumanistiflchen 
jpnnasien  und  den  realistischen  VolIatiataHc^n  hinreichend  Eiickaidtt 
lenommen.  Dabei  hat  die  Ausgabe  B  (für  GymnaBieti)  eo  gestaltet 
rerden  können,  daß  sie  zugleich  den  Lehrstoff  für  sechsstufige  Eeal- 
dinlen  enthalt.  Der  sehr  niedrig  geeetzte  Preia  der  Leit^den  ermdg- 
icht  die  Einfuhmng  in  allen  genannten  Anstalten,  wobei  berück aicbtigt 
rerden  muß,  daß  sie  für  mehrere  Fä^cher  und  eine  Reihe  ven  aur- 
Zeigenden  Jahreskorsen  bestimnat  sind.  Ein  ausfiLbrlieher  Prospekt 
^bt  die  wesentlichsten  Gesichtspunkte  ^  den  Gebrauch  in  axtafühi-Iicher 
)ar8tellang  und  hebt  auch  den  Wert  der  Dil  eh  er  für  den  angehenden 
Studenten  und  für  das  Selbststudium  hervor. 


BS 


Ataa  JCftUex  «ad.Pzeller,  Ii^iC»den  dar  pj-oiekÜoiisl«tu^,  Aaif.  B. 

Kttlibimeß  Sf^rMJi  ber  Slanetttarsilat^eiitatil  uon  ^rof.  Dr. 
ÖuftQö  ^otjTnüItcr,  SRitgticb  ber  ftaiicrt.  ^eojiolb.i  ffatoL 
Sfobcmic  ber  Slaturforfc^cr^  früher  nJht^ematiltT  ber  ©pnnmftett 
ju  SRagbcburg  unb  ßlberfelb,  Dircftür  a.  ®.  ber  jc^igcti  Ober- 
reolfc^iilc  iinb  ber  iefeigcn  R^t  ^öljcren  aHai^^inenbaufc^iile  a« 
$)ügen  i.  SB.  dritter  Icit:  Äe^r-  unb  Übintg^ftoff  jur  freien 
«u«rDö^I  für  bic  DbetWaifen  rcaliftiidjer  ^^oHanftfllten  unb  ^ötjeret 
Sa^fc^ulen,  itebft  Socberettungeti  auf  bic  ^od^f^uMDIat^fnuttt* 
ärocite  Vufloge,  im  Änfc^lwß  on  bie  neuen  preii^ifc^en  Öctirplonc 
mit  befonberer  Scrücffid^tigung  ber  ^nroenbungen  bearbeitet.  3Kit 
223  giguren  im  lejt.  [XIV  u.  370  S.]  ^r.  8.  geb.  n,  ^4.40, 

S>en  neuen  fic^lftnen  ent(pred)enb  ift  bie  "üfJcuaufiage  htS  brittcn  ^cile§ 
^hlidi  emieitert  toorben,  fotto^I  ]^inftd)tlidi  ber  ft^utfjctijc^erT  qI^  audt  bei 
woltjHfti«!  Geometrie  unb  ebenfo  ber  ©leitomekie,  S(iv  bte  festere  ift  eint 
Sominteng  mm  Ctufgoben  beigeffigt.  öonj  neu  ift  eine  IHcHk  üon^Ittroenbüimcti 
Mf  bic  mttthemoti(c$e  ^^tjfif,  beienber«  bie  ^jabeaulinicn  unb  liirafilmien  für 
granffe  umlerne  M  logaritl^mifc^n  $otentiaId  bettcffcnb.  mobei  bie  quabra- 
tii4c&  (j^nteiümgen  ber  Gbene  burc^  forDeufd)Lircti  eine  bcjonbcrc  MoUc  fpietcn. 

^te  beiben  erften  SSdnbe  flnb  inAroifdjc^n  burd?  hm  Uni&erfitatS^jrüfeffür 
^^tina  in  SuenoiS  ^\xt9  ind  8panifd)e  überjc^t  morbccr  ^luc^  ^u  einer 
iMetttng  ita  Ungortfc^e  ttmrbe  bie  (Erlaubnis  ertettt. 
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1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  9.  279  u.  692.   1881.    Ctausius, 
II,  8.  636.   1881. 

^iiehilft  f.  Mathematik  a.  Pliyiik.  49«  Band,   1^3.  a.u.  4.  lieft.  19 
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gabgn-Sammlttng  aus  8er  jfrithnd^ 
Geometrie  niii  Stereometrie  3t  9f 

nebst  ^vadugei  ai|  ^btroiomk,  ^tacssMg,  JMSl, 
Physik,  Technik,  Voifcsvirtschaflslehrc,  fjbt  )ie  oheren  Xbssa 
hSherer  Schnlen  vm  Ihr.  f.  Schfilke,  ^'JL^S^L.:^,'^" 

'Sflit  46  Stauten  im  Zij^t 
[X  u.  194  @.]   gr.  8.   1902.   ^n  Seinkponb  gebunben  n.  A  2.20 

,,(iHne  %tht\i  Don  Sd^flße  ^u  fhtbieren  ntotdt  immer  ein  goni  ic{wbee$ 
Sntereffe  unb  bietet  bem  Sefer  neben  bem  geiftigen  ®enuffe  au^  ^  ^i^*^ 
reid^lic^er  Selel^ning.  Um  \o  me^r  »erben  bie  IBor^üge  ba  ^ert^m^tiften,  00 
©d^ülfe  auf  feinem  eigen^  (Skbieie  gef(!^ffen  ^t  nnb  oud  ber  9^  H>^ 
erfal^rungiSrei^en  föiffend  ^eroud  feine  2)arbietungen  giebt. . . 

2)ie  Dorliegenbe  9(ufgabenfammlung,  bie  ein  fe^r  reic^  Vlotchd  m- 
ifilt,  bod  ber  8erf affer  mit  bem  an  i^  gemO^nten  9lti%t  md)  knüirsi 
Heinfte  treuen  Sorgfalt  ^ufammengeftedt  ^t,  lann  burcj^osi  em)^l?i 
»erben. . . ."  (8eitf(^r.  f.  mattem,  u.  natur».  Unterr.  XXXIV) 


;ff 


fithwetischc 

Rcgclhcftc 


mit  Vtederhohngsbfeb 

ton  Sr.V.eicKbni,  «wriikm 

in  Fraüdrart  a/K. 

3n  4  fteflen.    gt.  8,   woo 

^eft  1.    Onorta  (Cuinta):  Sled^nen  ali  9orßufe  bei  Wat^ewatit 

3n  bauet^aftem  Umfd^Iog  n.  JC  ^.40. 
^t  S.    Untertertia:  (Srunbred^nungiarten  mit  allgcaicioei 

Saluten.  (0Iei(^ungeR.  ^n  btucr^ftem  Umfc^lag  s.  jK  --^ 
^eft  8.    Obertertia:    Proportionen,  l^ottnaen,   Onraeln,  9Ui* 

(jungen.    3n  bauer^aftem  Umfc^lag  n.  JC  — .40. 
^eft  4.    Unterfeinnba;  Logarithmen,  9tt\%zn,  8tRfei»3inl<  uob 

SRentenred^nung.    3n  bancri|aftem  Unfc^Iag  n.  JC  —M 

,,$iefe  9legel^efte  fd^iegen  [t^  bun^oud  ben  neueit  £e^t1»Uiei 
unb  Sebtanfgabeu  an  unb  bilben  Oermdge  i^ret  eigenatttgen  9>i' 
faffung  unb  3)arfteUungiSmeife  unb  bet  baburd^  ermOgfid^  tefovbms 
9ifl<ffl(l^tna^e  auf  bie  »ebflrfniffe  bed  |»ra(tif(^en  Untern^t^ 
betriebe«  ein  äujerft  braud^bare«  ^iff^mittet  fflr  ben  orit^eH^t^fa 

«nfang^unterrit^t  an  ber  ^tüt  be«  eigentlidjen  fiel^rbu^e^ " 

CQcUfd^rift  f.  loteinlofe  |.  ©d^uleu  1899,  ^c(t  3/4.) 
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Jlfethoiisches  Cehrbnch 

her 

Elementar-jUtathematik 


toon 
Dr.  Gustav  Holzmüller, 

frof.  n.  IHtdtot  «.  !D.  ber  •etofr^efi^Ie  (Realfdiitle  mit  Ifa^naffeii)  su  ^^rn  i.  tB., 
«Utglieb  bev  JMf.  flran.  CatoL  «fabeaüe  ber  9latitfovf4fc 

gm  tttglltn  aitfilrUII  nn  h\t  Hencit  Cgl|ryHittt> 
gttBmri»c  ««tgtle  A,    3n  brei  Seilen,   gt.  8.    gn  Snto.  geb. 

I  Xcil,  wi4  gotoiliflcw  aetibnet  unb  bit  snr  Vbf^lnB^iTilfnns  ber  VolXoRflttlteii  tdi^enh. 

Mtte  5Do|i)Kl-«itfGoe.    VHt  US  9i0.  im  Xe^t.   [Vin  u.  289  6.]   1898.  n.  JC  S.iO. 
n.  ~   ftc  tte  btel  Obetnaffen  bet  m«tu  fi^vaallottm  befHmmt.    I.  Snflaaf.    VHt 

no  ^igncen  im  Xe^.    [TXI  u.  291  6.]    1897.    n.  UC  3.— 
IIL  ~    s^.  unb  ü^itngfltolf  sur  freien  Kutma^T  fftr  bte  OberTtaffen  realillif Aer  BtfDatflaltrn 

nnb  ^S^erer  ffadifc^Ien,  nebfl  Qorbereitunorn  onf  bie  ^oc^fc^uMUttt^ematit  2«  Rufl. 

«Ht  228  Figuren  im  teift.   pav  u.  870  6.1   1908.    n.  JC  4.40. 

gif giie  B,  fir  9^mnüfitn.    3n  atoet  Seiten,    gt.  8.    3n  Snm.  geb. 


L  ZHI,  im  ffniatuft  «i  bie  neufifi^  Se^tlne  bon  1892  iiaA  3a1)r0&naeti  georbnet  nnb 

Wftjtr  »f4Itt|^«flfiijit  ber  ttnterfefnnba  reicftenb.    WHt ^  '     '^ 

[Vnf  n.  228  6.]    1896.    n.  UIC  2.iO. 


188  gftQttfien  im  test. 


a  - 


im  ffnffUnl  an  bie  {irenlifd^en  Sebr|iUne  bon  1892  nac6  ^a^Angen  oeorbnet  nnb 
MI  inr  Cntlaffnn8«))rfifung  reii^.  Vht  196  ffignren  im  Zcst  ITin  n.  279  6.] 
1896.    n.  JC  8.— 

ß^  Siefcf  8tt4  iH  in  9tcn|cn  faf^ft  na«  beni  Crf^eincn  bnv« 
ii|ctit(«tf Inf  in«  16.  Seinitr  1894  jn?  CinWnuig  geuwit  ebenfo 


Hill 

001^  in  anbeten  Staaten. 

Mm*  Kealetminafinn 
tMDt,  nettmeifkeif(^nTe 

9tn»  9bBna|tum  mit  Ober- 

wandle 
!MHiawi|*««mi.  M.O. 

9ni4(tU  Kttlfittte 
gm^^Sff^anbelfTe^tmijL 

t(8|ii,  Kealff^e 

f«»H  CberooIWuIe 
f  in.  RttQAnle 
r-tgL  n<MitaeBBauj«|. 


MmfNM»  Keoncfinle 
ferftebe»  ^rioatfAnle 
f  Ubtaff^nnf  en,  Se^rerfeminar 
dibenlimbnrg»  Sleltorotfd^ule 
gimewni,  Keatff^te 
Sittrltar»  Vftbaaogi«» 
mrif  m|e  l.  9..  Oberrcalf^ule 

Sebrerfeminar  n 

ftrtiniioji,  weatj^nte 
Mtnöi^t*  Se^rerfeminnr 
U%;  ^iftbogooium 
■tnnbclnrg,  Vcofi^nenbanfc^. 
Mrintnaen*  Wentfltimnnftnm 

Siif . »  9lcttl* 

Realfliymiiaftum, 


OMPcIttf  9tnttttaHnm 
Onebltailttiri,  Wealfc^Ie 
Mollt  t.  p,,  9ro9t)mnailnm 
^  fldt  KeaKc^nle 

CUbtDtütuti} ,  (Biamnartum 

Co  &  rrii  Q  ei  ui  t  ^xts^iim  ciafimii 
ClaUiiUp  t?at  $ri  Wulf  füllte 

ttelUir,  Oliymnafinm 
nUftratetee,  Realfi^nCe 
BtIfcnbittfU  9lealf4it(e 
3nf »  ftitntonf<9nIe. 


naen*  _ 

Mlimafen 

Wnle 
Kcnmbnrt , 

Rcnlf^Ie. 
Mcnfhreltl,  9ttmnaRum 
SliHlb  t  finnfti,  $Abaoo8inm 
tHe  früe  «nfUiae  bon  Zeil  I  i^  in  3«iteftfrift  bergriffen  ttwrbcn. 

...  »"  .  %n  ftbuna«ßoff,  ben  mir  in  bem  borlteaenben  Snc^e  antreffen,  ifl  ein  fe^r  reii^ 
^ttutt  unb  ben  mid^sflen  Otebirten  entnommen-  nuc^  biel  i|t  ein  iBotsug  be«  »orUegenben 
'«4e»  «egenftber  anberen.  .  .  ."  (8eitf(^rift  f.  b.  Äeaft^ntw.) 

9  Af^^'^^'t^I«'*  I"'  Vrifnng  le|nfl  ebent.  Ciafftlrnng  ftelen  ben  |^^.  ^ireftiren  unb 
«•Wmi  j«  ^lenflrii. 


1903.  B.    Zum  mftihem.  n.  nftturwiuansoh.  Unterricht. 


1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  S.  879  n.  692.   1881.    Clausius,  ' 
H  8.  636.   1881. 
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10  Zorn  mathem.  u.  natorwiBsenBch.  Unterr.      [Mittdlniigen 

^liri>Mli  ter  pnkdselMi  deoinffarie.  BIsriMtet  fdr  den  ünt«^ 

riebt  an  Baugewerkeschalen  und  technischen  Mittelschulen, 
sowie  zum  ^Gebraueli  in  der  Praxis  von  Dr.  M.  Doll  und 
Professor  Nestle.  Zweite,  erweiterte  und  umgearbeitete  Auflage, 
gr.  8.    geb. 

Die  Erteilung  des  Untemohts  in  der  nrakiuchen  Creometiie  an  der 
(jrroßh.  Bangewerkeecbule  in  Karlsrubi»  gab  die  Yeranlassnnff  rar  Al- 
fassong  dm  Lehrlmches.  Da  an  der  Baugewerkesehnle  in  Kamnihe  irie 
an  Tielen  anderen  technischen  Mittelschulen  in  den  letzten  Jahren  be- 
sondere Tief bauabteünngen  für  den  Unterricht  in  Erd-,  Straßen-,  Wssser- 
nud  Eisenbahnbau  eingerichtet  worden  sind,  so  ist  der  Stoff  in  der  nenen 
Auflage  wesentlich  yermehrt  worden^  indem  der  Theodolit  aufgenommoi 
worden  ist,  die  verschiedenen  Konstruktionen  des  NiYellieriiutnimenti, 
die  Prüfung  und  Berichtigung  dieser  Instnmiente  ausführlich  bebsjidelt 
werden  und  die  Absteckung  von  Kreisbogen,  das  Aufstellen  von  Lstten- 
Profilen  und  das  Einsehneiden  der  Schnurgerüste  hinsugefSgt  worden  i^ 
Wir  hoffen,  daß  das  Lehrbuch  sich  durch  diese  Erweiterung  des  Stoffe^ 
zu  den  alten  Freunden  neue  erwerben  werde. 

Die  Elemente  der  analytisclieii  Geometrie.  Zum  Gebrauche  u 
höheren  Lehranstalten  sowie  zum  Selbststudium.  Mit  uhl- 
reichen  Übungsbeispielen.  In  2  Teilen.  L  Teil:  Die  »n&- 
lytische  Geometrie  der  Ebene.  Von  Dr.  H.  Ganteb,  Pro- 
fessor an  der  Kantonsschule  in  Aarau,  und  Dr.  F.  Rudio, 
Professor  am  Polytechnikum  in  Zürich.  Mit  53  Fignren  im 
Texte.  Fünfte,  verbesserte  Auflage.  [VH!  u.  188  S.] 
gr.  8.     In  Leinw.  geb.  n,  JC  3 .  — 

.  IL  Teü.    Die  analytische  Geometrie  des 

Raumes.  Von  Prof.  Dr.  F.  Eudio.  Mit  12  Figuren  im  Teile 
Dritte,  verbesserte  Auflage.  [X  u.  184  S.]  gr.  8.  In 
Leinwand  geb.  n.  J(l  3. — 

Die  Zahl  der  Lehrbücher  über  analytische  Geometrie,  die  jm 
vornherein  den  zu  behandelnden  Stoff  in  enge,  einem  ersten  Stodiiuzi 
entsprechende  Grenzen  einschließen,  innerhalb  dieser  Grenzen  aher  eine 
möglichst  große  Vollständigkeit,  verbunden  mit  einer  streng  wissen- 
schaffclichen  Darstellang,  anstreben,  ist  nicht  sehr  groß.  Das  vorlieigeade 
Lehrbnch  will  in  diesem  Sinne  einem  vielfach  empfundenen  Bedmfoit 
entgegenkommen.  Es  wendet  sich  in  erster  Linie  an  die  oberen  Elsssen 
höherer  Lehranstalten  (Gymnasien,  Realgymnasien  etc.),  ist  aber  such  so 

fehalten,  daß  es  mit  Vorteil  zum  Selbststudium  wird  benntrt  werden 
Önnen. 

In  sechs  Abschnitten  wird  die  analytische  Geometrie  des  Punkte^ 
der  Geraden,  des  Kreises,  der  Ellipse,  der  Hyperbel  und  der  Psnbel 
behandelt,  in  der  Meinung,  daß  die  Diskussion  der  allgemeinen 
Gleichunfi^  zweiten  Grades  mit  den  der  Schule  zugänglichen  Mitteln  nicltt 
mehr  in  befriedigender  Weise  durchgeführt  werden  kann  und  daß  mtn 
iedenfalls  die  dazu  erforderliche  Zeit  viel  vorteilhafter  zu  einem  gründ- 
licheren Studium  der  analytisch-geometrischen  Eigenschaften  der  einselnen 
Kegelschnitte  verwenden  wird.  Von  andern  Werken  unterscheidet  «ich 
das  vorliegende  Buch  noch  besonders  dadurch,  daß  es  der  eigentlichen 
analytischen  Geometrie  der  Ebene  eine  solche  der  geraden  Linie 


Ohr. 
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araosschickt,  d.  h.  zuerst  die  LagenverhältDisse  von  Punkten  einer  und 
eraelben  Geraden  (der  AbscisBenachse)  studiert  und  insbesondere  im 
.nschlnß  an  Möbius  die  Theorie  des  Teilverhältnisses,  des  Doppelver- 
ältnisses  und  der  harmonischen  Punkte  entwickelt. 

Die  Brauchbarkeit  ihres  Buches  suchten  die  Verfasser  durch  ein 
^rgfaltig  ausgewähltes  Übungsmaterial  zu  erhöhen.  Die  Gesamtzahl 
er  auf  sämtliche  Paragraphen  des  Buches  sich  verteilenden  Übungs- 
afgaben  beträgt  461. 

Auch  in  der  vorliegenden  fOnften  Auflage  haben  sich  die  Verfasser 
Ol  wesentlichen  darauf  beschränkt,  den  Text  auf  das  sorgfältigste  zu 
evidieren.  Neu  bearbeitet  wurden  nur  die  beiden  Paragraphen,  die  von 
len  harmonischen  Strahlen  und  von  Ereisbüscheln  handeln.  Infolgedessen 
reichen  die  Nummern  der  §§  27 — 39  teilweise  von  den  entsprechenden 
ler  >ierten  Auflage  ab. 

Möge  sich  das  Buch  auch  fernerhin  der  guten  Aufoahme  erfreuen, 
lie  ihm  bisher  zu  teil  geworden  ist! 

Die  vorliegende  dritte  Auflage  der  analytischen  Geometrie  des 
iaames  (des  zweiten  Teiles  der  „Elemente  der  analytischen  Geometrie^^) 
stellt  sich  als  eine  sorgfältige  Umarbeitung  der  zweiten  Auflage  dar. 
^e  Paragraphen  vmrden  gründlich  revidiert,  damit  das  Buch,  das  jetzt 
?ine  80  große  Verbreitung  gewonnen  hat,  in  immer  vollkommenerer 
jestalt  erscheine.  Wesentlidi  vermehrt  wurde  das  letzte  Kapitel,  ins- 
besoDdere  die  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades.  Der  Verfasser  suchte 
dadurch  den  vielfach  geäußerten  Wünschen  gerecht  zu  werden,  in  der 
Meiniiiig,  daß  nunmem-  beispielsweise  Studierende  technischer  Hoch- 
^ichulen  m'cbi  mehr  nötig  haben  sollten,  noch  zu  weiteren  analytisch- 
S^metrischen  H^smittem  ihre  Zuflucht  zu  nehmen.  Trotz  dieser  Ver- 
mehnmg  hat  sich  der  Umfang  des  Buches  nur  unwesentlich  verändert. 

Vierstellige  LogarithmeHtafeln.  Für  den  Schulgebraucb  zu- 
sammengestellt Yon  Dr.  A.  Schülke.  Vierte  Auflage.  [11  u. 
18  S.]  gr.  8.  Steif  geh.  m,  JL  — .  60,  in  Leinw.  geb.  Ti,JL  — .  90. 

Die  Tafel  gewährt  von  allen  viersteUigen  Tafeln  wohl  die  größte 
Einfachheit,  Übersichtlichkeit  und  Kürze  der  Rechnung,  und 
sie  ennöfflicht  durch  Beifügung  von  zahlreichen  Tabellen  die  häufigere 
Anwendung  der  Mathematik  auf  wirkliche  Verhältnisse. 

Diese  Vorzüge  haben  bewirkt,  daß  nach  dem  amtlichen  Ver- 
zeichnig der  an  höheren  Lehranstalten  Preußens  eingeführten  Schul- 
bücher die  Tafel  am  1.  Juli  1899  an  24  [gegenwärtig  etwa  an  40] 
Anstalten  benutzt  wird  —  ein  Erfolg,  den  nach  derselben  Quelle  andere 
üerstellige  Tafeln  auch  nicht  annähernd  erreicht  haben.  Femer  sei 
<^üf  aofmerksam  gemacht,  daß  die  Benutzung  der  Tafel  durch  eine 
soeben  erschienene  Aufgaben-Sammlung  erleichtert  wird,  welche 
z^Ureiche  Beispiele  aus  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  für 
^  Stellen  und  Dezimalteilung  des  Grades  enthält. 

Da  nun  durch  die  neuen  Lehrpläne  vierstellige  Tafeln  aus- 
drücklich eestattet  sind,  so  kann  die  Tafel  den  Herren  Fachlehrern  der 
Mathematik  zur  Prüfung  für  etwaige  Einführung  angelegentlich  empfohlen 
«^erden. 


Habeiieht,  SchlBssel  zur  Gleicliniigslehre. 
ö  Ji  —.40. 


[18  S.]    gr,  8.    geh. 


Die  Arbeit   geht,   um   das  Interesse  der  Lernenden  dauernd   zu 
'W«ebi,  aus  von  Gleichungen  und  bespricht  die  einzelnen  Rechnungsarten 


1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  S.  279  u.  692.   1881.    Glausius 
J*,  8.  686.   1881. 

HtKhrift  f.  BUtbematik  a.  PhyiilL  49. Band.  190S.  S.u.  4.  Heft.  19 


i9 


en 
lie 
Is- 

ßg 
»e 

im 

en 
an, 

ir- 

108 

eh 
lie 
eit 
>ei 
nd 
>e- 


\ 


mtttliem.  u-  natiirwisseiisela.  Unteir.      [Hittaü 


•Mll 


VlM 


UiS 


a.  irö^r. 


u[iiinef  da>  wo  sie  zum  Lüsan  der  jedeitnal  vorliegende n  tieueti  Gl«ii 
nQtig  sind. 

So  wird  der   abatrÄkt  wiaaeiiBchaftUche  Charakter  der  bisb- 
LebrbÜciier,  der  in  den  Augen  der  Schüler  im  ersten  Jahre  etwas 
weises,  kapifeel  weise  Einige  teil  tes,  «c  heinbar  Zweeklosea  bi^t«t.  v\ 
und  die  Lust  zu  lernen  ununterbrochen  wach  gehalten, 

Raamlolire  für  Bangewerksclmlen  uid  rerwandte  gewerb 
LebranBtalteu    von    Professor  Martdi   Gtändt,   Könlgl 

lehren     I.  Teil:  Lehre  von  den  ebenen  Figareiu     t, 
Mit  233  Figm-ön   Im  Teit   üßd  207  der  Banpraxis  entleli 
Aafgaben.     [X  u.  87  SJ     gr,  8.     kart  m  j€  2,40. 

M.  Caiitop,  politische  Arithmetik  oder  die  Arithmetik  des 
liehen   Lehens*     Zweite  Auflage.     [X  u    155   S]     gr. 

Die  «weite  Auflage  unterscheidet  »ich  ihrer  Anlage  nach  nieht 
der  eröten,  dagegen  sind  in  Einzelheiten  mancherlei  VerändertmgBi 
bemerken.  Einzelne  irrige  Zahlen  aind  nchtiggesfceüt  worden.  Difl 
1.  Januar  1899  eiogctretene  Vereinheitlichung  der  deutscheu  Böi 
Übungen  hat  berücksichtigt  werden  milösen.  Der  Einfluß,  welchen 
im  allgemeinen  sinkende  Zinsfuß  auf  den  Tarif  von  Yersichem^ 
geeellachafTfceti  ausübte,  mußte  Yerwendung  finden.  Nicht  minder  ^ 
seit  dem  Erscheinen  der  ersten  Anflage  Satzungsverilndenrngen  &n' 
Art  bei  VersicheningpgeBell Schäften  vorgekommen,  an  weTcben 
vorbeigeffangen  werden  durfte,  u.  *,  w.  Der  Verfasser  botft  durch 
diese  uicSt  unwesentlichen,  wenn  auch  dem  Räume  nach  nur  geringfilgi 
Verbesserungen  die  Brauchbarkeit  des  Büchleins  noch  erhöht  äu  hal 

Aus  den  Besprechungen  der  1.  Auflage: 
Der  Gegenstand    ist    vielfach    eradidpfend    behandelt  und 
instruktive    Beiapiele  erläutert,    die  Darstellung  ist  einfach  nnd  \i 
verständlich,  daher  karin  das  Buch  bestan  empfohlen  werden. 

Dr.  Franz  Walleutin  (Z.  f.  d.  ö.  G.  18Ü9,  Heft  10 
Ein  nützliches  kleines  ßucli,  das  die  für  Finanzbeamtfs  E&p 
listen,  Versicherangstechniker  unentbehrlichen  B^ehnungsarten  nicbt 
gemeinfaßUch  daj^tellt^  sondern  auch  historisch  und  rationeÜ  erl&iil 
Auch  der  Jurist,  der  nicht  selten  mit  diesen  Dingen  xu  tun  hat 
«ich  freuen,  daß  ihm  der  spröde  Stoff  hier  einmal  in  angenehmer  F 
dargeboten  wird. 

R.  Ehrenberg  (Zeitschrift  für  Handelsrecht,  49.  Bd.,  ij%  Hefl). 
«Selten   ist  auf  so  engem  Räume  ein  so  reicher  und  Idr  den 
Hohen  Verkehr  so  wertvoller  Wissensstoff  zusammengetragen  worden^ 
in  dem  uns  vorliegenden   Buche  Cantors;  dabei  ist  die  Art, 

fe|feben  ist,  so  ansprechend,  daß  auch  derjenige,  welcher  für  derlei  Di 
eine  Vorliebe  empfindet,  durch  die  ürott&nde  aber  genötigl;  irt. 
Belehrung  zu  v erschaffen,  durch  die  Lektüre  befriedigt  werden  wiri 
Wir  sind  der  ttberzeugung,  daQ  das  von  der  Verlags handlung  gel 
au8ge«tattete  Werkchen  in  den  weiteiten  Kreiden  Verbreitung  f 
wßrde,  weil  ja  auch  das  Bedürfnis  nach  Belekning  über  die  cfari 
f^prache  gebrachten  Dinge  sehr  verbreitet  mt  Lehrern  der  MaÜie 
möchten  wir  es  aber  g8>m  besonders  empfehlen. 

Cznber  (Z.  t  d   R.  1900,  Heft  h\ 

Utrticlviii  8w 


kK  V'  w.  wirUf  r.  iritti!uUft»«r,  iL  ff  ^irtHf. 
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|yf  athematischer  £dHa5en  5S 

'  nü  besonderer  Jerficksichtifiniig  der  ]favigafion. 

]n  jhflnige  9er  IhispekHoi  )es  ptaigsvcsens  9er  Xaiserl. 
px\K  betrbettet  voi  9r.  {.  Sdlenthio,  OberL  9er  XaiserL 
)lariKscliile  zn  XieL  [Xi  11.450  s.]  gr.s.  1902.  geb. n.^  8.40. 

Der  Leitfiiden  zerflQlt  in  fünf  Teile:  Arithmetik,  Geometrie,  ebene 
Trigonometrie,  Stereometrie,  sphArische  Trigonometrie.  Der  mathematiBche 
L^stoff  ist  nnr  so  weit  benandelt  worden,  als  derselbe  fOr  das  Ver- 
iit&ndnifl  der  nautischen  Bechnnnffen  nnbedinfft  erforderlich  ist;  die  not- 
wendigen S&tze  aber  sind  ausfEUiriich  dar^stellt  und  durch  viele  Fi^en 
im  Texte  yeranschaulicht  worden,  damit  jfder,  auch  ohne  Anleitung 
eines  Lehrers,  dieselben  verstehen  kann.  Der  Verfasser  hat  seine  Er- 
f&hnmgen,  die  er  an  Bord  Sr.  Majest&t  Schulschiffe  fQnf  Jahre  hindurch 
sammelte,  dazu  verwertet,  die  nautischen  Rechnungen,  vom  Einfacheren 
zum  Schwierigeren  fortschreitend,  allmählich  vorzubereiten.  Die  An- 
wendmigen  auf  die  Navigation  sind  am  Schlüsse  jedes  theoretischen 
KspitelB  gegeben.  Alle  in  der  Navigation  gebräuchlichen  Formeln 
woden  entinckelt  und  die  dort  aufgestellten  Bügeln  klargelegt. 


£eH|a9qi  der  analytisdiaiScoiiietric. 

M  YeraBlassmg  9er  XaiserL  lnspektion  9es  Bn9nngsvesens 
k(  Jbrine  bearbeitet  von  frofessor  9r.  VeimoUlt  in  XieL 

[VI  u.  80  S.]  gr.  8.  1902.  geh.  n.  A  IM.  ♦♦-•-•-•-•-•••-•♦ 

nOImohl  anftdrficklieh  für  den  Unterricbt  »n  dar  Marineschule  berechnet  und  mit 
Anweadaagen  aoa  der  Navigation,  Artillerie-  nnd  Maachinenkonde ,  aowie  dem  Bchifli- 
bktt  aasgesutlet,  kann  das  Hefl  doch  Jedem  warm  empfohlen  werden,  der  lieh  über  die 
MAlytiKbe  Geometrie  der  Ebene  nntertiehten  will.  Die  Darstellung  ist  knapp  und  klar, 
ik  EiafOhnrng  des  FnnktionsbegriflB  sehr  gut,  die  Figuren  sind  richtig,  die  Beispiele 
ffat  gewlhlt    Aueh  itun  Selbststudium  ist  das  Buch  geeignet . .  .** 

(Pidagog.  Butter  1908,  Heft  6.) 

n ' . .  Das  Toa  groBer  Sachkenntnis  und  einer  langj&hrigen  Erfahrung  im  OfTent- 
liehcn  Unteniehie  seitens  des  Yerfassert  Zeugais  ablegende  Buch  wird  an  den  genannten 
Aaitsltea  mit  Vorteil  rerwendet  werden  kOanen.'* 

(ZeiUohr.  f.  d.  Osterr.  OTmnasien  1903,  Heft  3.) 

vDer  TorUegeade  Leitfaden  soll  dem  Unterrichte  in  der  analytischen  Geometrie 
^  d«r  KaiseiHchea  Harinesohule  su  Omnde  gelegt  werden.  Er  ist  daher  den  Anforde- 
'^u^g»  der  Seeoffizierprflfung  angepaflt  und  so  ausfOhrlloh  gehalten,  dafi  er  auch  Schttlem, 
^  dca  Catenricht  versäumt  haben,  sum  Nachholen  des  Yers&nmten  dieaea  kaaa.  Den 
"^<^*ten  Abtchaittea  sind  einfache  Zahlenbeispiele  beigefSgt,  wdche  sum  besseren  Yer- 
■^^luinltte  der  allgemeiaea  Formela  und  sur  ged&chtnism&fiigen  Einprägnng  derselben 
<^^A«&''  (Deutsche  Techniker -Zeitung,  XIX.  Jahrg.,  Heft  58.) 


1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  8.  279  u.  692.   1881.    GlaasiaB, 
II,  8.  686.   1881. 

^tschrill f.  lUthematik  a.  Physik.  49. Band.  190S.  S.u.  4.  Heft.  19 
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ziiim  mamem.  n,  naiinrwiiienBCii,  unxerr. 


Darstellende  Geometrien 

Mit  flD«<r  KiiUifiiliiii^  iiiu  IHtHI  Etisi^iisiliimrji  zu  AiiF^^abiii  aiih  der  itarU<ilfiiiMiU|a 
]>r.  ClirlBtiaii  Beyel,  v 

t>iisii»t  «m  T'olTteiQfiiiltiiTn  in.  Zflricb, 

Mit  einer  Tafel     fXlI  u.  189  S.]     gr.  8.    geb.  n.  .C  3,60, 

ijDii  Werk  hAt  mtr  nm<sb  Anardcmag  hpA  Dnri^bftUirmig  aehr  gr^t  fwfftUtii^  tu 
kc^de  Dirnfv  meint  h^rzUchit^Mi  OltkckwttaAebp  ru  d^Jiii^lbea." 

G«k.  Bngr.  14,  flAsek,  Prtjf.  dür  teolkii,  üorha^hiü«  in  CliKrlntuaA« 

^**  TiotLi  da  liiü  ruuvrrtiEti'!  dn  M.  Hnypl^  ut  j<*  tictn  &  dire  toiit  d'nUoitl  qu.« 
croie  |iQÜit  qiill  i;älat«,  hu  in^lot  de  vue  didftctlqu«;,  ttUqiLcl  TAitJtiiiir  p'ul  ( 
im  oiivrKjEief  flur  le  »ojet,  ©t  qiil  lU  iine  impartmicrfr  ccicnEMrable.  Ce  ii**ft  Fj^ii  u 
qu'tme  r^volutlun  rmdlOBle  dati«  La  nmiülira  d'tiijiclirn^r  mi  «rt-  —  J>vtüii4-  ^u'i 
prffai]iU«  liü)H)iiiibl4}  da  doimcr  ä  un  leetont'  qul  n'^fcndieriiit  pm  le  ÜTTfi  laf-ml'mft  Uflt 
|FT4L'i4fl  dp  reiöellence  de  »t  dtJCtTlDe. 

Ou  cDiDprend  U  fkcrüJM  ftue  dmiiifliit  l#s  diipoiUtoDi  &it3i  |trof««f>ttrv  pnnw  twU 
«tix  £L6vf!ift;p  »nt  *itiidfl  iir*»Ublp^  des  exercicf»  Icnjaui«  ei*«Tit»blB4  jiuiiii*i  i»  fttt«t; 
ibrUiet  »nx  ^^Iftrei,  qui  tVx<.'rCf^nt  dVux-iaiitief  dAHS  cwliw  ditclpUs«,  l«t  fft»tidii*iix  » 
qu'lli  iani  tr&p  Huuvi^iit,  lonciullB  pr^iaDsnt  l«!  dotm^««  «u  IHMftrd. 

Mftltieureii««mimt  pour  noiiif  In  llrre  de  H.  Büt^cI  f-tt  frmit  «n  BllftmtJid.''^ 

i^Voict  Uli  oaf'rAtfe  quX  nn^rite  d'Atrs  iigiml^  ^  too»  cetix,  ^tii  «auelgUüAT  U  g*öii< 
dßflciiptiTe.  II  He  rucamiuftitdi^  tmnt  ]]ftT  i'urdr«  m^^thodique  dmm  Iflquel  toai  «xtwiii 
dlvpn  pioblöraoi  que  ppr  le  thoin  blen  Didaun^  deis  exürdoM.*' 

Ppor.  H,  Ffllf  (Umiveraii^  d«  ßenireV 
(Auft:  B«ni«  g^&^rmle  däi  seieiLMt  |»urQi  et  Appl^u^«**  lIMIS^i  pBgJl^ 
,,Du  dutck  Knappheit  und  lüjirliciC  mnitH«»äielinvt«  Biioh  ^  ^  ." 
Ob(!<rlf>fifer  A.  llvpt,  CbarloKfiiibiiFg, 
(Auf:  M allerg  die  Matfapnmtik  auf  den.  0fmnxtii?ti  und  BeaU^hul« 

Lehrbuch  der  Experimentalphysik 


Fmfvtear  dsr  PbjilW  *n  der  Eftnigl.  TeehnUcheji  HoebiehDla  »n  AftcliGii 

Fünfte^  TLölfacli  umgearbeitet©  und  verbesserte  äuHäi 
4  Bände,     gr.  8,     geb.  n.  JK  56.— ,  in  Hfißbd.  n.  .€  64.— 
IL  Band;    Atl^enieltifc   Fhjilk    nnd   AliOtUli.     Mit  921    In  dou  Text  ^tdrackm  M 

■cbDltlftü,     [X  u    lOöO  8.1     WJft.    u   .tf  18—,  in  HfaM.  n.  J£  U-— 
II.     —        Die    Lebrn  tob  doj'  Wurm«,     Mit  LTi    iu  düö  Text  gndnicktoti  Abbiidun 

tijad  Flttireö.     [XI  u.  9ÄG  8.J     1S96      n.  ^4£.  lÄ  — ,  in  Hfmbd    ö.  J(  14.- 

HL     —        Die  Lebro  Tou  HAgünUiiü«*  tmd  tob  4or  KiDktHdtll  mit  eiuer  Elidsiu 

Grui^dxUff«  dar  Lehn  vom  Pot«ntlAt     Mit  ^l   in  den  Tfsxt  ^dnektüa 

bildungen  u.  FlgTiKsn     [XT  a   t41&  S  ]    1B97    n,  Ji  iS.— ,  in  Hf*bd.  n.  k*  P 

rv      —        Dia  L«br«  TOn  der  Stmbliiiifr,    Mit  399  In  dAci  Text  g«dracltt«ii  AtbÜdwi 

u  Fl^ifon  Q.  4  Utb  Tarelu.  [XnalMäB.]  lnm.  n^|£  14  — ,lnH|ibd.iL^l 

Die  wiaidiitfchaftllcben  Vonügö  dici«i  raloh  BUtffflStAtteten  LabtbucbeH  «iud  na 

Kritik  einttimitiig  anetkuiut  wurden.    Däeaelba  hnt  aich  di«  AnfgAbQ  geitaUtt  ainfr 

dlP  pbyiÜiAliauhen  Lahren  In  waiterau  Kr«ii4ii  bekannt  au  iDRchea,  Uk^ereneitt  dfinjenJ 

welchfli  tiefoT  in  d«t  Ci«blfit  d»i  phjilkitUriCihaii  WLiittnt  ttiu  drin  gen  woIIau,  ^m  Yotk 

KU  di^DeOi  «I  liait  »bor,  ubtie  dän  eraten  Zweck  aiLBor  »cht  zu  Usoen,  die  leweite,  wi 

tcbi&rtUcbe  AufgAba  m^hr  ini  An^  gafaßti  ali  diei  ron  den  TsrbreiteUten  Lebrbtli; 

der  PbjflLk  lila  jetjtt  geacbohitn  int. 

Die  Torli^ffoud«  fi.  Auflag«  der  Bxperimantftlphjflik  h&t  die  gicicbe  llxUonf 
die  früheren  AufSniten;  dma  Bucb  aoU  nntur  dem  ateleu  IHnwt^lae  muf  die  Url^niibirta 
Alna  Überaicbt  gebeu  itber  däu  Atigi^iiblicldlttbeti  Btsnd  dor  exp^sriniecitallen  Pbjiik 
Über  dl<}  tbooretitchöu  Aufr&iiungüu,  2u  denen  die  FbjiUc  aur  Zeit  geUugt  i«t 

Der  Bchwerpunkt  dei  Werket  liegt  Inenuch  in  den  ExpeTimealAluntenw^hq 
und  deihnlb  find  tdU  wichtigeren  neueren  Unten ucbungvn,  die  bia  Htir  BevbeUnit 
l^etrofTüadeu  HAadea  ertchiunen  waran^  aufganominou;  wo  «1  wüuiah,eii.iwert.  erai 
wurda  »uch  auf  ältere  Arbeiten  cuTÜekga^Ißfen.  Die  Irveltemog  dei  experiman 
Meturimia  vf^rlfttigte  auch  vin  tiererea  E^lngeben  in  dl«  Theoiie«n ;  dfeiölbcn  iLud  ai 
dArguiugtf  wie  ea  ubtue  tu  aLiagedebote  Becbnungen  DiOgUok  wvt  Dftt  neu  in  bahuid 
Mnti*Tinl  w^r  eiu  recht  aadgedebDlei^  daher  mach  dar  ziamlich  erheblicb  gew«« 
UmfjtDg  dei  Buchea 


I 


A.  Sifia*  Ii.v.  von» 


?%.  Wirt»,  9.  mtUtiU^i^vt, 


>;,  wüirTifig. 
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^§ri\tpM%  MK  e.  12.] 

In  dem  .Buche  ist  ^ne  grefie  Summe  theoretischen  und  praktischeii 
Wissens  niedergelegt  und  in  anziehender,  yerständlicher,  präziser  und  gg 

knapper  Form  zum  Ausdruck  gebracht;  es  umfaßt  im  ganzen  mit  den 
TabeUen  nur  186  Seiten.  Der  Verfasser  hat  es  verstanden,  auch  die 
einfachsten  Materien  in  interessanter  Weise  darzustellen.  Für  den  Leser, 
welchem  der  Stoff  neu  ist,  ist  das  Studium  des  Bflchleins  meiner  An- 
sicht nach  dadurch  möglichst  erleichtert,  daß  es  meist  nur  kurze  Artikel 
enthält,  der  Leser  findet  zur  rechten  Zeit  eine  Ruhepause.  Das  Buch 
wird  von  Nutzen  sein  für  den  Verwaltungsbeamten,  Kameralisten,  Bankier, 
Eaufoiann  und  jeden  Geschäftsmann,  welcher  mit  den  nötigen  elemen- 
taren Kenntnissen  der  Mathematik  ausgestattet  ist,  fOr  den  Mathematiker 
nnd  för  den  Lehrer  der  Mathematik  an  den  verschiedensten  Fachschulen, 
er  wird  hier  sehr  oft  über  den  Kreis  rein  mathematischen  Wissens  hinaus- 
geführt. Wenn  sich  auch  nicht  jeder  Leser  für  alle  Fra^n  interessiert, 
so  wird  doch  jeder  eine  für  ihn  wichtige  Frage  behandät  finden.  Der 
Preis  des  empfehlenswerten  Büchleins  ist  nur  1.80  JC  Möge  dasselbe 
die  verdiente  Beachtung  und  Verbeitung  finden! 

Dr.  Max  Mack  (Blätter  für  admin.  Praxis,  1900,  Heft  4/5). 

EieyklopSdie  der  Hathematischen  Wissenscliafteii  Htit  Ein- 

8eUllß    ihrer   Anwendungen.      Herausgegeben   im  Auftrage  ^^ 

der    Königlichen    Akademie    der    Wissenschaften    zu  lie 

München,    der    Kaiserliohen    Akademie    der    Wifleen-  is- 

Schäften  zu  Wien    und    der  Königlichen  Gesellschaft  ^^ 
der  Wissenschaften    zu   Göttingen,    sowie  unter  Mit- 
Wirkung  zahlreicher  Fachgenosseo.    La  7  Bänden,    gr.  8. 

geh.     III.  Band:  Geometrie.     Redigiert  Ton  W.  Fr.  Metee.  '^ 

in  Königsberg.     In    3  Teilen.     11.  Teil.     1.  Heft.     [160  S.]  ^n 

JC  4.80.  en 

Enthaltend:  Kegelschnitte  und  Kegelschnittsysteme.  Von  Friede  _ 

rkh  Dingeldey  in  Darmstadt.    (Mit  14  Figuren  im  Text.)  ' 

Bisher  enehlen:  3>r~ 


1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  8.  279  u.  692.   1881.    Glausius, 
J^,  S.  686.    1881. 
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Encyklopädie   der  Elemfötar -Mathematik.     Ein  Handh 

Lehrer  und  Studierende.  Von  Heikeich  Wetbek,  Pfofcs« 
Btraßburg,  und  Josef  Wei,lstein%  Professor  ia  GieSen 
3  Bänden,    Band  I.    [XIV  u.  44tj  S.]    gr.   8.    geb.  n.  JC 

Yoranitfllgä  J,  Mitt^iltuiges)  iSQlt  B  {Zo^m  SBSth,  u^  n^tUTwi^Hnaeli   Ust«fr  » 

Das  Werk^  deaeen  erster  Band  soeben  erschienen  ist,  riditc 
iu  erster  Lima  an  die  Lehrer,  die  darin  Anregung  tindeu  sollen^ 
Unterricht satoif  auazuwlihlen  uad  natnentlick  in  den  höheren  Klaa 
tertiefen,  sodann  aber  auch  aa  Studierende,  die  eiae  Ajikimuag  i 
Elemente  und  Auttmchnng  und  Ergäa^uiig  frnlier  erworbener  1 
niflie  suchen. 

Durch  das  Zusammen  wirken  mehrerer  Gelehrter  hoffen  di«  Ei 
geber,  die  möglichste  VoUatlindigkeit  eu  erreicben.  Der  erat« 
umfaßt  den  algebraisch-analj tischen  Teil.  Der  sweite  Band,  der 
dex  Fresäe  ist,  wird  die  Geometrie  nach  ihren  verschiedenen  Seite 
handeln.  Ein  dritt*?r  TeiJ^  dessen  Druck  gleichzeitig  mit  dem  m 
in  AngritF  genommen  werden  soll,  wird  die  Aawendun^n  bringen, 
StoiF  aus  der  darätellenden  Geometrit>,  der  Mechanik,  Phydk  und  \ 
«cheinliehkeiterechnung  eatnonimea  ht  Die  VorarbeiteD  sind 
gediehen,  daß  die  Vollendung  des  ganzen  Werkes  im  nächs 
erwattet  werden  darf. 
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Grußdlmien  des  wiBsenscbaftlichen  Rechnens  von  Dr.  Heu 

Bruns,  Professor  der  Astronomie  an  der  Universität  zu  Lei 

[VI  u.  159   8.]    gr.  8.    geh.  n.  A  3.40,  geb.  n.  Jf,  A. 

Der  Verfasser    hatte    bei    den    Übungen    in   meinem    Semina 

„wissenschaftlich PS  Rechnend'  schon   vor  längerer  Zeit  damit  bego 

den   Teilnebmem   die    zur  Vorbereitung    CTforderliehen   mathematii 

Entwickelungen  autographiert  in  die  liand  tu  geben,   um  dadurdi 

filr   die   Beschäfligung  mit   heeonderen   Aufgaben   zu  gewinnen,    '. 

Aufs^eichnungen  werden  hier  in  etwas  erweiterter  Gestalt  der  Offesi 

keit  übergeben H^  da  es  sich  um  Dinge  handelt,  für  die  es  bisher  an 

handlichen  ZusaumiensteUnng  fehlte,   und    die   überdies    außerhalb 

Kreieea  der  berufsmäBigen  Eecbner  keineswegs  ^o  bekannt  sind,  vi 

ea  hei  ikrer  erprobten  l^ützlichkeit  verdienen. 

Die  Darstellung  ist,  da  es  sich  in  erster  Linie  um  einen  Leiü 
fOr  den  akademiscbeu  Unterricht  handelt,  auf  die  mm  Verstäntluli 
entbehrlichen  Entwicklungen  beschränkt:  der  Lehrer  ist  ohnehin  gen 
bei  der  Auswahl  und  Erfiiuteruug  der  jedeanial  ssu  stellenden  Auf| 
auf  die  Yorbildimg  der  Zuhörer  Bücksicht  äu  nehmen.         H.  Bmi 

Vorlesnngen  ober  xllgebra  von  Dr.  Gustav  Bauhe,  GeheiJ 
0*  Professor  an  der  UniversitiU  München*  Herausgegeben 
Mathematischen  Verein  München.  Mit  dem  Bildnis  Gi 
Bauers  als  Titelbild  und  1 1  Figuren  im  Text,  [VI  u, 
gr.  8.     geh.  n.  JL  12.—,  geb.  n,  JK  13.^ 

Am  18'  November  1900  feierte  öeheimrat  Professor  Dr.  G\ 
Bauer  in  unverminderter,  geistiger  und  körperlicher  Fiiiche,  noch  i 
tätig  im  akademisclien  Lehramte,  seinen  80.  Geburtstag.  Zur  Feier 
seltenen  Ereignisse«  veranstaltete  der  „MatheraatiBche  Verein  Müni 
der  von  Studierenden  der  Universität  und  der  Technischen  Hochj 
gebildet  wird,  emen  Festabend  und  machte  gewiasennaßen  als  Ehra 
dem   Jubilar   dag    Anerbieten,    dessen   Vorlesungen   über   „Atgebn 
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ucke  erscheinen  zu  lassen.  Herr  Professor  Bauer  erklärte  sich  damit 
iverstanden  und  kam  dem  Mathematischen  Vereine  noch  weiter  ent- 
eren, indem  er  das  vom  Verein  aus  verschiedenen  Nachschriften  zu- 
oimengestellte  Manuskript  vor  der  Druckleg^ung  sorgfältig  überarbeitete. 

Das  vorliegende  Buch  soll  demnach  nicht  nur  den  Titel  „^or- 
lungen'^  fSUuren,  sondern  in  der  Tat  Vorlesungen,  wie  sie  gehalten 
irden,  wiedergeben.  Es  ist  hervorgegangen  aus  Vorträgen  über 
Igebra,  die  Herr  Professor  Bauer  in  der  Zeit  von  1870 — 1897  je  in 
ffischenräumen  von  2 — 3  Jahren  an  der  Universität  München  gehalten 
it.  Diese  Vorlesungen  waren  für  Studierende  im  ersten  oder  zweiten 
uidiei\)abr  bestimmt.  Es  werden  deswegen  keine  Vorkenntnisse  (außer 
iT  Elementarmathematik)  vorausp^esetzt,  aus  dem  gleichen  Grunde  kann 
ie  Vorlesung  aber  auch  nicht  in  alle  Gebiete  (z.  B.  in  das  der  Sub- 
itutionen)  vordringen.  Der  Zeit  nach  erstreckte  sich  die  Vorlesung 
iweiüg  über  zw^  Semester  in  der  Weise,  daß  das  Wintersemester 
auptsächlidh  der  theoretischen  Betrachtung  der  Probleme,  das  Sommer- 
emester  der  Lehre  von  den  Determinanten  und  4ßren  Anwendung  zur 
i&fiong  dieser  Probleme  gewidmet  war.  Diese  aus  rein  praktischen 
ir^den  durchgeführte  Teilung  auch  in  dem  Buche  besonders  hervor- 
nheben  lag  kein  Grund  vor;  im  übrigen  entsprechen  die  beiden  ersten 
Ibäcbnitto  dem  Inhalte  der  Wintervorlesung,  die  beiden  letzten  der 
k>mmervorlesxiBg.  Immerhin  kann  der  Leser  etwa  vor  Kapitel  VQ  die 
^pitel  XXV  bis  XXVII  über  die  Theorie  der  Determinanten  lesen  und 
sodann  nach  jedem  weiteren  Abschnitte  über  die  Elimination,  die  Dis- 
kriminante  u.  s.  w.  die  Ergänzungen  durch  Anwendung  der  Determinanten 
in  den  betreffenden  Kapiteln  des  vierten  Abschnittes  einsehen.  Das  in 
den  Noten  I  und  II  Gegebene  wurde  gelegentlich  in  Übungsstunden  vor- 
getragen. 

Daß  das  Buch  dank  dem  freundlichen  Entgegenkommen  des  Herrn 
Verlegers  im  Hinblick  auf  den  besonderen  Anlaß  mit  dem  Porträt  des 
Verfassers  ausgestattet  ist,  wird  dessen  zahlreichen  Freunden  und 
Schülern  gewiß  zur  Freude  gereichen. 

Der  Unterzeichnete  aber  hat,  aus  Interesse  für  die  Sache,  gern 
die  mit  der  Drucklegung  verbundenen  Arbeiten  auf  sich  genommen. 

München,  M&rz  1903.  Karl  Doehlemann. 

KifdcPC  ZaUentheorie  von  Prof.  Dr.  Paul  Baohmann.  Erster 
Teil.  A.  u.  d.  T.:  B.  G.  Teubners  Sammlung  von  Lehr- 
büchern auf  dem  Gebiete  der  Mathematischen  Wissen- 
schaften mit  Einschloß  ihrer  Anwendungen.  Band  X,  1. 
gr!  8.   geb.  n.  JC  14.— 

Das  sich  inhaltlich  zumeist  an  den  gleichnamigen  Artikel  der 
Encyklopädie  der  Mathematischen  Wissensclukften  anschließende  Werk 
kennzeichnet  sich  etwa  als  eine  systematische  Entwicklung  des  dort 
Gebotenen.  Während  sein  zweiter  Teil  die  additive  Zahlentheorie  be- 
aaadeln  soll,  gibt  der  erste  nach  einer  geschichtlichen  Einleitung  und 
einer  eingehenderen  Betrachtung  des  Zamenbegriffs  die  multiplikative, 
^  die  Teilbarkeit  ffegrOndete  Zahlentheorie,  von  den  „Elementen''  des 
Verfassers  durch  anderweitige  Begründung  und  vielfältig  abweichenden 
liüialt,  wie  insbesondere  die  verschiedenen  Euklidischen  Algorithmen, 
^  Fareyschen  Beihen,  die  Stemsche  Entwicklung,  eine  systematische 
l^ieUimg  aller  jetzt  bekannten  Beweise  des  Reciprocitätsgesetzes,  soweit 
»e  hierher  rechnen,  die  Theorie  der  höheren  Kongruenzen  u.  a.  wohl 

1903.  B.    Zun  mathem.  u.  natarwisMnich.  Unterricht.  8 
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1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  S.  279  u.  692.   1881.    Clausius, 
^•i  8.  686.   1881. 
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unterschieden,  will  das  Werk  als  eine  Art  Supplementband  zur  „Gestmt- 
darstellung  der  Zahlentheorie^*  seines  Verfassers  aufgefaßt  werden  und 
dürfte  als  solcher  nicht  unwillkommen  sein. 

Emannel  Cznber,  Wahrscheinlichkeitsreclmiing  und  ihre  An- 
wendung auf  Fehlerausgleichung,  Statistik  und  Lebensversidie- 
rung.     [XIV  u.  593  S.]     gr.  8.    In  Leinw.  geb.  n.  ^Ä  24.- 

Auch  in  2  Hälften: 
I.  [304  8.]  geh.  n.  JC12,—  U.  [XIV u.  289  S.]  geh.  n.  .€12.- 

Der  Verfasser  bietet  in  dem  vorliegendem  Buche  eine  Daritellnrf 
der  Wahrscheinlichkeitstheorie  und  ihrer  hauptsächlichsten  Anwendung^ 
gebiete:  Fehlerausgleichung,  mathematische  Statistik  and  Lebeosrer- 
sicherungsrechnung. 

In  dem  grundlegenden  ersten  Teile  wird  auf  die  fundameniftlen 
Fragen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  eingegangen;  eine  große  Aus- 
wahl von  Problemen,  «darunter  selbstverständlich  die  klassischen,  ist  dazu 
bestimmt,  in  den  (reist  der  Wahrscheinlichkeitssätze  und  ihren  richtigen 
Gebrauch  einzuführen. 

Der  zweite  Teil  begründet  die  Fehlertheorie  und  die  aus  ihr  cct- 
springende  Methode  der  kleinsten  Quadrate;  Beispiele  aus  verschiedest: 
Wissenszweigen  geben  eine  zureichende  Vorstellung  von  der  Verwendaug 
dieses  wichtigen  Instruments  zur  Bearbeitung  von  Beo  Dachtanff8eTgebnis8e&. 

Im  dritten  Teile  werden  die  modernen  Hilfsmittcd  der  wiigen- 
schafblichen  Beurteilung  und  Ausnützung  von  Erfahrungstatsachen  auf 
statistischem  Gebiete  erörtert;  die  Probleme  der  SterblichkeitB-  und 
Invaliditätsmessung  stehen  im  Vordergrunde  der  Betrachtung. 

Der  vierte  Teil  erklärt  das  Wesen  und  behandelt  alle  belanCTeicbfB 
Probleme  der  Lebensversicherungsrechnung;  um  auch  einen  Einbhck  in 
die  Auswertung  der  hier  maßgebenden  Formeln  und  die  auftreteBd€n 
Zahlwerte  zu  gewähren,  sind  Tabellen  und  Bechnungsbeispiele  in  grö&era 
Zahl  eingefügt. 

Julius  KSnig,  Einleitung  in  die  allgemeine  Theorie  der 
algebraischen  GrSßen.  Aus  dem  ungarischen  übertragen  vom 
Verfasser.  [576  S.]   gr.  8.   geh.  n.  A  18.—,  geb.  n.  A  20.- 

Die  Eroneckersche  ,,Festschrift''  vom  Jahre  1881  hat  der  rnfttiie- 
matischen  Forschung  neue  Bahnen  gewiesen,  ja  gerad^u  die  Probleme 
und  Ziele  einer  neuen  Disziplin  festgestellt.  Diese  allgemeine  ;alg«- 
braische  und  arithmetische)  Theorie  der  algebraischen  Größen  versudt 
der  Verfasser  in  systematischer  Entwicklung  vorzutragen  und  gl&obt 
nach  weit  zurückreichender  Vorbereitung  die  Schwierigkeiten  eines 
solchen  Unternehmens  —  wenigstens  zum  größeren  Teile  —  überwanden 
zu  haben.  Schwierigkeiten  boten  nicht  bloß  die  methodischen  Fragen, 
eine  ^anze  Reihe  von  grundlegenden  Problemen  war  bisher  unerledigt 
geblieben. 

Durch  Einführung  der  sogenannten  ,fResolventenform*S  die  sich 
als  weitgehende  arithmetische  Verallgemeinerung  des  Resultantenbegri^s 
darstellt  wurde  es  möglich,  eine  —  im  vollen  Sinne  des  Wortes  —  all- 
gemeine Eliminationstheorie  zu  schaffen,  die  für  alle  hierher  gehörigen 
Fragen  von  zentraler  Bedeutung  ist.  In  durchaus  ungestörter  Analogie 
konnten  die  algebraischen  und  arithmetischen  Teile  der  Theorie  ent- 
wickelt werden,  die  einerseits  eine  Algebra  der  affinen  Transformitioneii, 
andererseits  die  „allgemeine"  Arithmetik  ergeben. 

Der  Aufbau  des  ganzen  Werkes  kann  im  Rahmen  dieser  kurzen 
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^eige  auch  nicht  einmal  angedeutet  werden;  es  sei  diesbezüglich  auf 
rorrede  und  Inhaltsverzeichnis  verwiesen. 

Dem  Studenten  in  höheren  Semestern  verständlich  und  wohl  auch 
3r  den  Fachmann  von  Interesse,  soll  das  Buch  eine  Lücke  der  mathe- 
aatischen  Literatur  ausfüllen;  und  der  Verfasser  wird  sich  glücklich 
chätzen,  wenn  es  ihm  gelungen  ist,  dieses  wichtige  Gebiet  der  Forschung 
reiteren  Kreisen  zugänglich  zu  machen.  J.  K. 

Ifrret-Bohlmann,   Lehrbnch   der  Differential-  nnd  Integral- 
rechnnng.       Zweite,    durchgesehene    Auflage.      Dritter    Band. 
Erste  Lieferung.    Differentialgleichungen.     Herausgegeben 
von    G.  BoHLMAKN   Und    E.  Zermelo.     Mit   10   in    den    Text 
gedruckten  Figuren.     [304  S.]     gr.  8.     geh.  n,  JL  6 .  — 
Die  IL  (Schluß-)  Lieferung  erscheint  im  Laufe  des  Jahres. 
Die  Verlagsbuchhandlung  hat  sich  entschlossen,  den  3.  und  letzten 
Band  der  Neuauflage  des  Serret -HamackBchen  Werkes  in  zwei  Liefe- 
-iingen  herauszugeben,  die  natörlich  nach  Fertigstellung  der  zweiten  Liefe- 
rung wieder  in  einem  einheitliohen  Bande  ers^einen  werden.  Der  Steff, 
reicher  in  der  vorliegenden  ersten  Lieferung  geboten  wird,  ist  fast  ganz 
der  alte  geblieben.  Wesentlich  geändert  ist  die  Disposition  und  infolge- 
dessen aach   vielfach  die  Form   der  Darstellung.    Die  erste  Lieferung 
enthält  den  ,, ersten  Teil^^  der  Neuauflage  des  &itten  Bandes,  welcher 
die  Lehre  von   den  gewöhnlichen  Differentialgleichunffen  umfaßt,  und 
den  Anfang   des    „zweiten  Teils",   welcher   die   partidlen   Differential- 
i^leichangen  und  die  Variationsrechnung  behandelt.   Die  zweite  Lieferung 
wird  dann  außerdem  den  Anhang  über  den  Zahlbegrifif  und  eine  An- 
wendung auf  die    reellen  Funktionen,   sowie   Schlußbemerkungen   und 
Register  bringen. 

Was  den  Inhalt  des  ersten  Teils  anlangt,  so  beffinnt  dieser  —  um 
das  Verständnis  zu  erleichtern  —  mit  den  Differentialg&ichungen  erster 
()rdn\ing.  Das  erste  Kapitel  bringt  die  Ezistenztheoreme  und  an  sie  an- 
schließend eine  wesentlich  geometrisch  gehaltene  Diskussion  der  singu- 
luren  Losungen,  das  zweite  Kapitel  enthält  die  üblichen  Integrations- 
methoden und  nimmt  dabei  —  die  Bemerkungen  Hamacks  verwertend  — 
auf  die  geometrischen  und  die  von  Lie  eingefährten  Methoden  besonders 
Rücksicht  Analog  behandelt  das  dritte  Kapit«!  die  Existenztheoreme 
und  die  singnlären  Lösungen  von  Differentialgleichungs-Systemen,  wobei 
die  Beziehungen  zur  geometrischen  Theorie  der  Kongruenzen  so  weit 
ierücksichtigt  sind,  als  dies  ohne  zu  weites  Eingehen  in  flächentheore- 
tische Untereuchungen  möglich  war.  Das  vierte  Kapitel  behandelt  die 
elementaren  Inte^prationsmethoden  bei  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnung  und  bringt  gegen  die  frühere  Auflage  nichts  Neues.  Das  gleiche 
gilt  vom  fanften  Kapitel,  welches  die  formale,  elementare  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  entwickelt  Erweitert  ist  aber  die  Dar- 
stellung der  funktionentheoretischen  Untersuchung  dieser  Gleichungen. 
Hie  ersten  Paragraphen  des  sechsten  Kapitels  beweisen  die  Existenz 
eines  Fundamentalsystems  an  einer  regulären  Stelle  und  die  Existenz 
einer  Lösung  im  Gebiete  von  einer  SteUe  der  Bestimmtheit.  Das  Auf- 
treten von  Logarithmen  wird  nur  durch  Beispiele  erläutert. 

6.  Bohlmann.    E.  Zermelo. 

VorlesuDgen  fiber  projektive  Geometrie.  Von  Federiqo  Enriques, 
Professor  an  der  Universität  zu  Bologna.  Deutsche  Ausgabe 
von  Dr.  Hermann  Fleischer.    Mit  einem  Einführungswort  von 
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l)  Planck,  Wied.  Ann.  U,  8.  279  u.  692,    1881.    Clausius.  Wil 
}t^  8.636.    1881. 
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Klbik  uud   186  Figuren   im  Text. 
•Ä  S^ — I  geb.  n.  #Ä[  9. — 


[367   S,]     gr.  a 


Ea  werden  in  diesen  Vorlesungen  die  Element©  der  proj» 
Geometrie  im  Sinne  der  v.  Standtsehen  Biciitmijjf  unter  Zugrunde 
eines  System«  tod  riBuelleu  (graphiäcben^  deskriptiven)  Axiome 
wickelt.     Mehißciie  Anwendungen  werden  getrennt  behandelt. 

Die  von  dem  Ter  fasset  angenommenen  Axiome  bilden  iw« 
gliediige  Gruppen.  Die  der  ersten  Gruppe  bezieben  eich  auf  das  Eii 
Äagehören  von  Puntteo^  Gerailen  und  Ebeaen,  die  der  t weiten  < 
auf  die  Anordmmg  der  Punkte  auf  der  Geraden  und  der  lyerad' 
der  Ebenen  im  Büschel,  Die  Stetigkeit  wird  in  Dedekindaeber 
definiert.  Die  ersten  fünf  Kapitel  führen  von  der  Untenuchui 
elementarsten  visuellen  Satze  /m  dem  im  Sinne  von  Klein,  L\ 
Zeutben  und  Buboux  streug  gefilhrten  Beweise  des  Fundamenta 
der  l'rojektivität, 

Das  seehste  und  das  siebente  Kapitel  sind  der  Projektiv it 
der  Involution  in  Gebilden  erster  Stufe  gewidmet,  wobei  dte  ima| 
Elemente  kurx  eingeführt  und  die  bemerkenswertesten  metrischei 
unter  BcnutÄUTig  des  Prinzipos  der  Bewegung  systematisch  Viel 
werden.  Dos  orstt;  Kapitel  beaebäftigt  sich  mit  der  KoUineation  u 
Korrelation  zwischen  Ebenen  (oder  Bündeln)  und  führt  in  der  ErBi 
der  metrischen  Fälle  2u  dem  SchluB,  daB  „alle  metrischen  Be^ie^ 
der  Fi  guten  in  der  Ebene  und  im  Bündel  als  visuelle  Beziehung« 
Absoluten  betracbtet  werden  könneu*\  und  zu  einigen  Betrachtun 
Bezug  auf  die  Erweiterung  a  priori  des  Gesi^zes  der  Dualit&t. 

In  den  folgenden  vier  Kapiteln  werden  die  mit  Hilfe  der  Fe 
eingeführten  Kegelschnitte  untersuclitf  und  auch  hier  wird  der  Inlii 
vianeUen  SÄtiee  durch  lahlreiche  metriscbe  Anwendungen,  die  g< 
Bind,  deren  Wichtigkeit  hervortreten  zu  lassen,  klar  gemacht,  ] 
sonderen  beaehMtigt  sich  das  elfte  Kapitel  mit  bestimmten  Aufgft 
der  Ebene,  wobei  hervorgehoben  wird,  daß  das  Absolute  der 
immer  dann  unter  die  gegebenen  Elemente  gesetzt  werden  mul^ 
es  sich  um  metrische  Aufgaben  handelt.  In  diesem  Kapitel  et 
auch  einige  Aufgaben  dritten  Grades  eine  strenge  geometrische  Bi 
lung,  wodurch  man  zur  Bestimmung  der  Doppelelemente  einer  KolUi 
in  der  Ebene  und  im  Bündel  gelaugt,  auf  Grund  deren  dami  in 
zehnten  Kapitel  die  IJutersncbung  über  die  Achsen  und  die  Kreiü( 
der  Kegel  zweiten  Grade.-*  in  der  unendlich  fernen  Ebene  geführt  wird.  £ 
werden  im  dreizehnten  Kapitel  die  Projektivitilten  des  Haomes  umtet 

Ein  Anhang  bezieht  sich  zunücbst  auf  Gruppen  von  Projekti' 
und  auf  den  fruchtbaren  Begriff  der  abstrakten  Geometrie,  der  i 
Beispiel  der  Bestimmung  von  Puükttransfonnatiouen »  die  Kug 
Kugeln  verwandeln,  erläutert  und  zur  Einführung  der  projektiven 
dinateu  benutzt  wird.  Dann  wird  die  analjtische  Theorie  des  [ma| 
mit  Heiner  im  Text  angedeuteten  synthetischen  Behandlung  inVerbi 
gebracht  und  scbließhcb  eine  Übersicht  über  die  Entstehung  der 
mentalbegTifie  der  projektiven  Geometrie  gegeben, 
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David  Hubert,  (rruDdlagen  der  Geometrie,  Zweite,  durch  2 

yermebrte  und  mit  fünf  Ad  hangen  versebene  Auflage.    A 

Festäcbrift  zur  Feier  der  Enthüll ung  des  Gauß- Weber- Deaki 

Göttingen.  [VI  u.  175  S.]  gr.  8.  geh.  n,  J£  6,20,  geb.n.  M 

Diese  Untersuchung  ist  ein  Versuch,  für  die  Geome^e  eil 

dtlndiges    und    möglichst    einfaches   System   von  Axiome 
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aitellen  und  aus  denselben  die  wichtigsten  geometrischen  S&txe  in  der 
reise  abzuleiten,  daß  dabei  die  Bedeutung  der  verschiedenen  Axiom* 
ruppen  und  die  Tragweite  der  ans  den  einzelnen  Axiomen  za  ziehenden 
'olgenmgen  möglichst  klar  zu  Tage  tritt 

Die  hinzugefügten  Anhftnge  sind:  L  Über  die  gerade  Linie  als 
ürzeste  Verbindung  zweier  Punkte.  11.  Über  den  Satz  von  der  Gleichheit 
er  Basiswinkel  im  gleichschenkligen  Dreieck.  ID.  Neue  Begründung 
er  Boljai-Lobatsche&kyBchen  Geometrie.  IV.  Über  die  Grundlagen  der 
reometrie.    V.  Über  die  Flächen  von  konstanter  Gaufischer  Krümmung. 

!.  Stody,  Geometrie  der  Dynamen.    Die  Zusammensetznog  von 

Kräften  und  yerwandte  Gegenstände  der  Geometrie.    Mit  46  in 

den  Text  gedruckten  Figuren  und  einer  Tafel.    [Xm  u.  603  S.] 

gr.  8.  1903.   geh.  n.  JK  21.— ,  in  Halbfranzband  n.  ^23.— 

(Aus  dem  Vorwort:)  In  der  vorliegenden  Schrift  wird  die  Frage 

lach  der  konstruktiven  DarsteUung  und  Zusammensetzung  von  Djnamen, 

1  i.  TOD  Systemen  von  Kr&ften,  die  an  einem  starren  Körper  angreifen, 

Jg  Ausgangspunkt  genommen  für  Untennchungen  geometrischen  (und 

ilio  rein  theoretischen)  Inhalts. 

Im  ersten  Abschnitt  wird  gezeigt,  dafi  die  aus  Lehrbüchern  der 
Mechanik  allgemein  bekannten  S&tze  über  Streckensysteme  ein  Glied 
and  iwar  nicht  durchaus  in  jeder  Hinsicht  das  einfachste)  bilden  in 
dner  Kette  verwandter  Konstruktionen,  die  hier  zum  ersten  Male  voll* 
ständig  und  mit  ausgeführten  Beweisen  vorgelegt  werden.  Die  ver- 
rendeten  Hilfsmittel  sind  die  der  EHementar^metrie;  jeder  wird  der 
DinteUnng  folgen  können,  der  mit  guten  Sch^enntnissen  einige  Übung 
m  geometrischen  Denken  verbindet,  solche,  wie  sie  etwa  durch  Be- 
ichäitigung  mit  der  sogenannten  synthetischen  oder  der  darstellenden 
Geometrie  erworben  we^en  kann. 

Der  zweite  Absdinitt  bringt  eine  algebraische  Begründung  der- 
selben Theorie.  Die  Abfassung  ist  hier  etv^  kürzer,  besondere  Kennt- 
usie  aber  werden  vom  Leser  ebenfalls  nicht  verlangt  Wem  die  pro- 
jektive Geometrie  in  ihrer  analytischen  Gestalt  geläufig  ist,  der  wird 
gnt  vorbereitet  sein  zum  Studium  auch  dieses  Abschnittes,  dessen  Inhalt 
zum  Teil  wohl  geradezu  ids  eine  Ergänzung  zu  den  vorhandenen  Lehr- 
büchern der  anslytischen  Geometrie  wird  betrachtet  werden  können. 

Der  dritte  Abschnitt  behandelt  hauptsächlich  die  linearen  Systeme 
von  Dynamen.  Im.  Zusammenhange  damit  werden  die  Anfänge  einer 
Qeoen  Art  von  Liniengeometrie  entwickelt.  Den  Schluß  bilden  An- 
wendungen auf  Kinematik.  Diese  weitergehenden  Untersuchungen  sind 
Terhältniamäßig  biapp  behandelt.  Sie  wenden  sich  nur  an  geübtere 
öeometer,  die  mit  den  Hilfsmitteln  der  modernen  Analysis  und  nament- 
lich mit  der  Handhabung  des  Gruppenbegriffs  genügend  vertraut  sind. 

Elemente  der  Vektor-Analysis  von  Dr.  A.  H.  Bucherer,  Privat- 
dozent in  Bonn.  [VI  u.  91  S.]  gr.  8.  geb.  n.  JL  2.40. 
Durch  die  Veröffentlichung  dieses  elementaren  Werkchens  glaube 
ich  dem  Studierenden  der  Physik  ein  Hilfsmittel  an  die  Hand  zu  geben, 
welches  ihm  das  Eindringen  in  die  mathematische  Physik  ganz  wesentlich 
»leichtem  und  sein  TVissen  auf  diesem  Gebiete  durch  eine  st&rkere 
Heranziehung  der  VorsteUungskraft  zu  einem  lebendiceren  gestalten  soll. 
AngeBichta  der  Tatsache,  daß  grundlegende  Abhandlungen  unserer  be- 
deotendsten  Gelehrten  in  neuerer  Zeit  m  zimehmendem  Maße  in  vektor- 
»n&lyti8cher  Form  verfaßt  werden,  muß  das  Erscheinen  eines  derartigen 


1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  S.  279  u.  692.   1881.    Glausius, 
It,  S.  685.   1881. 

Otachrift  f .  Kfttbematik  n.  Phyiik.  49.  Band.  1908.  8.0.4.  Heft.  19 


L 


t9 


1 


22  Zum.  mathem.  u.  naturwisseiiBch.  Unterr.      [Mitteüun;?^ 

elementaren  Werkchens  als  besonders  zeitgemäß  bezeidmet  Teiden. 
Das  Verständnis  der  Bechenmethode  habe  ich  mich  stets  durch  eiafteüt 
Beispiele  aus  der  Physik  so  erleichtem  bemfUil  A.  H.  Badenr. 

Kronecker,  L,  Vorlesungen  Aber  Mathematik.    In  zwei  Tell^x 

n.  Teil:  Yorlesangen  über  Arithmetik.  2.  Abschnitt:  Vor 
lesungen  über  die  Theorie  der  Determinanten.  1.  Band:  Im 
bis  einnndzwanzigste  Vorlesung.  Bearbeitet  und  fortgefübr 
von  Dr.  Kurt  Hensbl.  Mit  11  Figuren  im  Text  [XII  z. 
390  S.]  gr.  8.  geh,  n.  JC  20.—,  geb.  n.  JC  21.— 
Die  Determinantentheorie  hat  sich  sowohl  bei  Lebzeiten  Kronecker^ 
und  unter  seiner  wirksamen  Mitarbeit,  als  auch  in  den  zwölf  Jahrei 
nach  seinem  Tode  so  stark  und  so  erfolgreich  entwickelt,  daß  die  \m^: 
veröffentlichten  Lehrbücher  dieser  Disziplin  nicht  mehr  eine  TolkÜ&di^r 
Darstellung  ihres  reichen  Lihalts  geben.  In  dieser  Beziehung  bildeta 
die  Uni?ersität8Torlesnngen  Krone ckers  ^1883 — 1891)  über  diese  Dii- 
ziplin  bereits  einen  bedeutsamen  Fortschritt.  Aber  auch  er  liieh  die 
Zeit  noch  nicht  fSr  gekommen,  seine  eigenen  tiefergehenden  Unter- 
suchungen, sowie  die  erst  in  den  letzten  Jahren  voHst&ndig  abgescUosseo^L 
Theorieen  anderer  Forscher,  welche  so  viel  zur  Vertiefong  und  Yeids* 
fachung  dieser  Disziplin  beigetragen  haben,  in  den  Kreis  seiner  6»:- 
trachtungen  zu  ziehen.  Nun  hat  sich  aber  gezeigt,  daß  man  gerade  die^ 
neueren  Probleme  der  Detenninnntentheorie  in  besonders  einfocher  Weif*' 
durch  Benutzung  und  konseqaente  Ausgestaltung  der  Gedanken behasdelo 
kann,  welche  Kronecker  in  seinen  letzten  Vorlesungen  und  Arbeit«!- 
über  diesen  Gegenstand  dargelegt  hat.  Aus  diesem  Grunde  entseUo^ 
sich  der  Herausgeber  dieses  Werkes,  die  Vorlesungen  Kroneckersiuit«r 
soreßütiger  Erhaltung  seiner  Grundprinzipien  und  unter  Benutzung  seicer 
einlachen  und  wirksamen  Methoden  so  zu  bearbeiten  und  foitzoiukrer. 
daß  dieses  Werk  eine  systematische  Darstellung  der  modernen  Det^r- 
minantentheorie  und  ihre  wichti^ten  Anwendungen  enthSlt.  Der  Dsr- 
Stellung  der  allgemeinen  Theorie  geht  eine  sehr  eingehende  roter- 
suchung  der  Determinanten  zweiter,  dritter  und  vierter  Ordnung  toa^;, 
nebst  ihren  Anwendungen  auf  die  Geometrie,  die  Arithmetik  ood  ^v 
Formentheorie.  So  erreicht  Kronecker,  daß  der  Leser  mit  des 
Determinantenkalkul  wohlvertraut  ist,  wenn  nun  alle  Grundeigenscha^ez 
der  Determinanten  n^r  Ordnung  aus  der  Betrachtung  der  Losung  eises 
Systemes  von  n  linearen  Gleicnungen  mit  n  Unbekannten  mit  eioetc 
Schlage  in  Evidenz  gesetzt  werden.  An  die  Stelle  der  älteren  Det^- 
minantentheorie  ist  heute  die  Untersuchung  der  Systeme  oder  Matrizci 
getreten,  und  das  Rechnen  mit  diesen  Systemen  ist  jetzt  so  an^biliK 
und  vereinfacht  worden,  daß  die  tiefsten  Resultete  der  Deterfflinant«^ 
lehre  zu  ganz  einfachen  S&tzen  einer  Arithmetik  werden,  welche  na: 
wenig  schwerer  ist  als  die  elementare  Zahlentheorie.  Der  DarsteUcni: 
dieser  Arithmetik  unter  Benutzung  der  Krön  eck  ersehen  Methoden  gc;^ 
ihrer  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Elementarteiler  und  auf  & 
Äquivalenz  und  die  Teilbarkeit  der  Systeme  ist  der  vom  Heransgekr 
hinzugeffigte  letzte  Teil  des  vorliegenden  ersten  Bandes  gewidmet 

Die  Gfrandsätze  und  das  Wesen  des  Unendliclieii  in  der  Iatk^ 
matik  nnd  Philosopliie.  Von  Dr.  Kurt  Gsissler.  [^l  ^ 
417  S.]    gr.  8.     geb.  n.  JC  14.— 

Toraiueige  a.  KitteUungen  190S  A  Nr.  8  8.  67. 
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BemaHn  Grassmanns  gesammelte  mathematiscke  und  pliysi- 

kalJSChe  Werke.     Auf  Veranlassung    der   mathematisch -phy-  ^ 

siischen  Klasse  der  Eönigl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften und  unter  Mitwirkung  der  Herren  Jacob  Lüroth, 
Eduard  Study,  Justus  Grassbiann,  Hermann  Grassmann  der 
Jüngere,  Georg  Scheffers  herausgegeben  von  Friedrich  Engel. 
II.  Bd.  n.  Tl.  Die  Abhandlungen  zur  Mechanik  und 
zur  mathematischen  Physik.  Mit  51  Figuren  im  Text. 
[266  S.]     gr.  8.     geh.  n,  JC   14.— 

Yoranseig«  b.  Mitteilungen  IdOS  A  Nr.  2  S.  68. 

Bernhard  Riemanus  gesammelte  mathematische  Werke.  Nach- 
träge, herausgegeben  Yon  M.  Noether  und  W.  Wirtinger. 
Mit  9  Figuren  im  Text.  [Vm  u.  116  S.]  gr.  8.  geh.  n.  JJ  6 .  — 

Sapolsky,  Dr.  L.,  ttber  die  Theorie  der  relativ -Abelscken 
kubischen  ZahlkSrper.  2  Teile.  Mit  35  Tabellen.  [VII  u. 
481  S.]     gr.  8.     geh.  n.  A  ß.— 

Voranzeige  i.  Mitteilungen  1908  A  Nr.  2  S.  78.  ^Q- 

Krazer,  Dr.  Adolf ,    o.  Professor    der  Mathematik   an   der  Tech-  lie 

nischen  Hochschule   zu  Karlsruhe,   Lehrbuch  der  Tketafbnk-  lg- 

tionen.  Mit  10  Textfiguren.  A.  u.  d.  T.:  B.  G.  Teubners 
Sammlung  Yon  Lehrbüchern  auf  dem  Gebiete  der 
Mathematischen  Wissenschaften.  Xu.  Band.  [XXIV  u. 
512  S.]     gr.  8.     In  Leinwand  geb.  n.  ^  24.—  ^^ 

Yoranzeige  b.  Mitteilongen  1903  A  Nr.  1  S.  48.  I^q 

Abhandlnngen    zur  Geschichte   der  mathematischen  Wissen-  ^^ 

schalten  mit  Einschloß  ihrer  Anwendungen.     Begründet 

von  MoRTTz  Cantor.    XnL  Heft.    Mit  117  Figuren  im  Text.  ^"^ 

[IV  u.  8.  337—628.]     gr.  8.     geh.  n.  JC  14.—  *^'' 

Enthaltend:  ,as 

Maiinilian  Ciirtie,  Urkanden  inr  Geschiehte  der  Mathematik  im  Mittel-  i 

alter  and  der  Renaissance.    In  zwei  Teilen.    Zweiter  Teil.  ^^ 

Voranseige  ■.  Mitteilungen  1901  A  Nr.  2  S.  65.  )|q 

XIV.   Heft.      Mit    113    Textfiguren. 

[VIII  u.  337  S.]    gr.  8.     geh.  n.  A  16.—  ^** 

Enthaltend:  >«i 

Karl  Bopp,  Aitoine  Arnaold,  der  greße  Amanld,  als  Mathematiker.   Mit  tid 

38  Textfiguren.     [162  8.] 
Hfiorieh  Snter,  Nachträge  nnd  Beriehtignnffen  zn  „Die  Mathematiker  nnd  ^^ 

Astronomen  der  Araber  nnd  ihre  We&e".    [81  S.]  ag 

Axel  Anthon  Bjömbo.   Studien  über  Menelaos'  Sphärik.    Beitrüge  znr  he 

Gesebiebte  der  SpnSrik  nnd  Trigonometrie  der  Griechen.  Mit  75  Text- 
figuren.   [160  S.J 
-~^ XV.  Heft.     Mit  76  Abbüdungen  im 

Text.     [166  S.]     gr.  8.     geh.  n.  JK  8.— 
Enthaltend: 
Sanerbeek,  Dr.  Panl.  Einleitung  in  die  analytische  Geometrie  der  höheren 

Algebraiseheii  Kurven.    Nach  den  Methoden  Ton  Jean  Paul  de  Gua 

<ie  Malvee.    Ein  Beitrag  znr  Enrvendisknssion. 


1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  S.  279  u.  692.   1881.    Clausius 
1*1  8.  686.   1881. 
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AbhandluflgeB  nr  Gesekichte  der  nafkematiseheii  Wissei- 
schafteB  mit  EinscUnft  ihrer  Anwendngen.    Begrüsdet 
Ton   Moritz    Cantor.     Heft   XVI,    1.     [XXXVI   n.  416  S] 
gr.  8.     geh.  n.  JL  14. — ,  geb.  n.  JL  15. — 
Enthaltend: 

WSlfllng.  Dr.  Ernst,  mathematiseher  Bfiehersehatz.  SjstematiBcfaefi  Ter- 
zeichnis  der  wichtigsten  deutschen  und  anBländischen  LehiMcki 
und  Monographieen  des  19.  Jahrhunderte  auf  dem  Gebiete  der 
mathematischen  Wissenschaffeen.  In  zwei  Teilen.  I.  Teil:  Beine 
Mathematik.  Mit  einer  Einleitung :  Kritische  Übersicht  Aber  die 
bibliographischen  Hilfsmittel  der  Mathematik. 

Der  mathematische  Bücherschatz  ist  ein  systematisches  Yeneidmi« 
der  nichtperiodischen  mathematischen  Literatur  der  ganzen  Welt  für  die 
Zeit  Ton  1801—1900.  Von  den  Titeln  der  elementar  maihematiieba 
Werke  ist  nur  eine  Auswahl  gegeben  worden,  während  auf  dem  G«biet 
der  höheren  Matiiematik  keine  Schrift  absichtlich  unerw&hnt  gdilieben 
ist  und  daher  auch  nichts  Wichtiges  vermißt  werden  wird,  vit  Titel 
sind  unter  Stichwörtern  angeordnet,  von  welchen  der  vorliegende  erste 
Teil,  die  reine  Mathematik  umfassend,  818  enth&lt.  Innethalb  der 
Stichwörter  sind  die  Titel  nach  Verfassemamen  geordnet  Von  jeder 
Schrift  ist  womö^ch  angegeben:  Verfasser,  Anfangebuchstaben  seiiier 
Vornamen,  Titel,  Druckort,  Druckjahr,  Verleger  und  Ladenpieb.  Es  i^ 
immer  nur  die  neueste  zu  ermittelnde  Auflage  des  19.  Jahniunderti  an- 

fefährt.  Zahlreiche  Verweise  erleichtem  die  Auffindung  der  zu  m^uerei 
tichwörtem  ^hörüren  Werke.  Außer  dem  Inhaltsverzeichms  enthilt 
der  Mathematische  Bücherschatz  ein  alphabetisches  Sachregister  und  eü 
Autorenreffister,  endlich  eine  Einleitung,  weldie  eine  kritiMhe  ÜbeiBchi 
über  die  oisher  vorhandenen  bibliographischen  Hilfsmittel  der  Matfc^ 
matik  gibt  Der  zweite  Teil  des  Mathematischen  Bücherschatzei  vizd 
die  angewandte  Mathematik  (Wahrscheinlichkeitsrechnung,  mxmenscbes 
Rechnen,  graphischer  und  geometrischer  Ei^kül,  Zeichnen  und  dar- 
steUende  Öeometrie,  KristaUographie,  sowie  die  Anwendungen  der 
Mathematik  auf  Mechanik,  Physik,  Geodäsie,  Astronomie,  Geopbjrsü 
Chemie,  Biologie  und  Technik)  umfassen  und  in  einigen  Jahren  nscii- 
folgen.  £.  W. 

XVn.  Heft.      Mit    32   Figuren  im 

Text.    [Vin  u.  434  S.]    gr.  8.    geh.  n.  UK  16.— 
Enthaltend: 

Zenthen,  H.  G.,  Gesehiehle  der  Mathematik  im  XVI.  ud  XYÜ.  Jakr; 

hundert.   Deutsche  Ausgabe  unter  Mitwirkung  des  Veriassers  bescrgt 

von  Baphael  Meyer. 
Ähnliche  Zwecke  wie  in  seiner  früher  erschienenen  Gescbicfate 
der  Mathematik  im  Altertum  und  Mittelalter  verfolgend,  ist  derYerrssser 
besonders  bestrebt  gewesen,  die  reiche  innere  Entwickelung  der  Halh^ 
matik  selbst  hervorzuheben,  die  in  den  behandelten  Jahrhunderten  sUtt- 
hatte  und  einen  gewissen  Abschluß  fand. 

In  ihnen  ward  das  Gebiet  der  Algebra,  und  zwar  ▼onüglie's 
durch  Vietas  T&tigkeit,  derart  erweitert,  daß  sie  allmfthlich  die  btufe 
der  Entwickelung  erreichte,  auf  der  wir  sie  in  der  analytiadien  Geometrie 
Descartes*  stehen  sehen.  In  ihnen  wurden  die  ans  dem  Altertam  er- 
erbten und  wieder  aufgenommenen  Infinitesimaluntersachnngeii 
mit  den  Hilfsmitteln  bereichert,  welche  Kepler,  Galilei  und  Hnygcn^ 
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für  den  Bedarf  ihrer  astronomisehen  und  physikaliachen  UnienoehTDiiigen 
einführten,  und  erreichten  nach  und  nach  eine  solche  Blüte,  daß  sie 
einerseits  in  Leibnizens  Differential-  und  Integralrechnung  die  noch 
heute  gültige  äußere  Gestalt  annahmen,  andererseits  ganz  unabhängige 
von  dieser  Gestalt  die  Grundlage  der  PHncipia  Newtons  bilden  konnten. 
Femer  xeij^  im  2.  dieser  Jahriiunderte  Fermat  bei  der  Behandlung 
der  Terachiedenartigsten  mathematischen  Themata^  daß  der  große  Mathe- 
matiker keine  entwickelte  mathematische  Technik  nötig  hat,  nm  die 
schwierigsten  Verhältnisse  klar  zu  durchschauen ;  Desargues  und  Pascal 
schlagen  in  der  Geometrie  neue  Bahnen  ein,  die  erst  anderthalb  Jahr- 
hundert später  fortgesetzt  wurden,  während  Nepers  Logarithmen  gleich 
sowohl  praktische  Anwendung  als  Einfluß  auf  die  übrige  Mathematik 
erhielten. 

Um  in  der  übrigen  Darstellung  immer  die  mathematische  Eni- 
wickeluDg  verfolgen  zu  können,  hat  der  Verfasser  einen  ausführlichen 
historischen  und  biographischen  Überblick  vorauf'geschickt. 

^Jnles  Drach,  Histoire  des  Seiences  Hath^matiqaes  en  France, 
an  XK*  Siicle.  (A.  u.  d.  T.:  Abhandlungen  zur  Geschichte 
der  mathematischen  Wissenschaften  mit  Einschluß  ihrer  An- 
wendungen. Begründet  von  MoRiiz  Cantor.)  [Etwa  320  S] 
gr.  8. 

Tonte  Histoire,  teile  qne  la  pre'sente,  d^ute  naturellement  par  un 
exposä  g^n^ral  de  T^tat  des  Sciences  Math^matiques  ä  Taurore  dn  si^cle ; 
Qnels  sont  les  probl^mes  qni  passionnaient  alors  les  savants?  Quelle 
coneeption  se  faisaient-ils  de  lenr  Science,  de  sa  puissance  et  de  son 
role  dans  Tinterpr^tation  de  Tünivers  sensible? 

Comment  envisager  ensuite  Toeuvre  si  complexe  et  si  ätendue  dn 
ßiecle  qui  vient  de  finir?  On  a  pris  Thabitude  de  partager  les  mathc'- 
maticiens  firan9ais  en  deux  grandes  classes,  snivant  la  nature  de  leurs 
Stades  favorites: 

Celle  des  G^om^tres,  oü  Ton  peut  ranger,  avec  Monge,  Camot,  Poncelet, 
leuis  continuatenrs  plus  ou  moins  directs,  Chasles,  Joseph  Bertrand, 
0.  Bonnet  et  M.  Darboux; 

Celle  des  Analjstes,  qui  comprend,  apräs  Ampere,  Cauchy,  Liouville^ 
Hermite,  la  plupart  des  savants  actuels,  MM.  AppeU,  Jordan,  Picard  et 
Poincar^,  pour  ne  citer  qne  ceux-lä.  11  n'est  pas  ddfendu  d^ailleurs  de 
faire  paitie  des  deux  classes;  d^illustres  exemples  Tattestent. 

Sans  attacher  k  cette  Classification  une  valeur  absolue  qu'elle  n'a 
en  ancune  mani^re,  il  nous  sera  commode,  pour  la  clart^  de  Texposition, 
(l*en  tenir  compte  et  d'ätudier  s^pai^ment  d'une  part  le  d^veloppement 
de  la  G^m^trie  depuis  Monge  jusqu'ä  M.  Darboux,  d'autre  part  Textension 
et  r^Tolution  des  id^es  de  nombre  et  de  fonction  qui  constituent  en 
somme  tonte  TAnalyse. 

L'oBuvre  et  Tinfluence  des  grands  novateurs  et  de  leurs  ^^tcb 
les  plus  connus  exigent  une  ^kide  individuelle;  leur  ensemble 
formera  le  corps  de  notre  travail.  Bien  entendu,  le  röle,  parfoia 
si  consid^rable,  joud  par  les  Savants  ^trangers,  par  un  G^uss,  un  Abel, 
^  Cajley,  im  Kiemann,  un  Weierstrass ,  sera  indiqu^,  dans  la  mesore 
oü  on  peut  Tappr^cier. 

Nous  termi^ierons  enfin  par  une  revue  rapide  des  r^sultats  g^n^raux 
obtenus  et  par  quelques  indications  snr  les  voies  nouvelles,  encore  pen 
&^quent<^es,  oü  les  Math^maticiens  actuels  nous  paraiseent  devoir  s'engager. 

Jules  Dracb. 
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1)  Planck,  Wied.  Ann.  U,  S.  279  u.  692.   1881.    Clausi 
11,  S.  686.   1881. 
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Brannmtthl,  Dr.  A.  von,  o.  Professor  der  Mathematik  an  der 
Technischen  Hochschnle  zu  München,  Yorlesuiigeil  ttber  6^ 
schichte  der  Trigonometrie.  Zweiter  Teil:  Von  der  Er- 
findung der  Logarithmen  bis  auf  die  Gegenwart.  Mit  39  Figoren 
im  Text.  [XI  u.  264  S.]  gr.  8.  geh.  n.  .^Ä  10 .  — ,  geb.  n.  UK  11  .- 
Der  zweite  Teil  dieser  Yorlesnn^n,  der  mit  der  Gifindimg  de 
Logarithmen  dnrch  Neper  und  Bürei  beginnt  nnd  bis  znr  neaestei 
Zeit  reicht,  ist  in  6  Kapitel  eingeteilt.  Ln  ersten  wird  die  Erfindung 
der  Logarithmen,  ihre  Einfahrung  nnd  Verbreitung  in  den  Knltantutes 
nnd  il^  Einfluß  auf  die  Umgestaltung  der  trigonometrischen  Sätze  md 
Rechnungen  geschildert.  Das  zweite  Kapitel  l^handelt  die  Entwicklnci; 
der  Trigonometrie  bis  zum  Beginn  des  18.  Jahrhunderts,  zieht  die  Winkel- 
Schnitte  und  Kreismessung  mit  in  Betracht  nnd  umfafit  die  Geschiditt 
der  Erfindung  und  ersten  Verwertung  der  trigonometrischen  Reäei 
Daran  schließt  sich  im  dritten  Kapitel  die  Darstdlunff  der  Triffonometii«; 
im  18.  Jahrhundert  bis  zu  der  großen  Reform,  die  Eni  er  am  mde  diesem 
Jahrhnnders  dadurch  vollzog,  daß  er  einerseits  eine  trigonomefarisd« 
Formelschrifb  einführte,  andererseits  die  trigonometrischen  Linien,  wi« 
seinerzeit  BernouUi  die  Logarithmen,  als  Funktionen  in  die  Apalyni 
einführte.  Der  Darstellung  von  Eulers  großen  Verdiensten  ist  m 
eigenes  Kapitel  gewidmet,  worin  auch  seine  auf  die  trigonometrisdieii 
und  cyklometrischen  Funktionen  bezüglichen  Arbeiten  besprochen  werden 
Die  Tätigkeit  seiner  Nachfol^  und  Zei^enossen,  unter  denen  besondep 
Lambert  hervorragt,  wird  im  fünften  Kapitel  geschildert,  wo  anch  oi? 
Schöpfunff  einer  eigenen  Foljgonometrie  und  die  Fortbildung  der  schon 
im  18.  Jahrhundert  entstandenen  Differentialtrigonometrie  ihre  Behand- 
lung findet,  während  in  einem  eigenen  Paragraphen  ein  Bild  von  dem 
Lelu'gebäude  der  elementaren  Trigonometrie  am  Ende  des  18.  Jahrhundert» 
entworfen  wird.  Das  letzte  Kapitel  gibt  in  8  Paragraphen  eine  Geschichtr? 
der  Trigonometrie  im  19.  Jahrhundert.  Man  wird  daraus  ersehen,  daß 
ihre  Fortbildung  nicht,  wie  man  gewöhnlich  glaubt,  mit  dem  Bf>^iss 
dieses  Jahrhunderts  schon  vollendet  war.  Die  \^r8nche,  die  Goniometrie 
wie  die  ebene  und  sphärische  Trigonometrie  in  der  aUgemeinsten  Weise 
zu  begründen,  die  Tragweite  ihrer  Formeln  auszudehnen  imd  ihre  Formex- 
systeme  auszubauen,  reichen  vielmehr  bis  in  die  neueste  Zeit  nnd  ver- 
dienen das  größte  Interesse.  Auch  die  Schöpfung  neuer  Tafeln,  di^ 
cyklometrischen  Untersuchungen,  die  Polygonometrie  und  Polyedromto 
machen  noch  bedeutende  For^chritte  und  lohnen  wohl  eine  geschichtüehe 
Darstellung.  —  Während  der  erste  Teü  unseres  Werkes  sich  lediglich 
mit  der  elementaren  Trigonometrie  zu  beschäftigen  hatte,  gewinnt  da: 
im  zweiten  Teile  entwoifene  Bild  durch  Einbeziehnng  der  Beihenlehre, 
der  niederen  und  höheren  Analysis,  der  neueren  gruppen-  und  inra- 
riantentheoretischen  Untersuchungen,  insofern  alle  diese  Dinge  anr  Aos- 
gestaltung  der  Trigonometrie  beitrugen,  bedeutend  an  Abwechalnng  ^d 
dürfte  erkennen  lassen,  daß  selbst  in  diesem  mehr  als  tausendjährig 
Forschungsgebiet  noch  nicht  nach  jeder  Richtimg  ein  völliger  Abschhfl 
gewonnen  ist. 

Niels  Henrik  Abel,  Memorial  publik  k  roccasiou  du  centcnairei^ 
sanaissance.  [438  S.  n.  6  Faksimiles.]  4.  steif  geh.  n.  .^  21 .  - 

loannis  Bolyai  de  Bolya  Appendix  scientiam  spatii  absoluta 
yeram  exhibens,  a  veritate  aut  falsitate  axiomatis  XL  Enclida 
a  .priori  haud  nnquam  decidenda,   independentem,  adiecta  aü 
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casum  üalsitatis  quadratara  circuli  geometrica.  Editio  nova 
oblsta  ab  Aoad^nia  ScientianuB  Himgarica  ad  diem  nataleoi 
ceniesimiun  auctoris  concelebrandum.  Edidenmt  loSBPHts 
KürschXk,  MAunmus  R^thy,  B^la  Tötössy  de  Zepethnek, 
Academiae  Scientianun  Hungadcae  sodsles.  [40  S.  n.  7  Tafeln.] 
4.     geh.  n.  ^  4 .  — 

Libellns  post  saecnlnm  qnam  loannes  Bolyai  de  Bolya  anno 
MDCCCn  a.  d.  XVIII  Kalendas  lanuarias  Clandiopoli  natus  est, 
ad  celebrandam  memoriam  eins  immortalem,  ex  consilio  ordiols 
Mathematicorum  et  Naturae  Scrutatorum  Regiae  Litteramm 
üniversitatis  Hungaricae  Francisco -losephinae  Claudiopolitanae 
editus.      [XV  u.  155  S.]     4.     geb.  n.  A  Q.— 

Nacliraf  auf  Ferdinand  Caspary.  Von  Eugen  Jahnke,  Oberlehrer 
an  der  Friedrichs -Werderschen  Oberrealschule  zu  Berlin  und 
Privatdozent  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Charlottenburg. 
Mit  dem  Bildnis  F.  Casparjs,  einem  Verzeichnis  seiner  Abband- 
lungen,  sowie  einem  Briefe  Cb.  Hermites  an  H.  Bertram. 
(Sonderabdruck  aus  dem  ,, Jahresbericht  der  Deutschen  Mathe- 
matiker-Vereinigung", 12.  Bd.)  [30  S.]  gr.  8.  geh.  n.  A  1.40. 

Hamburgery  H.,  Gedichtnisrede  auf  Immannel  Lazarus  Fuchs 
(geb.  am  5.  Mai  1833,  gest.  am  26.  April  1902).  Gebalten 
im  Mathematischen  Verein  der  Universität  Berlin  am  5.  Mai  1902. 
Mit  dem  Bildnis  des  Verstorbenen  sowie  einem  Verzeichnis  seiner 
Schriften.  (Sonderabdruck  a  d.  „Archiv  d.  Mathematik  u.  Physik^', 
in.  Band.  3.  u.  4.  (Doppel-)Heft.)  [16  S.]  gr.  8.  geh.  n.  ^  1  .— 

^Poincar^,  Wissenschaft  nnd  Hypothese.  Deutsche  Ausgabe  von 
F.  Lindemann  in  München,     [ca.  340  S.]     gr.  8.     geh. 

Wenige  Forscher  sind  sowohl  in  der  reinen  als  in  der  angewandten 
Mathematik  mit  gleichem  Erfolge  tätig  gewesen,  wie  der  Veriasser  des 
Torlieffenden  Werkes.  Niemand  war  duier  mehr  als  er  berufen,  sich 
über  das  Wesen  der  mathematischen  Schlnfiweisen  und  den  erkenntnia- 
theoretischen  Wert  der  mathematischen  Physik  im  Zusammenhange  zu 
äußern.  Und  wenn  auch  in  diesen  Gebieten  die  Ansichten  des  einzelnen 
zum  Teil  von  subjektiver  Beanlagung  und  Erfahrung  abhängen,  werden 
doch  die  EntwicUungen  des  Verfassers  überall  ernste  und  volle  Beach- 
tang  finden,  umsomehr  als  sich  derselbe  bemüht,  auch  einem  weiteren, 
nicht  ansschliefilich  mathematischen  Leserkreise  verständlich  zu  werden, 
pnd  als  ihm  dies  durch  passende  und  glänzend  durchgeführte  Beispiele 
in  hohem  Maße  gelingt.  Die  Erörterungen  erstrecken  sich  auf  die 
Grondlagen  der  Anthmetik,  die  Grundbegriffe  der  Geometrie,  die  Hypo- 
^e«en  und  Definitionen  der  Mechanik  und  der  ganzen  theoretischen 
Pbysik  in  ihrer  neuesten  Entwicklung  sowohl,  als  in  ihrer  klassischen 
Form.  Um  dem  allgemeinen  Yers&ndnisse  noch  mehr  entgegenzu- 
kommen, sind  der  deutschen  Ausgabe  durch  den  Herausgeber  zahlreiche 
Anmerkungen  hinzngefü^,  die  teils  einzelne  Stellen  des  Werkes  näher 
«rläatem,  teils  durch  uterarische  Angaben  dem  Leser  die  Mittel  zu 
weiterem  Stadium  der  besprochenen  Fragen  an  die  Hand  geben. 


1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  8.  279  u.  692.   1881.    Clausiui 
J»»  8.  686.   1881. 
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Repertorinm  5cr  h5hcren  Mathematik  §» 
(SefhiitioBea,  fomdn,  Theorene,  fiteratanuclnRist) 

von 

Emesto  Pascal, 

ord.  Prof  an  der  UnlrsnitSt  n  PaTia. 

Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  A.  Schepp  zu  Wiesbaden, 
In  2   Teilen. 
I.Teil:  DieAnalysiB.  [Xu n. 638  8.1  8.  1900.  Bieg8.inLwd.geb.iLUfC10.- 
n.Teil:  DieGteometrie.  [Xa.712S.J  8.  1902.  Bi^^.  in  Lwd.  geb.  n.UC  IS- 
Professor  Dr.ErBitWIlffiBg  sekreibt  im  seinem  latkeaattMlMi  Mckenebti 
(Leipxig,  Teubner  190S): 

^inem  MathemAtlker  in  oinom  GoMot,  auf  dorn  or  nicht  xn  Hanoe  ist,  *m  nga- 
blicklichen  Orientierang  sn  dienen,  kommt  in.  sehr  geechickter  Weioe  «in  We^  lucä: 
E.  Pftioal,  Bepertorinm  der  höheren  Mathematik  I— II,  Leipzig  1900—02,  weldm  du 
Übenieht  Aber  die  Hanptlehren  der  höheren  Mathematik  gibt  nnd  bei  welehem  ilt  gt- 
ichickte  Auswahl  der  mitgeteilten  Sfttce  und  Beiultate  nicht  genug  gelobt  werden  kuB." 
,^as  Buch  wird  ihm  auf  tolchen  Gebieten,  mit  denen  er  weniger  ▼ertrast  ist,  «i 
■  ehr  ichfttabarei  Hilfsmittel  sein,  und  wir  kftnnon  aus  eigner  TCrfahmag  bsstitigti, 
dafl  die  darin  gemachten  Literaturangaben  hOohst  nfitxlioh  sind." 

Uterar.  Centrslblfttt  190t  fr.  r. 
,^er  Nntsen  eines  derartigen  Bepertorinms  wird  aber  jedem  ainlenehtea.  4b  ibt 
Orientierung  schon  oft  vergebliche  oder  langwierige  Spflrrersuche  gemacht  hat* 

Jahrb.  Ib.  d.  Portsebr.  i,  MatkeMttk,  Bd.  81  fBr  1900. 

fiber  anaevanitc  Mathematik  mi5  flysik 
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f*rtrige,  gekalt«  ii  «tttagti,  taten  NM,  M  <M<f«ih(it  in  Feritikmn 
nr  Iktrleknr  «er  lathentik  ni  Miiik 

gesammelt  Ton 

F.  KLEUf  nnd  E.  BIECKE. 


Mit  einem  Wiedenbdrnck  Terschiedener  einschl&giger  Aufii&ise  Ton  F.  XI ein. 

Mit  84  Textfignren. 

[Vn  ü.  262  Seiten.]    gr.  8.    1900.     In  Original-Leinwandband  n.  ^  6.- 

las  doM  iMhalt: 


Zur  Geschichte  des  physikalischen  Instituts 
und  des  physikalischen  Unterrichts  an  der 
UniTersitftt  OOttingen.   Von  Ed.  Bnoxa. 

Allgemeines  Aber  angewandte  Mathematik. 
Von  P.  Kjtma. 

Über  technische  Mechanik.  Von  F.  Ejlbut. 

Über  darstellende  Geometrie.  Ton  Fb.  Scbtl- 

LIKO. 

Kinfohrung  in  d.  Geod&sie.  YonE.WiacHaBT. 
Über  Yersicherungsmathematik.     Von    G. 

BOHJLXAKV. 

Üb.W&rmekraftmaschinen.  Von  Euo.  Mbtsb. 
Über  Elektrotechnik.  Von  Th.Das  Goüdkss. 
Über  den  Plan  eines    physikalisch  -  teohn. 

Instituts   an   der   Unlrersität  Göttingen. 

Vortrag,  gehalten  am  6.  Desember  1895 


im  HannoTorochen  BexirksTerain  in 
Vereins  deutscher  Ingenieure. 

Die  Anforderungen  der  Ingenieuie  vai  ü» 
Ausbildung  der  mathematlMshea  Lt^ 
amUkandidaten.  Vortrag,  gcbsltea  us 
HannoTorschen  mathematischen  Yercis 
am  80.  AprU  1896. 

UniTersiUt  und  technische  HoehiehaiA 
Vortrag,  gehalten  In  der  erste»  sU«»- 
meinen  Sitzung  der  70.  VersMunlMf 
deutscher  Naturforscher  und  Axslc  n 
DlUseldorf  am  19.  September  169& 

Über  die  Neueinrichtungen  für  Elektro- 
technik und  allgAneine  technische  Fbjiir 
an  der  UniTerrittt  OOttingen  (sas  d« 
Physikalisehen  Seitachr.  [Lelpslg,  Himll 
Desember  1899)  von  F.  Kvxa, 


innalea  d.  Physik  ■.  Chemie  1900,  0 :  „Ffir  Jeden,  den  die  Fortentwioklonir  us^m 
naturwissenschaftlichen  Unterrichts  interessiert,  ist  diese  Publikation  tob  iTOntr  sc- 
deatnng.«'  —  /eitschr.  f.  mathem.  o.  natarwiraeMichaftl.  Umterr.:  „Unter  diesesBU- 
spruohslosen  Titel  ist  ein  Werk  erschienen,  weloheeden  mathematischen  Unterricht  in  mob^ 
innersten  Lebensfragen  berührt  und  darum  Ton  geradesu  frandlogOBdor  Weäemtaar '"- 
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Kleiner  Leitfaden 

der  praktischen  Physik 

von 

F.  Kolilrauseli. 

Mit  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
[XX  0.  260  S.]    gr.  8.    1899.    Biegsam  in  Leinwand  geb.  n.  .IC  4.— 

„Man  muA  dttm  YerfMser  »uüriohtigen  Dank  ffif  diese  Arbeit  wiseen,  umBomehr 
als  das  Bach,  wie  es  ja  hii»  ohnedies  selbstrenUkiidlich  war,  durch  seine  Beeohr&nkung 
nt  4en  engeren  Zweck  um  nichts  weniger  wissenschaftlich  geworden  ist.  In  der  Tor- 
rede ftoAert  sich  der  Verfasser  in  so  beherzigenswerter  Weise  Über  diesen  Gegenstand, 
(US  ich  die  fraglichen  Stellen  hersetze 

...Dadurch,  da£  diese  beherzigenswerten  Worte  einem  Buche  rorausgeschickt 
•iad,  welches  in  die  Hand  des  Anftngers  gelangt,  werden  sie  ihren  Segen  in  besonders 
weitem  Umfange  flban.«*  (Zeitschr.  f.  physikaL  Chemie,  XXXIL  Bd.,  Heft  8.) 

„Es  kann  nur  mit  fireudiger  Genugtuung  begrOAt  werden,  wenn  ein  Forscher 
Tom  Bnfe  Kohlranschs  die  Mühe  nicht  scheute,  dem  Anfänger  die  Wege  ebnen  zu 
helfen  und  selbst  mitzuarbeiten  an  der  Hebung  des  physikalischen  Unterrichtes,  auf 
desiea  hohe  kulturelle  Bedeutung  das  Vorwort  mit  Nachdruck  hinweist.  M6ge  das  Werk 
in  leiner  neuen  Form  recht  viele  neue  Freunde  finden!" 

(Bealscholwesen,  25.  Jahrg.,  Heft  5.) 


?9 


Lehrbuch 

der  praktischen  Physik 

von 

Fe  Kolilrauselie 

Zugleich  al3  neunte  Auflage  des  Leitfadens  der  praktischen  Physik. 
Mit  zahlreichen  Figuren  im  Text. 
[XXVn  u,  610  8.]   gr.  8.    1901.   Biegsam  in  Leinwand  geh.  n.  .iL  8.60. 

nlnfolge  dar  doppelten  Aufgabe,  welche  sich  obiges  Werk  stellt,  wurde  in  der 
ntoea,  erhsblieh  roigiMertaa  Auflage  der  Thermometria,  der  Strahlung  und  Tor  allem 
der  ElttktrisitM  ein  breiterer  Spielraum  eingeräumt,  und  darf  der  Leitfaden  unserem  Br- 
meista  nach  das  Verdienst  fftr  sich  beanspruchen,  zuerst  und  allein  eine  handliche  Zu- 
MomsasteUnng  kiüiaoh  aosgewihlter,  physikalischer  Zahlen  gebracht  zu  haben.*' 

(Der  prakt  Masohinenkonstr.  1901,  Nr.  36.) 

„Dieses  eig«nartlge  Werk  gewinnt  mit  jeder  neuen  Auflage  an  Vertieftang  und 
<«Biit  SB  Wert  fttr  alle  diejenigen,  welche  der  praktischen  Physik  als  Lehrer  oder  Lernende 
Bi^  stehen.  An<^  als  Kachschlagebuch  ist  es  Ton  Bedeutung,  denn  in  knapper,  aber 
»osreiehend  Terst&ndlicher  Form  umfaflt  es  einen  auAerordentlich  reichen  Inhalt  und 
bnagt  nicht  weniges,  was  man  in  sehr  umfangreichen  LehrbtLchem  rergebens  sucht  Die 
tkhlroichen  im  Anhang  gegebenen  Tabellen  beruhen  selbstrerstAndlich  auf  dem  besten 
<u  Zeit  Torhandenen  Material"  (Gaea  1901,  10.  H.,  S.  640.) 
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1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  S.  279  u.  692.   1881.    Glausius 
It,  S.  685.   1881. 

^tiohrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  49. Band.  1908.  S.u.  4.  Heft.  19 
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Der  natorwisseDSchaftlkhe  Deterrielit  in  Englawl 

fflsbesondere  in  Pkysik  iihI  Choiiie 

von 

Dr.  Karl  T.  Flselier 

PriTatdoaent  und  L  Auistent  fOr  PhjsUt  an  d«r  KOalgL  Teohniichen  Hocluchnle  MOscku 

Mit    einer    Übersicht    der   englischen    ünterrichtsliteratur    cor  Physik 
und  Chemie  und  18  Abbildungen  im  Text  und  auf  3  Tafeln. 

[Vm  u.  94  S.]    gr.  8.    1901.    In  Leinw.  geb.  n.  .^3.60. 

Du  Bflehlain  enthilt  im  wMantlichca  dea  BaiMbezicht,  walehen  der  VerfaiKr 
über  die  im  Jahre  1897  and  1898^  nach  OroBbritanien  antemommanen  Studieazdiei 
an  das  Kgl.  Bayrische  Ministerium  au  erstatten  hatte,  nnd  Terancht  die  Stelluof  iei 
natorwissensohaftlichen  Unterrichts  in  England  and  die  namentlich  in  Phjsik  nad  Chasi« 
herrschenden  Unterrichtsmethoden  in  fünf  Abschnitteu  klarsalagwi:  1)  la  «tldwa 
Umfange  werden  in  England  Naturwissenschaften  gelehrt?  — S)  Naeh  welchen  Metk>dea 
erfolgt  der  Unterricht?  Dieser  Abschnitt  ist  der  umfangreichste;  denn  er  eotlüüt  «ise 
genauere  Schilderung  der  in  den  letxten  aehn  Jahren  in  England  viel  beaprocheaen  vti 
allmählich  überall  eingeführten  sogen,  ^heuriatischeu  Methode**.  In  diesem  Ahwkfiitt 
sind  auch  die  näheren  Angaben  über  die  Lehreraosbildong  und  die  Kosten  des  fibct&il 
eiogeführten  Laboratoriumsunterrichts  [s.  T.  mit  PlAnen]  aofgesomBO.  — 
S)  Welche  Erfahrungen  hat  man  in  England  mit  der  praktia^en  Unterridtiaftbod« 
gemacht?  —  4)  Welche  Ansichten  hat  man  in  England  über  unaere  aatorviit«- 
scbaftlichen  Unterrichtsmethoden?  —  6)  Welche  Ansichten  hat  maA  bei  ans  Ober  di« 
englischen  Bestrebungen? 

Für  die  Veröffentlichung  des  Berichtes  war  namentlich  die  Tataache  suAgsbcnd, 
dafi  in  den  exakten  Wissenschaften  die  Meinungen  über  die  beste  UnterrichsweiM  >c^ 
vielfach  auseinandergehen,  wie  erst  kürzlich  wieder  die  Polemik  über  Kencheafttiaat 
Lehrplantheorie  geaeigt  hat.  Welche  Meinung  die  richtige  ist,  läßt  aidi  nor  auf  Gnai 
von  Erfahrungen  sicher  erweisen;  und  da  nun  gerade  in  England  den  Lehrsza  ia  d» 
verschiedenen  Schulen  groBe  Freiheit  in  Beaug  auf  die  Unterrichtamethode  gelamp  u% 
andererseits  auch  dort  gerade  in  den  leisten  zehn  Jahron  eine  lebhafte  T^tigksxt  ia 
Uuterrichtswesen  sich  entfaltete,  so  stehen  uns  hier  Erfahrungen  sur  Seite,  di«  vr 
noch  nicht  haben.  Von  diesen  ein  möglichst  treues  Bild  au  geben ,  war  itx  Wo&icb 
bei  Abfassung  des  Buches. 

Neuere  Yei'suche  zur  Mechanik  der 
festen  und  flussigen  Korper 

(mit  feinem  kurzen  Anhange  über  das  sog-  „absolute  Maßsptfflfi*^ 
Ein  Beitrag  zux  Methudik  dea  phyeikalifiehen  Ünt^rricliU  von 

Dp.  Karl  T.  Fischer, 

^dvaldozeiit  und  l.  AislBtAnt  für  f  hjrsOc  an  der  K6mgL  Tachaiichca  Hoduekolt  Mt^^« 

[¥  u.  63  SJ    gr.  8.    1Ü02.    In  Uinw.  geb.  u.  .Ü  !!.- 

DaJ  nflchltflfl  verdankt  lelne  EntitehuBg  etunr  imi  geiialtao™  Vorieiuaf  «*^ 
££it^ickela4)g  der  iibyilktLllHchen  Gmjidbcgrifff^  und  den  ia  ien  btrldea  ertlia  '^^a^f^ 
Ferien kunren  für  Li! lirer  der  Malheioaiik  nad  I^hysik  gthalt«nea  Exp»iimcft*Aln'rtJV^ 
Zi  enthält  etiae  B0II10  von  ßonnii  beachrlobeuea  und  durch  DittaUzeiahauntf««  irütiii** 
Virtuelle Qt  welQho  eine  m^glit^hst  varaUkadllche  lud  dofh  itreng  riehtlg«,  Dxp«iictii«i«H( 
£Dt Wickelung  dar  tuu^lmuiifclioa  BogrlUe  im  Mittclircliuliintcnlcht  beawe^ktm  oa"!  gP**^ 
ttiSU  Tiüui  Vflrfjiatfr  selbit  Btamoien  und  iDnst  noch  aicht  TcröffontUcht  wiirfia»  s*"^ 
aber  aucb  bciozidor«  wicihtlge  nad  elafacho  UatorrlehtSTfirtache  anderer  Pfcj^fc"*'  *' 
etellGn.  Ia  der  AnordnuDg:  ^vurde  Torflucht,  den  Toa  Knifl  BCach  in  uiner  &it*ieWN 
der  Mtchaaik  mifgi3tt«U1;i^ii  Fordcniaiiün  ru  geaagcn- 


ilrlftAi  JT*  1^»t1*niKati(iri  K*  Wfitrnni. 
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Nenere  Fortsehritte 

anf  dem  GeMete  der  Elektrizität 

von 

Prof«  I>r»  F.  RleltarB. 

2.  Auflage. 
Mit  97  Abbildongen.    [VI  u.  128  S.]    gr.  8.    1902.    geb.  n.  Ji  1.60. 

iJDiece  kleine  Schrift  ist  ans  Yortrftgen,  die  fUr  ein  weitet  Publikum  berechnet 
waren,  hervorgegangen.  Der  Beifall,  den  dieaelbe  gefanden,  hat  «ich  aach  in  der  raschen 
Abnahme  der  «raten  Auflage  der  Schrift  ausgesprochen.  Die  Torliegende  neue  Auflage 
ut  nur  wenig  verändert.  Jedem ,  der  sich  über  die  jOngsten  Errungenaohäften  auf  dem 
Felde  der  Elektrixitfttslehre  ohne  große  Vorstudien  belehren  will,  ist  das  Werkchen  warm 
lu  empfehlen."  (Oaea  1902,  Heft  11,  S.  703.) 

y^. ..  Auch  Tom  pidagogischen  Standpunkte  aus  bietet  das  Buch  manohezlei 
Interesse  und  wird  Ton  jedem  mit  Vorteil  au  Bäte  gesogen  werden,  der  dieselbe  Materie 
b  möglichst  anschaulicher  und  dem  neuesten  Stande  der  Wissexuchaft  entsprechender 
Weise  zur  Darstellung  bringen  will.**     (Naturwissenschaftl.  Wochenschrift  1902,  Xr.  7.) 

Physik 

für  deutsche  Lehrerbildongsanstalten 

auf  Qrund  der  neuen  amtlichen  Bestimmungen 
vom  1.  Juli  1901  bearbeitet  von 

Gustav  Mellnat, 

KOnigUohem  Seminarlehrer  zu  Mühlhausen  i.  Tb. 

Mit  394  Abbildungen  im  Text.  [Vm  n.  480  S.]  gr.  8.  1903.  geh.  n.  JK  5 .  60, 
in  Leinw.  geb.  n.  M.  6.40. 

„Wir  haben  dieses  Buch  mit  vielem  Interesse  durchgesehen.  Von  den  einfachsten 
Ertcbeinungen  der  Umgebung  ausgehend,  fuhrt  der  Verfasser  nach  und  nach  den  Schüler 
l}i<  zur  wissenschaftlichen  Betrachtungsweise  hin  und  gewOhnt  ihn  dabei  stetig  an  ein 
Hcberes  Beobachten  and  ror  allen  Dingen  an  naturwissenschaftliches  Denken  und  Selbst- 
tätigkeit Die  Anlage  des  Buches  bindet  den  Lehrer  bei  der  Behandlung  und  Auswahl 
det  Stoffes  keineswegs  an  das  Buch  und  zeigt  daneben  den  Weg,  wie  auch  schwierigere 
physikalische  Fragen  in  den  Kreis  der  Betrachtungen  hineingezogen  werden  können. 
^ir  sind  flberzeugt,  da0  das  Buch  ein  sehr  brauchbares  Lehrmittel  am  Seminar  sein  wird, 
^  den  Schaler  bef&higt,  sich  später  selbständig  weiter  zu  bUden.  Die  Ausstattung  des 
Bache«  ist  rorzüglich.«  (Neues  Braunschw.  Schulblatt,  16.  Jahrg.,  Nr.  9.) 

» . . .  Bei  seinem  reichen  und  gediegenen  Inhalte ,  der  Zeugnis  ablegt  Ton  der 
Tüchtigkeit  des  Verfassers  auf  dem  physikalischen  Gebiete,  wird  das  neue  Physikbuch 
^  dem  Semlnarunterrichte  gute  Dienste  leisten  und  auch  in  der  Lehrerschaft  freundlich 
»ttfgenommen  werden.*«  (Deutsche  Schulzeitung  1903,  81) 


1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  8.  279  n.  692.   1881.    ClausiuB,  ^ 
yy  8.  636.    1881. 

q^tMhxin  f.  Mathematik  o.  Physik.  49.  Band.  1908.  8.  n.  4.  Heft.  19 
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Physik. 

Sie  tMri]|tl0fe  ZelegrM|ie  in  i|rrr  Cettteitkitttg  fit  itttiHe 
^Wtit.  9ta(^  einem  auf  ber  34. 3a^rei$k)erfantntlun9  beS  Deutfita 
9tauttfc^tt  Seretnd  in  Serftn  gel^attenen  Sortrage  borgeüeat  Dn 
Dr.  Wubolf  »loc^mann.    [24  ©.]    gr.  8.    gc^.  n.  UK  -.6ö. 

Neuere  Fortschritte  auf  Aem  fiebiete  der  I3ektri£itii  Ton 

Prof.    Dr.    F.   Richarz.      2.    Auflage.      Mit    97   Ablwldnngen. 

[VI  u.  128  S.]     gr.  8.     geb.  n.  A  1.50. 

Zweck  der  Schrift  ist,  in  zwar  wissenschaftlicher,  aber  gemets- 
verständlicher  Weise,  ohne  Zuhilfenahme  mathematischer  EntwickfaingeiL 
diejenigen  Yorstellongen  und  Versuche  auseinandersusetzen,  veldit 
dem  elettrisehemmd 
luteii  Maüejäteme, 
triscben  Bchwiugun- 
tri sehen  Welleo,  der 
Draht  und  denTeala- 
liegen.  Man  könnte 
eine  elementare  Dar- 
day  -  MaKweMßchen 
ihrer  eiperimen- 
nöinen.  Die  erste 
entep  rechend  ihre 
bei  denjenig-en  Leb- 


d. 


abÄh 
deiTHertadieDelek- 
gen  und  seinen  elek- 
Telegraphie  oime 
Strömen  so  Gnmde 
die  Schrift  daher 
Stellung  der  F»r»- 
Anschanongen  and 
teilen  Orondli^ 
Auflage  hat  dem- 
Hauptverbreitosg 
renden  gefondec 
welchen  ebe  solck 
Darstellnngzuifebec 
in  ihrem  Bcraie  ob- 
liegt, und  bei  wlcben 
Lernenden,  welche 
entweder  rieh  mit 
der  elementaren  Dir- 
stellung  begnägen 
oder  sich  dunli 
sie  auf  das  »trecg 
mathematische  Stu- 
diumjenerTheorieen 
vorbereiten  wolJeji 

Die  Theorie  der  Mehrstoffdampfmaschinen.     Untersuchuig  der  ^ 

Frage:  „Ist  Wasser  die  vorteilhafteste  Flüssigkeit  zum  Betriebe 
von  Dampfmaschinen?"  und  Bearbeitung  der  auf  diese  Frage 
sich  ergebenden  Antworten.  Von  Dr.  K.  Schrbbeb,  PrivatdoMBt 
für  Physik.  Mit  12  Zeichnungen  im  Text.  [IV  u.  126  S] 
gr.  8.     geh.  n.  JC  3.60,  geb.  n.  JC  4.20. 

Die  Theorie  der  Damjpfmaschinen  hat  seit  einer  Reihe  m  Jahres 
keine  eigentlichen  Fortschritte  gemacht.  Die  s&mtlichen  Aibeiten  der 
Theoretiker  beschränkten  sich  auf  den  Ausbau  der  von  Hirn  und  Zeuner 

gegebenen  Arbeiten.  So  ist  es  gekonmien,  dafi  die  so  sehr  viel  jüng«r^ 
asmotoren  nahe  daran  sind,  die  Dampfmaschinen  zu  überflögelfl»  sorjf^ 
was  die  Ausbildung  der  Theorie  anbelangt,  als  auch  in  Bezug  auf  die 
Ausnutzung  der  Brennstoffe. 


Aus  Riobars, 
Neuere  Fortschritte  aaf  dem  Gebiete  der  Elektrisitftt. 


Dieses  Stocken  in  der  llieorie  der  DampfmaBcfainen  liegt  daran, 
iaß  man  sieli  anesohließlich  an  Wasserdampfinaschinen  gehalten  hat. 
Ein  Fortschritt  in  der  Ansnntsnng  der  BrennstofTe  durch  Dampfmaschinen 
kann  nur  durch  den  Übergang  zu  Mehrstoffdampfmasehinen  erreicht 
trerden. 

Im  vorliegenden  Buch  wird  nun  nachgewiesen,  wie  man  die 
geeignetste  Flfissigkeit  auswählt  und  welches  die  dadurch  erreichbaren 
("orteile  sind. 

Schenk,  Jvlius,  Dr.  Ing.,  Festigkeitsbereelmiiiig  größerer  Dreh- 
strOlllHiasCililieil.  Mit  45  Figuren  im  Texte  und  auf  einer 
Doppeltafel.     pV  u.  59  S.]     gr.  8.     geh.  n.  ^  1.60. 

KüUer,  J.y  Banrat  in  ESlingen,  die  Berechnniig  der  Kessel*  und 
CfefllßwaBdllllgeil.  Erster  Teil:  Aufstellung  der  all- 
gemeinen Gleichungen«  Mit  6  Figuren.  Mit  einem  Anhang: 
Welches  Hindernis  versperrt  in  der  Knick-Theorie  den  Weg  zur 
richtigen  Erkenntnis?     [52  S.]     gr.  8.     geh.  n.  JL  1.60. 


Naturwissenschaften. 

Die  yerbreiteisteii  Pflanzen  Dentschlands.  Von  Professor  Dr. 
0.  Wünsche.  4.  Auflage.  [IV  u.  282  8.]  8.  geb.  n.  .Ä  2 .  — 
Auch  diese  Auflage,  die  nach  dem  unerwartet  schnellen  Absatz 
der  sehr  starken  dritten  Auflage  nötig  geworden  ist,  enthält  verschiedene 
Zosätze  und  Yerbesserunjren,  die  w&hrend  des  Unteixiehts  hervorgetreten 
sind.  Den  deutschen  Pflänzennamen  wurde  wiederholt  besondere  Auf- 
merksamkeit gewidmet.  Neue  Pfianzenarten  sind  dagegen  nicht  au^e- 
nofflmen  worden,  da  mir  in  dieser  Beziehung  von  seiten  der  zahlreichen 
Henren  Kollegen,  die  das  kleine  Buch  benutzen  lassen,  kein  Wunsch  zu 
eikennen  gegeben  wurde.  Otto  Wftnsche. 

Exkarsionsflora  fDr  Nord-  nnd  Hitteldeatschland.   Ein  Taschen- 
buch zum  Bestimmen  der  im  Gebiete  einheimischen  und  häufiger 
kultivierten   Gef&fipflanzen    fcLr  Schüler   und   Laien    von  Prof. 
Dr.  Karl  Ebaepelik.     Mit  566  in  den  Text  gedruckten  Holz- 
schnitten.    Fünfte,  verbesserte  Auflage,    t^^^  ^-  ^65  S.]    8. 
In  Leinwand  geb.  n.  JL  4. — 
Der  leitende  pädagog^che  Gesichtspunkt  bei  der  Ausarbeitung 
der  vorliegenden  Flora  lag  in  dem  Gedanken,   daß   der  naturwissen- 
Khaitliche  Unterricht  wohl   eine   Kenntnis   der   Gharaktermerkmale 
größerer  Gruppen  des  Tier-  und  Pflanzenreiches,  etwa  bis  zu  Familien 
herab,  bei  dem  »chüler  erstreben  und  auch  erreichen  könne,  daß  aber 
die  Beiprediiuiff  der  Gattun|^n,  Arten,  VarietSten  in  der  Schule  nur 
•0  weit  gereofatfiertigt  erscheme,  als  dadurch  jene  größeren  Kate^orieen 
erläutert  und  gewissermaßen  mit  Inhalt  gefdllt  werden,  daß  mithin  alle 
weitergehende  Spezialkenntnis  auf  dem  Gebiete   der  Systematik  nicht 
10  fiebr  Sache  der    die    allgemeine  naturwissenschaftliche  Bildtmg 
^rebenden  Schule,  als  vielmehr  des  durch  den  Lehrer  zu  erweckenden 
rriTstinteresses  des  Schülers  sei. 

Dieser  Gedanke,    welcher    sich    dem  Verfasser  in  langjähriger 
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1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  S.  279  u.  692.   1881.    Clausius,  V 
II,  S.  636.   1881. 

(tMhrift  f .  lUthomAtik  o.  Phyiik.  49.  Band.  1908.  8.0.4.  Heft.  19 
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liehrpraxis  immer  zwingender  aufgedrän^^  hat,  veranlaßte  denselba, 
trotzdem  seine  Studien  nicht  auf  dem  Gbbiete  der  Florisük  sich  beve^, 
das  Yorliegende  Tabellenwerk  eu  schaffen,  das  anf  wisseiucbaftbclit 
Selbständigkeit  keinerlei  Anspruch  erhebt,  auch  nicht  als -Scbolbuch  b 
dem  Sinne  aufzufassen  ist,  daß  es  etwa  zur  Einpi^gung  der  vi^ss- 
sehaftlichen  Familien-,  Gattungs-  und  Artdiagnosen  benatzt  weida 
könnte,  das  aber  den  Schüler  (und  ebenso  den  Laien)  in  den  Sum 
setzen  soll,  die  Namen  der  beim  Unterricht  vorliegenden  odor  auf  seinen 
Exkursionen  gesammelten  Pflanzen  allein  und  ohne  Hilfe  eiori 
Lehrmeisters  aufzufinden.  Diesem  Ziele  der  mGj^lichst  leichUc 
und  sicheren  Bestimmung  sind  alle  andern  Geaichtsponkte  unter- 
geordnet. 

Die  vorstehend  dargelegten  Gnu^- 
sätzCf  die  dem  Werkchen  trotz  der  iteij 
wachsenden  Menge  deutscher  Flordi 
immer  neue  Freunde  erworben  haksJ 
sind  auch  in  der  neuen  Auflage  eiI- 
b  c  d       gebend  g^eblieben,  ia  der  VerÜMser  ist 

Auf  Kraepeiin,  Exkortioniflorft.     noch   weiter    bemünt    gewesen^  dcit 

Umarbeitung  der  BestimmungstabelleL 
durch  Erweiterung  der  Diagnosen,  namenthch  bei  schwierigen  Arten. 
durch  Einfügung  zahlreicher  neuer  Zeichnungen  die  Arbeit  des  Bestiis* 
mens  nach  MögUchkeit  zu  erleichtem.  Die  Zahl  der  neu  aufgenomme&eQ 
Arten  ist  erheblich  vermehrt,  die  Nomenklatur  revidiert  worden.  Nes 
ist  eine  kurze  Charakteristik  der  Familien  und  die  Anleitong  ziun  An- 
legen eines  Herbars. 

Hamburg.  K.  K. 


Ö4^: 


Leitfaden  fttr  den  botanischen  ünterriclit  an  mittleren  und 

höheren  Schulen  von  Professor  Dr.  Karl  E&A£P£Lix-  Mi: 
214  Figuren  in  Holzschnitt.  Sechste  verbesserte  Auflage.  [H 
u.  129  S.]     gr.  8.     In  Leinwand  geb.  n.  JL  1.20. 
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Aiu  Ersipelln,  Latlfad^n  fOr  des  liottmichts  Unlettlaltt 


Sammlung  uaturwissenschaftlieh-pädagogiselier  Abkiadlfui^s 

HerauSj^eg.  von  Otto  Schmeil  in  Magdeborg  mi^  W.B.BiBin^ 
in  Leipzig,    gr.  ?. 

Heft  1 :  Zvv**uk  und  liufaiig:  de«  Unterrichts  in  der  Nittirg««chKi«'  • 

hüheren    Mittelüchnlen   mit  besonderer   Berückaiditiir    '  "^ 
f!vm[iasii}n       Von    F.    Mürlbbeg    in    Aaran.      [Sä    " 
11.  .«:  l/JO  ,- 
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ta  i:  Schttlerühttiigeii  in  der  «lfiiientttr«ii  Ä^troMmie.  Ton  Dr.  Paul 

ScHL^m,  Oberlehrer  an  der  Oberreal  schule  auf  der  Uhlenhorst 
in  Hamburg.  Mit  zwei  iu  den  Teirt  gedruckten  Figuren. 
[15  S,J    geh.  n.  JC  —  50. 

_^l!i  dieser  Sammlung  sollen  Abbandltmgen  eine  Stätte  finden,  die 
^  iiatnrwiBBetischaftlicben  Unterrichte  dienen  woUen,  dem  Unterrichte 
allgemeinen  oder  anch  in  einem  Einaelgebiete,  und  die,  zu  kurz,  um 
jßh  EU  falleo^  döch  bo  mnfangreich  aind,  daß  sie  iE  einer  2eitachrift 
t'riele  Nummem  zersplittert  werden  müßten,  oder  die  ihre  Verfasser 
hft  separat  zu  haben  wünschen. 

Wie  in   der  Tendenz  *  wird  sich   die  Sammlung  aneh  in  Format 
Äufletattung   au   die   im  gleichen  Verlage   erflcbeiiiende  Zeit^cbrifl 
and  Schtne**  anschließen;  ihre  Leitung  aber  ist  in  sich  selbständig, 
feandlungen  werden  in  Kwauglos  erscb  einen  den  Heft-en  ausgegeben 
tmd  einzeln  käuflich  sein.     SchlieOlich  aber  soll,  nui  »ie  besser 
rieren,  je  eine  Anzahl   solcher  Abhaudlungen   zu  Bänden  von 
k Bogen  zusammengefaßt  werden,  die  m  einem  billiger  bemeaeeneu 
ptSönspreise  für  sich  abgegeben  werden  und  eine  Ergänzimg  für 
Schrift  „Natur  und  Schule'*  bilden  würden. 

Bei  dem  regeu  Interesse,   welehea  die  Frage  nach  der  Förderung 
turwiBsenschaftlicIien   Unterrichte  bei   allen   Beteiligten   zur  Zeit 
glauben    Herg.usgeber   und  Verleger   der   Sammlung^   auch   mit 
unternehmen  einem  Bedürtriia  entgegcuzukommcn ,  und  erhoffen 
elbe    freundliche   Unterstützung.     Wenn    eine   Erörterung    auch 
..Fragen   nicht   abgeschnitten  werden  soll,  nio  wird  heute  auch 
^iuf  das  rechte  Verständnis  gerechnet  werden  dürfen.    Gerade  für 
'*  tut  eine  eiBgehende  Vorbesprechung  not,  wenn  die  Aussicht  einer 
Bdignng  nicht  in  nebelhafter  Feme  bleiben  so  IL 
[Für  die  Sammlung  bestimmte  Sendungen  (Briefe,  Manutäkripte  u  s.w.) 
Qin  m  richten  an  Rektor  Dr.  0,  Schmeil  in  Magdeburg,  Annen- 
IT,  oder   an   Prof.  Dr  Walther  Schmidt   in    Leipzig,   Elisen- 

3:  Di*  AbNtauimiiJigilekre   in  Unterrichte  der  Selinle  von  Dr. 

Wal  I  HEB  Sc'HoKKicaEK ,  Oberlehrer  am  Beformgymnasium  zu 
Schoeueberg.  Mit  H  Figuren  im  Text  und  2  ichematischen 
Darstellungen.     [4B  S.J     geh.  n.  Ji  1.20. 

Die  Frftge    nach    der   Einführung    der 

anngBlAre  iji  den  Unterricht  der  Schule 

letzter    Zeit    mehrfach    angeschnitten 

In  Tor  liegen  der  Schrift  sucht  nun  der 

zunächst  den  Nachweis  zu  erbringen, 

I  wisse n Schaft! ichen  wie  philosopbiicbeu 

die  Descendenzlheorie  in  die  Schule 

De«  weiteren  wird  ein  Plan  entworfen, 

P&te  Theorie    den  Schülern    beigebracht 

kann»   selbst  für  den   Fall,   daß   der 

Diudliche  Unterricht   nach   wie   vor  von 

rrtufe   unserer   höheren  Lehranstalten 

ehloesen  bleibt.    Ein  besonderes  Gewicht 

«bei  auf  die  sittlich -erzieherische  Äufl- 

der  Jugend  gelegt,  indem  der  Nach- 

sfßhrt  wird^  daß  nie  Abstammungslehre,  weit  entferat,   ihre  An- 

von  der  Ueligion  loszulösen,  vielmehr  für  das   Gedeihen   einer 

Sittlichkeit  erst  den  Boden  abgibt. 
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Ahm  SchOQtilchBii, 
Diu  AbtUminim^ilflbr«  im 


1)  Planck,  Wied.  Ann.  U,  S.  219  n.  592,   1881,    Clausiua, 
8.  63d.   liSL 

rin  t  MAlbemitili  tt,  Fbriik,  49.  B»tid.   190».  8,  n.  *.  Heft.  19 


36  Abhandlungen.    Zeitechriften.  [Mitieilimg^: 

Abhandlungen  der  Kgl.  Sicha.  flegellschaft  der  Wisaensdiaftei. 

MathematiBoh- physische  Klasse. 
Zur  Theorie  des  Legendre-Jacobisehen  Symbols  ^^\  insbes^Blm 

fiber  zweiteilige  komplexe  Zahlen.  Abhandlung  IL  Yci 
W.  ScHBiBNBE.  (XXVn.  Bd.,  Nr.Vn.)  [101  8.]  Lex.-8.  g*L 
n.  JL  3.50. 

C.  Nenmann,  Ober   die   Maxwell-Hertzsehe  Theorie.    Zweit« 

Abhandlung.  (XXVIL  Bd.,  Nr.  VEL)  Mit  3  Textfigim 
[107  8.]  Lex.- 8.  geh.  JL  3.50.  Dritte  AbhandloM. 
(XXVm.  Bd.,  Nr.  n.)  Mit  3  Textfiguren.  [22  S.]  LeL-c 
geh.  n.  •4![   1.50. 

Hayn,  Friedrich,  selenogranhische  Koordinaten.  Erste  Abhind 
lung.  (XXVn.  Bd.,  Nr.  IX.)  [IV  u.  60  8.]  Lex.-8.  geh.  n.  J!  2- 

Über  Uransscheidnngen  in  rheinischen  Basalten.  Von  F.  Zibiel 
(XXVUL  Bd.,  Nr.  UL)    [95  8.]    Lex.-8.    geh.  n.  JK  3.- 


Zeitschriften. 

Berichte  Ober  die  Yerhandlnngen  der  KSnigL  Siebs.  Ml- 
Schaft  der  Wissenschaften  zn  Leipzig.  Mathem&tiscL- 
physische  Klasse.  54.  Band,  1902.  gr.  8.  ITI.— Vü.  flef: 
IIL  [47  8.]  geh.  n.  JL  2.80;  IV.  [36  8.]  geh.  n.  X  140; 
V.  [66  S.]  geh.  n.  JL  1.50;  VL  [60  8.]  geh.  n.  UT  1-: 
VIL  [XXXn  u.  31  8.]  geh.  n.  UK  —  .75. 

Inhalt  m:  C.  Neumann,  TTbet  MeUUieflexion  und  totale  BefleTion  -  /-^ 
StädM,  1.  Boitrftge  aar  Flftchentheorie.  2.  DantaUung  der  MüdmalfllcheB.  —  Tk^ 
1.  Lineare  Konatmktion  einer  Raomkurre  dritter  OrdnOBg  aoa  drei  Paaren  koajigHn 
imaginftrer  PnnkU.  8.  ProjektiTer  Beweis  einiger  elementaren  Sfttae  ans  der  Tbooiie  ds 
ebenen  Kurven  dritter  Ordnung.  8.  Integration  einer  Bifferantialgleichnng  «water  Ord- 
nung. —  M.  Miwtae,  Zur  Theorie  der  ultra -bemoulllaehen  Zahlen  und  Tuaküma. 

fnhalt  lY:  A.  Maper,  Über  den  ZueammenitoA  sweier  KOrper  unter  Be^ 
eichtigung  der  gleitenden  Beibung.  —  Heinrich  JAelmanm,  SyathetiSGbe  AUcikuf  w 
Kreiiverwandtachaften  in  der  Lobataehefakijschen  Oeometrie. 

Inhalt  Y:  F.  Kirchner,  Über  beobaohtete  Abeovptione-  und  Parbeniodmisr^ 
infolge  Ton  Abstandsftnderungen  der  abiorbierenden  Teilchen.  Mit  i  Abbi)dBBf«e-  - 
fierhard  Xowal4wki,  Über  dae  Kroneckersohe  Integral  flir  dl«  Charakteriflük  t^» 
Funktionensyttemi.  —  Ch,  Riquitr,  Über  Sjateme  partieller  DijBforentialgliiehnagBt.  - 
Fran*  Eisoid,  Dae  Wiecherteohe  aetatiache  Pendelseiamometer  der  firdbebenatatioa  LcFt 
und  die  von  ihm  gelieferten  Seiemogramme  ron  Fembeben.  Mit  S  Tafebx  aod  i'ai- 
figuren.  —  A.  Mafer,  Nachtrag  cu  dem  Aufkatae:  Über  den  Zummmenhang  sweier  Koip^f 
unter  Berflckaichtigung  der  geltenden  Beibung. 

Inhalt  YI:  C.  Neumann,  Beltrftg«  aur  analytlaohen  Meohanlk.  Zvelte  oad  drNt» 
AbhandüHig.  --  G.  Sehefer»,  Über  Lozodromen.  —  Gerhard  Xowaiem$ki,  Über  die  pnjtkti'« 
Oruppe  der  Normkurre  und  eine  oharaktcristiBche  Eigensdutft  dei  •echedimeailosftl«^ 
Baumea. 

Inhalt  YH:  Meinrieh  Idetfmann,  Die  Kegelaohnitte  und  die  Plaaeteabewe^eaf  ^a 
nichteuklidischen  Baum.  Mit  14  TextfigurMb  —  Yerseiohnia  der  Mitglieder  d«rXtei|P& 
Sftchsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  —  Yerzeichnis  der  eingegangeaen  Schxiiuä 
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imchte  Aber  die  Verhandlnngen  der  KSnigl.  Siebs.  Gesell- 
schaft der  Wissensehaften  zu  Leipzig.  Mathematisch- 
physische Klasse.  55.  Band.  1903.  gr.  8.  L— m.  Heft. 
I.  Mit  zwei  Tafeln  und  drei  Textfiguren.  [62  S.]  geh. 
n.  A  2.50;  IT.  Mit  einer  Tafel  und  einer  Textfigur.  [43  S.] 
geh.  n.  X  1.20;  m.  [48  S.]   geh.  n,  JL  \,— 

Inhalt  I:  ü.  (VeiiiMr,  Die  Tom  WieohertioheB  aiUtiiohen  Pendelieinnometer  der 
rdbebAütUtion  Leipdg  wfthrwid  des  Jahres  1909  registrierten  Kahbeben.  (Hit  1  Tafel 
sd  3  Figuren.)  —  Frana  Etsotd,  Die  Ton  Wieoherts  astatisohem  Pendelseismometer  In 
n  Zeit  vom  IS.  Juli  bis  31.  Desember  190S  in  Leipsig  gelieferten  Seismogramme  Ton 
arebeben.  (Hit  Tafel  IL)  —  Martin  Krauts  Über  bemonllistische  Zahlen  und  Funktionen 
a  Gebiete  der  Funtionen  aweier  verinderllchen  QrOBen. 

Inhalt  II:  M.Sitgfiriid,  Zur  Kenntnis  der  Hydrolyse  des  Biweises.  (Mit  1  TafeL) 
G.  Sdkefer$f  Bemerkungen  an  einem  Satse  von  Sophus  Lie  aber  algebraitohe  Funktionen. 
-  G.  MnMlno$kiy  Über  prajektlTa  Transfonnationsgruppen.    (Mit  1  Figur.) 

Inhalt  III:  /.  J%cmae^  Über  orthogonale  InTsrianten  und  Korarianten  bei  Kurren 
riUer  Ordnung  mit  unendlioh  fernem  Doppelpunkte.  —  A.  Mayer,  Über  den  HUbertschen 
üAbhängigkeitssata  in  der  Theorie  des  Maximums  und  Minimums  der  elnfachtfn  Inte- 
r&le.  —  H.  Litbrnamn,  Über  die  Zentralbewegnng  in  der  nichteuklidisohen  Oeoinetrie. 

Sitzingsberiehte   der   Berliner   Mathematischen   fifesellschaft. 

IL  Jahrgang.     1903.     1.  u.  2.  Stück. 

Inhalt;  Zehnte  Sitavng  am  80.  Oktober  190S.  —  Slfte  Sitiung  am  26.  November 
903.  —  Über  quadrierbare  Kreisbogenaweiecke.  Von  Edmund  Landau,  —  Sin  einfaches 
)jst«m  fllobeath0Oiietis«hev  Onnidformeln.  Von  /.  Knoblauck,  ->  Oeometrographische 
(iebMhnteilung  des  Kreises.  Von  JL  Oünt*eh«.  Mit  S  Figuren  im  Text.  —  Mitglieder- 
rendehnis.  ->  Zwölfte  Sitsung  am  17.  Desember  1903.  —  Dreisehnte  Sitzung  am 
8  Jssnar  190S.  —  Über  das  Cauehjsehe  IntegraL  Von  M,  Eamburgtr.  —  Über  einige 
l«cb«nbl&tter.  Von  Mermann  Fürlt.  —  Elementare  Ableitung  einiger  Formeln  der 
nechsniaehen  Quadratur.  Von  E,  Latnpe.  —  Über  die  projektive  Geometrie.  Von 
7friard  Uesaenberg. 

Iihitsbericht  der  Dentschen  Mathematiker -Vereinigung.     In 

MoDatsheften  herausgeg.  von  A.  Gutzmer  in  Jena.     XI.  Band. 
1902.      8.— 12.   Heft.      Preis    für  den   Band  von    12   Heften 
UK  14.—    Xn.  Band.    1903.    1.— 6.  Heft.    gr.  8.    Preis  für 
den  Band  von  12  Heften  n.  JL  18. — 
Ans  dem  Inhalt: 
W.  Ahrsat:    Über    Aufgaben    und    Bin- 
richtong  eines  Math«matiker-AdreAbuohs. 
G  Frege:  Über  die  Grundlagen  der  Oeo- 

metri«. 

t  Geitler:    Die    geometrischen   Grund- 

roritellongen    und    Gmndsfttae  und   ihr 

Zosammenhang.    Mit  4  Figuren  im  Text. 

^  Jsbnke:   Ferdinand   Caspary  f.     Mit 

Badnii. 
E^Jthnke:  Über  ein«  elementare  Theorie 
to  Thetafunktionen  ron  ein  und  swei 
Argnmenten. 
H  Lieb  Bann:   Über  die  slngularit&ten- 
freie  konforme  Abbildung  geschlossener 
FUcb«n  auf  die  Kugel. 
J  L&roth:  Ernst  Schröder  f.  Mit  BUdnis. 
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F.Meyer  und  F.Klein:  Bericht  aber  den 
Stand  der  Encyklopftdie  der  mathema- 
tischen Wissenschaften. 

E.  Maller:  Zur  Theorie  der  linearen 
Systeme  von  Kurren  und  Fliehen  sweiten 
Grades. 

Th.  Heye:  Die  synthetische  Geometrie  im 
Altertum  und  in  der  Neuseit. 

W.  Schlink:  Über  die  Deformation  ron 
rhombischen  Netxen  und  ähnliche  Pro- 
bleme.   Mit  9  Figuren  im  Text. 

A.  Schön  flies:  Zur  Statistik  des  mathe- 
matischen Studiums. 

E.  Study:  Über  nichteuklidische  und 
Linien  geometrie. 

L.  Sylow:  Festrede  sum  Abeljubilftum. 
Mit  Abels  BUdnis. 


lathenatisehe  Annalen.  BegrOndet  1868  durch  A.  Glbbsob 
and  C.  Neumann.  Unter  Mitwirkung  von  P.  Gordan,  A.  Matbb, 
C.  Neumann,  M.  Noetheb,  K.  VonderMühll,  H.  Webeb  heraus- 
gegeben von  F.  Klein,  W.  v.  Dyck,  D.  Hilbert.     56.  Band. 


1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  S.  279  u.  692.    1881.    Clausius, 
II,  8.  686.    1881. 

^techxift  f.  Mathematik  u.  Physik.  49. Band.  190S.  S.u.  4.  Heft.  19 
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3.  u.  4.  Keft    57.  Band.    1.  u.  2.  Heft,    Prek  für  den  Bißä 
voB  4  Heften  gr,  8  n.  JC  20.— 

Aus  dem  Inhalt: 


O.   Blumf  nth»l:   Üb^^r   Modulfüiiktloiiaii 

Ton  m«hT(^mi  VflrÄndorlich«», 
Q.   Fmber:    fXbAr   polyuomliohe  SntwloJc'^ 

J  H.  GTttf:  BL'itrAg  tnr  AuflOtusg  tob 
iHffeMiDliftti^UkliQDgen  i.  Ordnung^,  dfioeu 
gcwig««!  b^itimiTite  Integrale  geaügeu. 

G.  Hft  m  &l^  Über  die  Gwiiwbristiit  in  dflneit 
aio  OarAdäD  dt«  KlLn«ttftti  ilnd.  (Mit 
y  PlffDron  im  Tft&t.) 

D,   Hllbertt    Cbor   die    Clruadlftg*»    sJcr 

1r\  Kl^in:  Qinß'  wijfianicb&ftUchfsi  Tftgo- 
bucb  17^)6-1814.  ariersu  1  Fakilroil«  ] 

I\  Kloin:  Üb  DT  den  Etfind  der  Hor»itigft.be 
von  G»dB'  WflTkea, 

A.  La«wj:  Über  redndble  Hücat«  bamo- 
genv  Dl^ersntlAlglif'ichaiifien. 

L,  MAurer;  über  die  KodlkhkoLt  der  lu- 


B,  Netio^  Über  dl«  Zaimmni^iiuitafif  v« 
So.1»iiitiitl«uian   ftm  daii  Ttui^oiltlc)^ii. 

M.  Koetber-  Üb«r  dl«  *i]iig«I»nn  EU- 
tnaiitfl  der  ftlg«bndtcbeti  Knrrtn 

E.  PfttcKlt  Eitgcnlo  BeltnuBl- 

B.  ^ii|9tlnb0rt:  Üb^r  4Le  Ineldaiu  t«t|« 
lhieAT«r  EA.um0  h^H^MgmT  XHmeuJiMHt, 

F.  Sijhtir:  Zur  ProporttoAilfebn.  (MJt 
Ü  tlfforflo  im  T»xt} 

P.  S 1 K  0  k  e  1 :  LlncAr*  Schaf«£i  gto^Uliebr 

T  b .  V%  b  1 0  m :  Üb«r  eitdlliitigl«!  ebe  F^dTtdir. 

C.  T.  WhftlAker;  Qu  ÜB  pitrtU)  diB^ 
rentj«)  i^quatiobB  of  mftthematiCKl  phjtie^ 

Yosbl]re:  ADmuducigeii  der  TuiftU«ii' 
reolmaug  liaf  pHrtiäUa  DißbriMitlil- 
glfllühauBeii      n  U     turel      aiuttblafi|«i 


Irehiv  der  Mathematik  und  Phjsit  mrt  Besowdwer  Efick* 

siclit  auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  an  büheret 
ünterriehtsafistalteTi.  Zagleich  Organ  der  Berliner  Mathe- 
matischen Gesellschaft.  Gegründet  1841  durch  J,  Ä.  Gkukist 
in.  Reihe.  Heranigegeben  von  E.  Lampe  in  Berliaj  W.  Fmxs 
Meyer  in  Königsberg  i.  Fr.  und  E.  JAnKKi:;  in  Berlin.  3.  BmL 
Heft  3  u.  4,  4.  Band.  Heft  1—4,  5,  Baöd.  Heft  1  ü.  l 
Preis  für  den  Band  von  24  Druckbogen  in  4  Heften  gr*  8 
n.  Ji.  14.— 

Dan  Arobtv  biTrüelulcbUgt  Reit  seiner  GrOuduiiFf  boioaden  dlo  B«>dQjüa«i«  ißt 
L*lirftr  böbcrcr  Lehmnataltern  und  Iflt  du  eiaitigtn  Orgui,  w^lcbbi  sich  nliiht  %hil  ILi 
Järwaiteninfir  d^r  iiifttbenimtltcbea  ErketmtnJH,  «oadura  nueb  dl«  VerbreiNsg  mt^ 
lufttiiclier  Fonciiuiijf  aU  Zk^l  itc<;kt.  Zar  F«8»?luBg  d^  Leierkrei««*  »oU«  »uck  m^N 
Aufa&tsa  gebracht  werde»  ^  dla  die  K^uittui^iinbiae  und  du  Yentftadnit  der  n»tima 
inittbQEQiiÜfcbrsa  Amcbikuungcia  und  KiitdtH!kui)g'i»u  Te>riuitteki. 

Um  KU  BelttitäDdlReii  .^xbciLti^u  kuxu regen ,  werdea  Aafgfcbtjn  zu  * teHfew  TCrticit, 
di^  dum  Stolffl  df'S  Hochechuluuterrk'bt«  emtaumiuen  aiad.  Bia  KAuen  dar  EmHAi^r 
rtdbüffor  Lüiunges  word&a  m  dun  nhobitan  tiefte  a  Torüffemlllolit  Böjtrbeititagwa,  »«Iflw 
*Wlk  durch  ÜrlgEn&Utfit  und  Elegmns  dar  ButtitcUuiig  auRKekbnen,  werden ^  tow^t  Aet 
FUtz  vurfUgbftT  Ut^  tum  Abdruck  g^laagca.  Durch  die  Muiinti^&ltiekc'lt  der  OftbcQ  leU 
Tcir  nlJora  di«  Lai:i:gwdItgk0lt  imd  die  KieiulgksltekrtmarDi  mui  dem  AtcMt  nrtMSiit 
wefdüu.  DkB.  Archiv  loll  ftomlt  uua  Haiuar  im  aeiunehnleii  Jahrbimdert  i.aftg«iblH«4;» 
GfiBtAlt  ia  diejcxugc  uiugowAiidolt  w«<rdeD  ^  wt^Ic^he  das  zwpuKlgite  mit  «eiuau  iseiiflL  Ävf- 
gabea  fordiürt. 

Äua  d^m  Inhalt: 


A.  HurwUi:   Über  hohore  KougrueuzeiL 
S,  J  o  U  e  t  ^  SytithatiBche  Tbearie  der  Zentri- 

rugol'  und  TrjlgheltiBigmeate  «liieiRaani* 

»tQekfl«. 
G-  Kobo:    ÜlHJf  d»  Frmxip   vcm   d«r  Er- 

haitDug  der  Auzihl 
U.   XUhue:   Dlo   Gnmdgldctiuugea  einer 

bnUebigea  MAiinJ^rikltigliult 
E.  Landau :  Über  d4)u  Vt^rUuf  der  Enbleu- 

thenTeiitobea  Funktionen  «p  (2). 
E«    LatidiLU:    Über   dio    MiiXtiiiAloTdauiig 

der  PennqUtiaiiexi  genebeßen  Grftdcrt. 
M.    T.   Lbvi-CUitut    Eur    I«    etngul&dl^ 

dtmt  loDt  affecte«*,  pour  und  viteiie  huIIb, 

Ifti  4(|,ü:itJoai  du    tDoufeiDBnt  d^na   point 

DiAt^rieL  frottAal  nur  una  larftiGe 


'    M.    d*OcftgDfft    Üb#T   elDlge   eleaiestkit 

I        Grundgedunken   der  Komogrtphie.    llUt 

I        i  FigUTen  im  Text.) 

\    E    Priugftbelm:    Über    Breohun^f    ml 

IHipertioa    des    Mcrtrl«    utif    de?   Sonai 

(Mll  4:  Flguruo  im  T«j:t> 

A.PrliigfhBlm:  Über£DnT«rg«iiKkTtt«ii« 

fflr  Reibea  mit  komplexen  OUedenL 
W,    So  hell  ^     g^DtbetU^be    Btbmdlgg 
BfnlgBr  Probleme  aber  Kturvtb  dopptlti 
Erammung^ 
P.   Stkckel;   Zar  alcbieuklidliaHen  6c4H 

mitrte.     [Mit  1  Flgmr  im  Te»t  J 
B.  9 1  u  T  m :  Cber  U mf änntm  gen  t 0x1 1 
Olli*  und  MlntmftlSgaren. 
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Wftll«Bb«rff:  ÜHr  ^«  TatamchlMtf- 
0it  bomoganer  linearer  DifferentUlaiu- 
rttcke. 

(Teinholdt:  Über  die  Koagtroktlon  Toa 
!oph«iigttii  a«f  Fl&eben  f.  Ordaung.  (Mit 
Fignrea  im  Teaci.) 


H.  Weber:  Tleörle  der  reellen  quadra- 
tischen Irrationalaablen. 

J.  Weingarten:  Über  eine  Anf^be  der 
Mechanik.    (Mit  1  Fignr  im  Text) 

H.  Zflge:  Zur  Lehre  Ton  der  Teilbarkelt 
dekadleeber  Zahlen. 


bliotheea  Mathematiea.  Zeitschrift  für  Oesohiclite  der 
Mathematischen  Wissenschaften.  Herausgegeben  von 
Gustat  Ehbstböm  in  Stockholm,  in.  Folge.  3.  Band.  3.  u. 
4.  Heft.  4.  Band.  1.  n.  2.  Heft.  Preis  fär  den  Band  von 
4  Hefken  gr.  8  n.  ^  20.— 
Ans  dem  Inhalt: 


ü  n  e  ■  t  r  0  m :  Über  knltnrhiatorliChe  und 
fbk  fachmlnnitohe  Bebandlnng  der  Oe- 
chiehte  der  Mathenuitik. 
Eneatröm:  Über  die  Amfgaben  einer 
laüieiiiatiichen  ZentralbibUothek. 
ü^chmidt:  Znr  Geachichte  des  Dampf- 
encli  im  Altertom. 
Schmidt:    NiTelUerinttroment    nnd 
:aanfllbea  im  Altertome.   (Mit  6  Figuren 
aText) 

Isnnerj:  Sor  la  eonunation  des  oubes 
nticn  dans  Tsntiqnit^. 
TftOBsry:  SimpUoine  et  la  quadratnre 
la  eercle. 

Ensttröm:  Efai  Terechollener  denteeher 
"(/uitt  »at  dem  Anfange  des  sechaehnten 
fthrhrniderts. 


C.  a. Wallner:  Die  Wandlungen  des  Indi- 
Tisibilienbegrifh  von  CavaUeri  bis  Wallis. 

J.  y.  Fezider:  Übersicht  über  die  Idte- 
ratur  des  Abelsohen  Theorems. 

A.  Favaro:  Intomo  ad  alcuoe  anomalle 
presentate  dal  „Bnllettino'*  del  Principe 
Bonoompagni. 

A.  TonBraunmOhl:  Mathematisoh-histo- 
rische  Vorlesungen  und  Seminarflbungen 
an  der  technischen  Hochschule  in  Man- 
chen 1897—1902. 

8.  Oftnther:  Maximilian  Cnrtaa. 

S.  Oanther:  Augast  Beüer. 

Anftagen. 


Keuerschienene  Schriften. 
Wissenschaftliche  Chronik. 


Eilschrift  fibr  Kathematik  lud  Physik.  Begründet  1856  durch 
t  0.  ScHLÖMiLCH.  Organ  fflr  angewandte  Mathematik. 
Gegenwärtig  nnter  Mitwirkung  von  C.  von  Bach,  G.  Hauck, 
R.  Helmert,  f.  Klein,  C.  von  Linde,  H.  A.  Lorbntz, 
H.  Müller -Breslau,  H.  Seeliger,  H.  Weber  herausgegeben 
von  B.  Mehmke  in  Stuttgart  und  C.  Bunge  in  Hannover. 
47.  Band.  3.  u.  4.  (Doppel-) Heft.  48.  Band.  1.— 4.  Heft 
Preis  fiir  den  Band  von   32  Druckbogen   in   4  Heften  gr.  8 


n.  UK  20.— 
AoB  dem  Inhalt: 

'fippl:  LAsnng  des  Kreiselproblems 
alt  Hilfe  der  Vektoren -Rechnung. 

Vranoke:  Der  SpiUbogentrtger  mit 
S^sitelgelenk  und  sprungweise  yerftnder- 
Uclnm  TiigheitemonMnL  (Mit  I  Figuren- 

frsneke:  XontlauleiUohe  Parabel- 
tit««r.  (Mit  tSFiguran  auf  1  Boppeltafei) 
v>tt«:  Über  die  numeriiohe  Auflösung 
Ton  peitiellen  DUferentialclaiohungen. 
0>Bi:  Über  Induktionen  in  rotierenden 
Wtwn. 

Ortsim  ann:  Die  Drehung  eines  kraft- 
^«icn  itarren  KOrpert  um  einen  festen 
J^.  (Mit  6  Figuren  im  Text) 
Grflfiwald:  Sir  Robert  S.  BaUs  lineare 
Bchrsabengebiete.  (Mit  S  Tafeln.) 
Heiman  n:  Die  Festigkeit  ebener  Platten 
fwl  oomslar  konstanUr  Belastung.  (Mit 
I  «Sur  im  Text) 


F.  Jung:  Znr  geometrischen  Behandlung 
des  Massenansgleiches  bei  rierkurbeligen 
SehifEnaaschinen.  (Mit  18  >'igaren  im 
Text.) 

L.  MattkieSen:  Über  unendliehe  Man- 
nigfaltigkeiten der  örter  der  dioptrischen 
Kudinalpunkte  von  Linsen  und  Linsen- 
sjstemen  bei  schiefer  Insidens.  (Mit 
8  Figuren  im  Text) 

M.  RadakoTÜ:  Über  die  Bewegung  eines 
Motors  unter  Berftoksichtigung  der  £la- 
stiaität  seines  Fundamentes. 

P.Roth:  Die  Festigkeitstheorieen  und  die 
Ton  ihnen  abh&ngigen  Formeln  des 
Maschinenbaues. 

0.  R  u n  g e :  Über  die  Zusammensetiung  und 
Zerlegung  von  Drehungen  auf  graphi- 
schem Wege.    (Mit  4  Figuren  im  Text.) 

J.  T.  Vieth:  Über  Zentralbewegung. 


1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  S.  279  u.  692.   1881.    Glausius,  ^ 
11»  8.  686.   1881. 

t  f.  Mathematik  u.  Physik.  49.  Band.  1908.  8.  u.  4.  Heft.  19 
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[Mitteiliiiga 


Zeitsdirift  für  nafheaatiiebeii  ui  BatiirwiMeiMitflli<ia  j 

ÜBtemclli    Ein  Organ  fOr  Methodik,  Bildnngsgehalt  und  Ot-  < 
ganisation  der  exakten  ünterrichtsflcher  an  Gymnasien,  Rol-  j 
schulen,  Lehrerseminarien  und  gehobenen  Bürgenduden.  (Zi* 
gleich  Organ  der  Sektionen  für  math.  nnd  natorw.  üntemdit  io  | 
den  Venammlnngen  der  Philologen,  Natoifandher,  SflomiiMmd 
Volkasöhnllehrer!)    Begründet  1869  durch  J.  C.  Y.  Hofnm 
Heransgeg.  von  Direktor  Dr.  Sobottbk  in  Halle.    83.  Jali^ 
1902.     5.-8.  Heft.     34.  Jahrg.     1903.     1.— 4.  Heft   Pres 
fftr  den  Jahrgang  Yon  8  Heften  gr.  8  n.  UK  18.— 

BiMe  Zttitochrilt  bat  leit  Umm  B«itehen  »uf  dem  (MAtU  dM  Mtann  SdalwM» 
•rfolgreieli  gvwirkt  nnd  ist  nicht  nur  in  Deutachland,  tondeni  aoch  im  Aoibsd«  wi 
rerbrait«!  81«  bftt  trota  mftnoher  nach  ihrem  Mutter  neugegrttndeter  ihnUclwr  Orgi» 
ihre  Bedentnng  fbrtdftnenid  sieh  erhalten.  Ihr  Wert  beruht  hanptaeblieh  tn  4er  i 
Mannigfaltigkeit  ihres  Inhaltt:  I.  Original-Artikel  AafgabeD-BcpcitDria 
n.  Literarltehe  Berichte:  Bemntionen,  Programm-  und  Jonraaltebu,  Bio- 
graphie, m.  Pldagogitehe  Zeitung;  Berichte  Aber  hSheret  Sefanlvetea  tibafcu;: 
und  intbetondere  Aber  Vertammlungt-Verhandlungen,  die  mit  deuMtbet  B»- 
siehung  oder  BerAhrung  haben.  Ein  betonderer  Y orsug  der  Zeitaebrift  ist  dtt  tob  da 
Leeem  sehr  getehState  und  fiel  benutate  Aufgaben-Bepertoriam,  ttm  mkha 
bereite  eine  eeparate  Sammlung  aua  den  eraten  S6  Binden  der  Zeitadhiill  voriiegt  &.* 
Beaenaionen  werden  teilt  Ton  gereiften  Schulmftnnem,  teilt  yon  Unirenitttiprofevarpr 
geliefert.  Die  Zeittchrift  wurde  tofort  nach  ihrer  OrOndung  ron  allen  SdrälbebfiTtia 
den  ihnen  unterttehenden  Schulen  empfohlen. 

Aus  dem  Inbalt: 


£.  Bokhardt:  Neue  Ableitung  und  geo- 
metritohe  Baratellung  -rom  Kreltumfifig 
und  -Inhalt.   (Mit  8  Figuren  im  Text.) 

E.  Eckhardt:  ElemenUre  Ableitung  der 
Bealiaubedingungen  fttr  die  Gleichungen 
dritten  Oradet  ohne  AnflOtung  dlMor 
Gleichungen. 

K.  GeiAler:  Die  Aeymptote  und  die 
Weitenbehaftungeo.  (Mit  1  Uthogr.  Tafel.) 

K.  GeiAler:  Eine  Konttmktiontanfgabe, 
autgedehnt  auf  Tertchiedene  Weiten- 
behaftungen  (Geometrie  det  TTnendlichen.) 
(Mit  6  Figuren  im  Text.) 

£.  Grimtchl:  Die  ,,einfachen  Maschinen**, 
intbetondere  der  Hebel  Im  Phyiikunter- 
richt    (Slit  18  Figuren  im  Text.) 

Hertter:  Die  Kegeltchnltte.  (Mit  11  Fi- 
guren im  Text.) 

J.  Jung:  Zur  Behandlung  der  Yeniche- 
rungtlehre  im  Unterricht. 

F.  Ton  Schaewen:  Beitrftge  aur  liOtung 
der  unbettimmten  qnadratitchen  Glei- 
chungen mit  awei  Unbekannten. 


Chr.  Sehmehl:  Über  ein  Sjttea  t««  i 
homogenen  linearen  GleiehoBfec  ntt  ■ 
Unbekannten  und  ein  S7«tea  taa  tiick: 
homogenen  linearen  Oleichugn  b^ 
n — 1  Unbekannten. 

6.  Sohftlen:  StabUtt  GWebitvlcki 
tehwimmender  KOiper.  (Mit  1  rijs-j 
im  Text.) 

B.  Schumann:  Dto  h0hereMa«h«itOt  ii 
den  wArttembergiaehen  Obemtbek^A 

Steinriede:  Über  Aaügrabe,  BadMtai^ 
und  Methode  dea  BAtunritttuaehAttlkM 
Unterriohta  auf  hdharea  SehaleiL 

H.  Wieleitner^  Über  die  mathwutUrt 
phytlkaUBche  I^ehranfgabe  «ad  di«  An^ 
büdung  der  Fachlehrer  in  K&tigi»«» 
Bayera. 

K.  Wolleta:  Über  die LeitUni« te Kefri- 
tchnitte.    (Mit  6  Figuren  im  TtzL) 

Beaentionen  und  Anaeigta. 


fieograpliische    ZeitschrifL      Herausgegeben    von    Dr.  Alfud 
HBnrrMBR,    a.    o.    Professor    an    der    üniYersitat    Heidelberg- 
5.— 12.  Heft     Preis  halbjahrlich  A  9- 
1.-6.  Heft.    JBhrHch  12  Monatshefte  mj« 
gr.  8.    Preis  halbjahrKch  n.  JC  10.— 


8.  Jahrg.     1902. 

9.  Jahrg.    1903. 
3%  bis  4  Bogen. 

Aus  dem  Inhalt: 


F.  Wiegert:    Bat    Otieta   der   WAtten- 

bildnog  in  Oegfnwart  und  Yoraeit  nach 

Joh.  Walther. 
J.  Fr  Ah:  Zur  Bettimmung  der  Oberflftchen- 

entwicklang. 
F.  Caner:  tfber  die  Stellung  det  geogra- 

phitohon  Unterricht t  am  Oymnatlum. 


Langenbeck:    Ziel    und    Melhod«  io 

geographiiohen  Unterrichta. 
J.  B.  Mettertchmitt:  Die  «cttigs« 

geographitcben  Brgebnitte  der  dettt>a«£ 

TieiiMe-Expedition. 
H.  Toepfer:  Die   deutsche  KorfiwW«* 

in  alter  und  neuer  Zeit. 
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L  Philipp los:  Vtnw  FonehongtB  in 
.  Tioji^ok:  Dfi  8«|ng^»t  dM  Börd- 


le Pri^^rifilifeB:  Sibirien  mid  di«  Oe- 
MrgülBdtor  dte  nMlsdli  -  AdAllicIkni 
OrnxfBbicta. 

■m»AB«l;  AUgliBnltitn. 

C.  FutterBf :  Dbk  Pf»MliBn  alf  Typos  dar 
f «iMnwIlfto.  Xfn  B«ilng  snx  CBBrakU- 
rifltik  dex  FelMBw«tt«B  ZeatiBlBCiwBB. 
(Mit  t  DoppBltBlUB  in  IdohtdniQ^) 

■BftBiiBl:  Di«  ÜBttdtdMml 

fh.  Fitehflo*:  Maimirko.  XioBt  lisdarlamd- 
licha 


m^    MBUrMS    DeBtfl|gh-Qiiaft«ks. 
kUiBBtöloglMlM  Itadi«.     (Hit   dwl  Ab- 
WI4«Nim  Im  Xtvi  «»d  «IM&  Tiifln) 

O.  KBritea:  PbbI  PnuA'  ExpeditioB  B»oh 
Z«ai^^  Wd  «UriMMXfl^  xm/lWIk 

K  Sb^I^MT«  iStiB«Bitt»lB»««CBmiMlM  IiBBd» 

S.  Mogk:    Di«   KntdBokBBgen   der   Noc^ 

^mii^'Pjp^^  in  ABiflid)(Br 
A.  äettBet:  Dbi   Dentcohtnu   in   Sftd- 


F.  BBisel:  Der  Biietz«U«ohe  Bond  und 

ITeueeelBsd. 
&.  r.  Len4«f  feldi  Dez  IjJidwhBftUebe 

CbBrakter  NenaeeiBBdi.    (Mit  <  TeMn.) 
Oeoi^IifaieehB  SeBigketen. 
BtkcberbeepzeolmngeB 


fainr  Uld  Sehnle.  Zeitschrift  für  den  gesamten  natur- 
kundlichen Unterricht  aller  Schulen.  Herausgegeben 
Tcm  B.  Lahdsbkbs  in  ABemtoin  O.-Pr^  0.  SeamoL  in  Magde- 
burg, B.  SOHMio  in  Zwickau.  I.  Jahrg.  1902.  4. — ^8.  Uefb. 
IL  Jahrg.  190S.  1. — 5.  Heft.  Preis  für  deu  Jahx^gang  von 
8  Heften  gr.  8  zu  je  64  Seiten  n.  JL  X^.--^ 
Aus  dem  Inhalt: 


r.  Eeieke:  Vae  heilt  Biologie? 

L  8ehvlt«-¥igget:  Biologie  und  Bat- 

viekluagdehre   ia»  Babmew   der  neaen 

RitaBiMiieB  XiebzpUae. 
Hielteber:     Der     gegenw&rtlge     Btend 
r  yenatiileee  tob  dea  BiBlevieUeB 


der  BewnSteeiBCTorgiBge. 

"    Uater. 


P.  W  i  tt :  Der  BBtnrwiflBeBSobBfUiobe  1 
rieht  ia  den  preBSieobeB  LebrerbUdaBgt- 
uftelteB  Baeb  dea  aettea  vlinitteriellen 
BMiteHBBgeB  Tom  &.  J«U  1901. 

B^  Leadeberg:  Zvr  F^Bge  der  BBtenloM- 
Uchaa  Ansflftge. 

L  Stell:  Der  SehvlgarteB  bb  derbOberea 
Bohole  der  GitkSctBdi. 

Worfitsky:  BlateaUologle  B.SyttomBtik. 

P.Bohleiobert:  Die  PflaaseapliTaiologie 
ia  der  Sebalo. 


F.  Kienits-Oerl<^f:  Bei«-  «nd  atol^ 
lettoBg  1b  der  naaee  im  liicbte  der 
BeBejneBBeobBobtQBgeBaberPiBtoylBemB- 
▼erbiadaagea  swisobeB  dea  Zellea. 

H.  de  Yriei:  Da«  Stiefkafttterobea,  eiae 
Btadie  saai  Begriff  der  Axt  (Hit  1  Tafel 
und  S  AbbildvageB  iai  Text.) 

?.  Coarad:  IndiTidaen  ala  Zeatrea  dee 
pbyeikalitebeB  Uaterrldtt«  in  Yolba-  aad 
HittelBobulea. 

K.  aoSSler:  Die  PbotogiBpbl«  «ad  de* 
BbyalkaUeebe  UBterrieht.  (Hit  iAbbUd.) 

Tb.  Krag:  Die  ladoktioa  im  Dieast«  dee 
obeadtobea  Uaterriobte. 

Beeprecbaagea. 

VeieaanalBBgAeriöbt«. 

Spreobeaal. 

Bfloberaohaa. 


AUBgegeben  im  September  190S. 


1)  Planck,  Wied.  Ann.  14,  S.  279  u.  692.   1881.    Clausius, 
II,  8.  685.    1881. 

^tMbxift  f.  Hatbematikn.  Physik.  49. Band.  1908.  S.u.  4.  Heft.  19 


Prof.  Dr.  O.  dünfches 

naturwilTenrcbafti  I>and-  und  Lehrbücher: 

Die  verbreitetsten  Pflanzen  Deutschlands.    Em  übongsbuch  & 

den  naturwissenscliaftlichen  Unterricht    4.  Aufl.    [VI  n.  282  S.]  19OJ. 
Biegsam  in  Leinwand  geb.  n,  JC  2.— 

Die  verbreitetsten  Käfer  Deutschlands.    Ein  übongsbuch  fii  dea 

naturwissenschaftlichen  Unterricht.    Mit  2  Tafeln.    [XVI  n.  212  S.]  8. 
1895.     Biegsam  in  Leinwand  geb.  n.  JC  2.— 

Die  verbreitetsten  Pilze  Deutschlands.    Eine  Anlcttiuig  zu  Aj? 

Kenntnis.    [XII  n.  112  S.]     1896.    geb.  n.  JC  1.40. 

Die  Pflanzen  des  Königreichs  Sachsen  und  der  angrenzenden 

Staaten.     Eine    Anleitung    zu   ihier  KenntniSb     Achte  Anflage. 
[XXIV  u.  447  S.]    8.    1899.    Biegsam  in  Leinwand  geb.  n.  JL  4^ 

Die  niederen  Pflanzen.    [IV  u.  435  s.]  1889.  geb.  n.  .4!:  4  60.  [Zc- 

gleich  Ei^änzung  von  Wunsches  Exkursionsflora  Tim  Sachsen.} 

Die  Pflanzen  Deutschlands.  Eine  Anleitung  zu  ihrer  Bestimmasg. 
Die  höheren  Pflanzen.  8.  Aufl.  [XXIV  u.  559  S.]  gr.  S.  1901. 
In  Leinirand  geb.  n.  JC  5. — 

Dazu:  Tabellen  zum  Bestimmen  der  Pflanzen  Dentschhnd» 
nach  Linn£s  System  und  der  deutschen  Holzgewachse  oad 
.     dem  Laube.     [32  S.]     gr.  8.     1898.     geh.  n.  JC  —.25. 

Die  Alpenpflanzen.  Eine  Anleitung  zu  ihrer  Kenntnis.  Zweite,  tuw 
änderte  Ausgabe.  [XVI  u.  244  S.]  gr.  8.  1896.  In  Lonwaiid 
geb.  n,  JC  3. — 

Die  KryptOgamen  Deutschlands.  Nach  der  analytischen  Metkode 
bearbeitet.  Die  höheren  Kryptogamen.  [XVI  u.  127  S.]  grJ 
geh.  n.  JC  1.60. 

Die  Pilze.  Eine  Anleitung  zur  Kenntnis  derselben.  [LII  o.  323  S] 
gr.  8.     geh.  n.  JC  4.40. 

Filices  Saxonicae.  Die  GeflBIßkryptogamen  des  KOnigreicfas 
Sachsen   luid   der  angrenzenden  Gegenden.    2.  Au&ge. 

[31  S.]     gr.  8.     geh.  n.  ^K  —.60. 

Die  Insekten.  Eine  Anleitung  zur  Kenntnis  derselben.  3  Abtcüunges. 
Von  D.  H,  R.  von  Schlechtendal  und  Otto  Wünsche.  [XII  a. 
707  S.  mit  15  Tafeln.]    gr.  8.    geh.  n.  vÄI '9.60. 

L  Abteilang.    Käfer  u.  Hautfittgler  (m.   7  lithogr.  Taleln).    [XU  n.  S.  x--' 

n.  •«  3.60.  ^     ,^      . 

n.         ~  Schmetterlinge  nnd  Fliegen  (m.  4  lithogr.  Tafeln).    [S.  208-55^. 

m.         —  Netx-,  iieriul.  n.  Halbflögler  (m.  4  lithogr.  Tafdn}.  [&  557-:«*^l 

n.  JC  2.40. 

Die  Gliederfüßler,  mit  Ausschluß  der  Insekten.  Eine  Anleitusg  iv^ 
Kenntnis  derselben.  Von  D.  H.  R.  von  SchlechtendaL  MitKthogr. 
Tafeln.     [Vm  u.  116  S.]     gr.  8.    geh.  n.  JC  2. 40. 


SBattfet  SBÄfet  unb  ^ßrof.  Dp.  gf.  ^.  ^ifiiig: 
um  (Bebraud?  für  5ie  Sdjul^  uhö  3um  Scibjlunterrtdjt 

SiO  S^feln  in  fetnpem  9<^^^<^  vtit  etHSrenbem  ^e;t. 
Kene  Vitigtle  mit  f^ftemoUfc^et  aborimintg  bet  ^flanjen. 

ficj.*8.     1894. 

)  ii  4  ScIlcH,  »ra  kam  icKr  60  Ufc  Z«fcl»  im  tUMutn  WttMtt  cmt|ilt«  i  ■.  6.80  MI.; 

fiiielmc  Scfcl«  i  IS  ff.    Cime  «ntV  »m  «imWftemf  10  Csf«>I<ve«  (^  |(rU|cm 
Ztfef)  «rtrl  fftr  tai  «liOtcInnuil  |m»l^clfe  i  10  ff.  lelieM- 

^  „!Cetttf(|e  ec^nlflora"  ent^  eine  6aniiiiluna  »on  240  Xnfebi  mit  farbigem 
AtUbmigeB  tvn^dutt  etn^eimifc^  ^fUu^cm,  tPcXi^  bcm  bstomif«^  ttnicmc^te  in  ber  Siegel 
a  0Tttiibe  aetegit  toetben. 

6Anmute  Cbbitbimgem  finb  mo4  lelemlem  |l|faim|em  im  ütKIfminfmer  Rtimttreme  aematt 
nb  bnoflen,  Jofets  nii^  atlften  9flanMii,  6tt8tt^  unb  BAmme  botgefteOt  {isb,  mdslidpjl  bie 
m»  fmtMAmmt  ber  VfUdne  tut  Snkbauuita.  Sanebem  finb  9Iitem,  9litemteile,  ffri^tc, 
kmn,  beten  tSfi.  ttttbSmertmrtHilmitte,  '— '-  -^--i--— - ^ =^— 


.   .         ilcrflheHfHfile  flerfMCle  brrfriirrl  |uc 

ttttbetbem  bie  Qamine  be«  natfidic^en  unb  bte  Klaffe 


foioie 
anaraeben.    m  \n  auBetbem  bii 

„AI  noer  iebem  ^ftaiuenbilbe  beiaefügt    e&mtlii^e  Zafetn  finb  sn  einem 

«etmatiff^ ein^eitli^en  fitfal  ber  bentf^en^i^nlflora  aeorbnet,  oelÄer bie übergAtlU^ 
hmtm«  ber  beutfc^en  $flan)en»ett  ermflsli^t  unb  bie  ^ninbUige  »eiterer  Dotanif((er  etubien 
n  bilben  oernuig. 

gür  benUnterriAtftgebran^  »erben  eim|elme  Safelm  Im  eimer  «m|a|I  b«m  mimleffeml 
19  fimiterrn  |mni  fhrfife  btm  Je  10  flf.  am  Me  C^mlrm  alaegelen.  Xabnr^  »irb  ber  Se^rer 
a  bn  6t8nb  gefe^,  ba9  natnräetreue  Bilb  ber  gerabe  im  Unterricht  be^anbelten  ^ffonae  unb 
i^  Zeile  bem  6tbiUer  in  bie  4>anb  ^n  geben. 

tber  avdi  oloefe^  bom  biefem  nAi^flen  3">^  ^^  ^i^  ,«1feetttf4e  6^nItrora" 
ieboi,  ber  ft(^  bonlBenit«  »egen  ober  au9  Steigung  mit  Vttamit  befil&ftigl,  att  6il|lmittel 
ism  €t(bptattrri4t  bon  großem  ^u^tn.  fein;  fie  bermag  iugfeic^  eine  oortrefflic^e  Smeitnng 
ist  wuegung  eine!  ^ertarimMv  3m  geben« 

tnfptkU  mit  STraOelafeCm  nmb  eineni  Wtnti^nlf  ber  in  ber  .^mtAlem  ^nC- 
fbrt"  oftgrliCbefem  W1Uu%tm  M^  «»^  9msr#  Ußtm*  mmb  yortafrci  |m  Pitmßtm. 

Sil 9etIfittMrt  Aur^SeutfAene^ulflara",  oeUbH  sngleic^  bemfie^ret  bie  frm^ 
Mif eibe  Benoenbmiii  ber  $fUasenbi(ber  im  Unterricht  erteii^tem  unb  bem  Btoede  bei  «eOfl- 
nttettü^  bicmen  foS,  ift  erjf^ienen  natec  bem  Süd: 

^rof.  Dp.  %  0.  yiffiiig: 

Wü  bielen  mhUh.    [Yin  u.  264  @.]    fiei.^^S.    1894.    ^reid  n.  8  9^.; 
in  ^aftlcbct  geb.  (cntf^^.  bcm  (ginbanbc  ber  „^eutfd^eu  ©(^ulflora'O  n.  6  3)W. 


IHffe 


Zotbeilage  Rubelt  in  ber  (Einleitung  bon  bem  j^au  unb  Seben^  »an  ben 
.     Baanbteilen  be4  HfbtnaenaeganiftmM  Jtnb 
tt  bes  Sint«^  unb  in  ben  fpf  notüilic^en  8i)flei 


^ticBtlubea  B^tanbteilen  be4  HfbtnaenaeganiftmM  Jtnb  bon  bet 
tt  bes  2iia«{(^  unb  in  ben  fpf  notüilic^en  S^flemen.  — 
*<ltMase  fobann  bie  genaue  unb  uberfic^tlic^e  0ef(^reibung  ber 


Uung  bor^flamlienipett 
eTu  utiSift : 


^  r,»e«tf(^e«  et^nlfl^«^- 


9m  ^amuttciU  cat^Uft  ^ie 
tCbbilbungen  auf  benS40  Sofeln 


ftmife  «rteile  bet  freffe  ftler  bie  ,,9rmtf4<  Ci^tflani". 

tevtfi^e  Sebrerteitmng:  „llei  bem  begianenben  IBieberenoad^  ber  ^flan^en 
ha!t  müj^i  bie  re^te  Seit,  auf  ein  botaniMe«  £ebtnuttel^injitt»ci{en,  ba«  feinetolcic^en 
Btdit^ai  (H  ifl  bie  „9entf(^e ec^Ifloro*'  oon  iRftOer  unb  ^itting,  ber  benfbar  fc^Snfte 
■Bbjef^itftefte  Steter  in  bie  ^ffantenttelt  .  .  .  S>en  6f^ulen  al«  fie^rmittel, 
MB  vfUnj^enfreunben  all  ^Ü^rer  unb  bem  beutfAen  ^aufe  all  @(^mu(ffiüd 
("^te  i(b  bie  „Deutfi^  GAuIftora"  aufl  angelegentlidMIe." 

Sie  Ratnc:  „Vlit  Strgmflgem  fagem. »it,  bafi  el  fU^  ^ier  um  einOilbetbn^  erfien 
'<i0el  ^Kbett,  mettpel  obne  aOen  fimeifel  feinen  f(^lnan  d»«l,  ben  botanifdben  ttnterri^t 
)i  beiebcB,  boOlammcn  erregen  nnb  fomit  ber  6<^nU  unb  Bamilie  »a^r^fte  Oelebtung  ge- 
*4|tea  »irb.-  «r*  i  ^^  ^  ^^  «llUf.) 

Siter.  Oeilage  iur  $&bag.  Stitumg:  mVuI  bem  (Vefagten  erbeUt  sur  Oknftge, 
1^  ^  M^entf^e  e^ulftora"  bet  Sibuie  ein  rnnftergilHgef  8e|rmittel  fein  fann." 

BeitfArift  f.  b.  Iftert.  «bnnAf iem:  ^^Die  48  Zofeln,  bie  unl  bortiegen,  finb 
tMbc^Mm  linflUrif^er  SoUcnbumg  mmb  bon  einet  Ratmrma^r^eit  bet  9*<be, 
>«  MS  i|c  leibet  mss  fctttm  begegnen." 


1)  Planck,  Wied.  Ann.  U,  S.  279  u.  692.    1881.    ClaasiuB, 
It,  S.  536.    1881. 
^^^l^ltKbTifl  f.  ICafhematik  n.  Phjriik.  49.  Band.  1908.  8.  o.  4.  Heft.  19 
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(SRit  Sin^vmein  tan  D.  @i^tplsbr«tf  ein.) 

„»meliie9etlfnicr  bcR  ^  '     ^ 

fai  teinec  dngenbMMioft^!  fe^bo.    I 

frS^IUbm  düngen  bit  MettcHc  gct>tctUuig,  utvua  fte  Ikl  ««|  IsBccIUfe  Hi  cte»  {•  | 

•tmiiAf  pvIfratletM."  (i^wtnrger  ters^^mibeBt,  i«.  SfiPifBlct  ün) 

^«(etrdeit  am  i^ttitfa^^d^mtfidg.  ?  3^  Ö" 

w1M4te  bUfef  ntstnaitU  «ab  0tt  aniocIlBttct»  8«^  b«4  ^t  aSflemds  nt  Srte^nA 
b€t  dttflcnb  in  6<{)ttle  unb  ^ul  ^xt  BensesbuflA  tommen  unb  ou^  eise  sett  «r»|e  ämi 
9ttoaii]tuet  ani  i|m  nod^  jui  Irtnai  M^n;  fi  tDürbe  bot  Bctrrffotten  ms  na  6^iai» 
teilen.  6e(tett  Dobes  loix  ober  bie  taterenaiiteflen  fUtncbArgSaae  unb  tkcif«»  wc  ifls^ 
ntfien  Sebetoefen,  hrie  {le  im  freien.  fpcxieO  im  ttostoi,  nni  emgeaenttetcs.  in  w  «iltfinlir^% 
anf)>re4enber  nnb  Kcnntnilret^er  fBeife  plaubem  (5ren  bfltfen,  alt  ei  bct  Bexfifa  kitfA  | 

g\txtH  PcrfUfft  .  .  .   Reiinbe  Sei^awiften  tsaaen  »iel  aus  belesen  6csuf4«üHtas  ^  i 
u^eS  b€l  lutb  »fitbe  bolfcOf  ^  prftd^ac»  Bf^aatlttaASent  öBgeien." 

gf tttftttStett  ttt  ^(tfS  ttttS  ^& 

„ . . .  nicf  in  anem  teilt  bal  neue  Xhi(|  in  boSem  IRafte  bie  Borsfige  bet  alt&  i*i?  1« 
Inm  et  alt  ein  SMflenDecl  bct  belcbvrabcn  daaenbliteratur  Ie|d4act  MibaL  fBrn^^ 


Seit  oenng  fittben,  ein  ira))itcf  bet  «ui^  an  fcfm*  »ccbcn  «asieid^  leratn.  te  mUr  «r1( 

mit  «in'        " '        ' .      -  .       -    .-.    

ff bc  wfl 

,.enett  mit  „ ,_^ 

.An  ben  fSeifteni  b«  bolfttftmli^^  JDoifkelbiiifl  0^9tt  nsfkreitia  sc  ft.  txacpelta. 

bet  mit  jefnen  9ktiftftbics  eitt  BmObn«  im  malten  Sinne  bet  IBoitet  t^M»  ^:  ^^^ 


mit  Sinbem  über  bie  0c0en|l&nbe  nnb  Crf^ümmtcn  bei  naha  \wtV^  wikM»  i 
~  -     .-.  3»oenbb  fwibccB  a»A»wKBlx 


redjt  ff bt  wflnf(|en,  et  mfioe  bat  8ik^  nii^  nnt  4ion  bc< 
mail^ienen  mit  aUet  Sufmernomfelt  gcfcffn  — "     " 


nnb  fianti90i.«t.i.) 


fte  finb  jo  reebt  seeitnet,  bie  lern*  nnb  tDtbbeaierige  3ugenb  fonobl  tote  awi  bca  edMMevi 
Wann  bet  ßoOet  |nm  natnrmlfffnf^aftUillea  Renten  anautesen  nnb  i^an  bteSotne  aitUn 
fleben  nnb  Qerben  n&^v  au  bcbgen. . .  (^«t  Ba^aea,  ^o^  iwi,  ^  ^) 

(Sine  Snleituna  {ur  Seobac^tung  bet  ^mifd|en  Sbttsr  is 
aRonatöbtlbem.  Sur  ^aud  nnb  Schule  bearbeitet  ton  Obec 
le^er  4trttl^)  fmtbi^lrers«  dritte  Vitflagr.  SRit  84  31Ittftratiinia 
noc^  Origtnaljteidl^mtngeR  ))on  grou  $.  Sanbdberg.  1902.  3b 
DriginatSeintüanbbanb  n.  UK  5. — 

„9ebfr  gelle  bet  «ui^rt  netft  noa  A  aa,  ba|  ber  «tcfaffn  befMI  i9  »m  ctet 
aU^cabea  Side  |«t  fidinc  uab  bal  et  fU|  fe»fl  rnttafSM^ingabf  bereeata«nn|K«vM^ 
fiibea  nn»  ttcttAcn  £ebent  »tbmet  tDob  ein  ttntctti^t  in  bc«  llatai»cfl|ccf»«afl.  a«v  rt 
im  etnne  bet  „etreifsflae"  bon  einem  fftr  feine  Vufgabc  begeilletten  8e^  cttrilt  wM,  im 
anfectofbeatlii^  ftn^^tbctagenb  fein  mal,  batf  m^  alt  ftfbjKetfliabad  ^iaoHWIt  Mrta*^ 

(^agMiMet  «s4ib  utt^^  *)_ 


(ftbafMiMet  «««b  uts,  «eft « 
j%li  8tt  bet  ^terfimaag  ift  feffelab  vab  aasegcab  im  bMMIea  «cabc   9b«bbb>3 

f Atmet  nnb  »otiftfl" '  ~ '^  ' ^      .  -.     -  ^ 

Kiabet  auft  todtmj 


laag  tfl  .  . 

nnb  »otiftglf^et  Bmbr  bat  »tt  gvennbcn  bcc  «lotat  fit  ffc|  nnb  ^ce  U 

-     -^    emt^fellcn."  (C<9i0eltif  Be^mifiMI) 


Teobners  Mitleiliuigen  IfOS,  Ausg.  B. 


Bestellzettel  (zngieich  Inhaltsyerzeiclmis). 

ki  der  Buclihandlung  von   


IQ 


«stelle  ich  hiermit  ans  dem  VerUge  TOn  B.  6.  Teibner  in  Leipzig 
'olgende  Bücher  zu  schnellster  Lieüerong: 


t  ,  K»u/ 


Um  matkCTMt  ■■  Bttorwlit.  ÜBterricht    (ß.  t.)       ^  ^ 

[AbeL}    Mtmwiai  imbllA  h  rocoasion  da  oant«asire  d«  m 

B»ItMae« ttetf  geb.  81 .  — 

Abhandlungep  «nr  OMe&febto  dvr  matbeniAtiicheii  Wiaien- 

•ehafittn.    MU.  Heft 14  — 

Xrv.  Hefl 16.— 

XT.  Hefl 8.— 

XVI,  I.  Heft geh.  14.—,  geb.  U  — 

— ■ XVn.  Heft 16.— 

BftOhinaim,  niedere  Zahlentheorie.    1.  TeiL gab.  14.— 

BATdey.  nrithmetieeha  Aufgaben  nebit  Lehrb.  der  Arithmetik. 

1«.  Aufl geb.    2.40. 

Nenbearbeit.  T.  Pietiker  u.  Preeler.  geb.    1.60. 

methodieoh     geordnete     Aufgabeniammlnng.       Nen- 

bearbeitang  Ton  Pletsker  n.  Preeler.    8.  Aufl.  .   .geb.    8.10. 

BATdey-FietBker.  Anleitung  znr  AnflOiong  eingekleideter 

algebraleoher  Olcicbnngen geb.    1.60. 

Baaer,  Vorleenngen  Aber  Algebra geh.  11.—,  geb.  IS.— 

Ba/el.  daratellende  Oeometrie ^b.    8  60. 

Bjornbo,   Stadien   Aber   Menelaoe'  Spbirik   (=   Ab  hand- 
langen Heft  XIV) 

Bolyai  de  Bolya,  Appendix  ecientiam  ipatii  abtolate  reram 

exhibeni 4. — 

r- 3  Libellut  —  ad  celebrandam  memoriam  eint  editus    .   .     6. — 

Bopp,  Antoine  Arnaald,  der  groBe  Amaold,  alt  Mathematiker 
(s>  Abhandinngen  Heft  XIV). 

Bxmnninühl,  Vorleeongen  flb.  Oeioh.  d.  Trigonometrie.  IL  TeiL 

geh.  10.—,  geb.  11.— 

Bmna^  OnradUnien  d.  wieseniohaftL  Rechaeni.  geh.  8.40»  g»b.    4. — 

Bneherer,  Elemente  der  Vektor  -  AnalTBii 1.40. 

Oantor,  polhisehe  Arithmetik.   1.  Aafl.  ...      geb.    1.80. 

rCaapuy]  eiehe  Jahnke. 

Cturtse,  Urkondm  aar  Oeiohiohte  der  Mathematik  im  Mittel- 
alter u.  d.  Benaietance.  H.  Teil.  (:»  AbhandL  Heft  XUI) 

Gzuber,  WahnchelnUchkeitireohnnng geb.  14. — 

XSiohhom,  arithmetiiehe  Begelhefte: 

Heft  1:  Qnarta  (Quinta) —.40. 

—  1:  Untertertia —.40. 

—  8:  Obertertia —.40. 

—  4:  Untersekunda -.30. 

Bnovklopftdie  der  mathemattichenWlMeniohaften.  IIL  Band: 

Geometrie.    IL  TeU.   ].  Heft 4.80. 

(Die  frUher  erschienenen  Hefte  i.  8.  15.) 
Bnriqaes,  Vorlesungen  Aber  projektive  Geometrie,  deutsch 

Ton  Fleischer geh.  8.—,  geb.    9.— 

^aohs]  sieh«  Hamburger. 

0«nter  n.  Budio,  die  Elemente  der  analTtisohen  Geometrie. 

I.  Teil:  Die  analyt.  Geometrie  der  Ebene.    6.  Aufl.  .  geb.    8. — 
IL  Teil:  Die  analyt.  Geometrie  des 

Baumes.   8.  Auf! geb.    8.— 

GMfller.  die  Grundsfttse  und  das  Wesen  des  Unendlichen  in 

der  Mathematik  und  Philosophie geb.  14. — 

Qimdt,  Banmlehre  f.  Baugewerksehulen.  I.  TeiL  1  Aufl.  kart.    1.40. 
GnUMmaxmB*  gesammelte  mathemat  u.  phTsikaLWerice,  hrsg. 

Ton  BngeL    IL  Band,  IL  Teil:   Die  Abhandlungen  snr 

Mechanik  und  sur  matbematisohen  Pbjsik 14. — 

Habenloht,  SchlOssel  sur  Gleichungslehre —.40. 

Hiunburger,  Gedichtnisrede  auf  L  L.  Fuchs 1.— 
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1)  Planck,  Wied.  Ann.  U,  S.  279  n.  692.   1881.    ClausiaB,  Wiid 
II,  S.  686.    1881. 
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Hilbert,  OnindlAgen  der  Geometrie,   t.  Anfl.  .  geli.  5.90,  geb.   5  69.    % 
Holsmoller,  method.  Lehrbiich  der  Elemeatw-lCathemetik. 

Aoeg.  A.    I.  Teil.   S.  AuiL geb.    S  41     » 

II.  Teil.    f.  Aull geb.   S  -     r 

III.  TeU.   «.  Aufl geb.   4  40   rs 

Aug.  B.    L  Teil geb.   S  40     ' 

n.  TeU geb.   8  -     ? 

Jahnke,  Kachraf  auf  Ferd.'Ceepftry 1.40.    r 

Klein  n.  Biecke,  ab.  angewandte  Mathematik  u.  Phyiik.  geb.   6-2; 
Eönif,  Binleitg.  i.  d.  allgemelBa  Theorie  der  algebr.  OrAlen. 

geh.  18.—,  geb.  SO-     1» 

Erasar,  Tiehrbuch  der  Thetaftinktionen      geb.  24-    V 

Kronecker,  Torleeangen  Aber  Matbeoiatlk.    n.  Teil:  Vor- 

leeungen  Aber  Arithmetik.  2.  Abschn.  1.  Bd.  geh.  SO.— ,  geb.  21  -    ü 
Müller,  C.  H.,  n.  Fresler,  Leitfaden  der  PratJektionelehre 
C  Oymnaeien  o.  Bealanetalten. 
Aaig.  A:  f.  Bealgymnaeien  tu  Oberrealtcholen  .   .   .geb.   4-     f 
Aatg.B:  f.  Oyamaeien  u.  eeohiitof.  Bealanetalten  .geb.   t.—     ( 
Müller,  H.,  die  Mathematik  a.  d.  OTmnaeien  n.  BealanitalteB. 

I.  TeÜ:  Unterstufe geb.    f.'O     / 

Aneg.  A  it.  Qtjxosx.  n.  Progymn.).    8.  Aufl.  .geb.   l.fO     * 

Aneg.  B  [t  BeaUnst.  n.  Be'ormech.).       .  .geb.   S  «0     4 

n.  TeU:  Oberetafe  geb.   3  *ö.     i 

Antg.  A  (f.  Oyoin.  o.  Progymn.) geb.   340.     i 

Antg.  B  (f.  Bealanat.  n.  Beformich.).  L  Abt  geb.   S  J&     4 

n.  Abt. geb.   S  4Ö.     4 

Ausg.  G  (f.  Seminare  n.  Prftparandenanst.},  bearb.  Ton 

Baltina.  Maiwald geb.   120     4 

Antg.  f.  Prftparandenanetalten ,  bearb.  roa    Baltin  v. 

Segger geb.   8  29      < 

Müller,  H.,  n.  Kutnewvky,  Sammlung  Ton  Aufgaben  am 
der  Arithmetik,  Trigonometrie  und  Stereometrie. 

Aatg.  A.    I.  TeiL    8.  Aufl. geb. 

n.  Teil geb. 

Ausg.  B.     L  TeiL    2.  Aufl. geb. 

n.  TeU geb. 

Auiff.  0,  bearb.  r.  Baltin  n.  Maiwald geb. 

Müller,  H. ,  n.  Pietsker,  Bechenbuch  f.  d.  unteren  Klauea 
der  höheren  Lehranstalten. 

Ausg.  A  (far  Gymnasien) geb. 

Ausg.  B  (fOr  Bealanstalten  und  Beformsohnlen)  .  .  geb. 
Pascal,  Bepertorium  der  hOh. Mathematik,  deuteoh  t.  Sehepp. 

I.  TeU:  Analysis geb. 

IL  TeU:  Geometrie geb. 

Biemann'8   gesammelte  mathematische  Werke.     Naehtrtge, 

hrsg.  Ton  Koether  u.  Wirtinger ^  — 

Sapolsky,  Aber  die  Theorie  der  relatir-Abelschea  kubisoben 

Zahlkörper.    8  TeUe «  - 

Saaerbeck,  Einleitung  in  die  analytiaoha  Geometrie  der  hob. 

algebr.  Kurren  (=  Abhandlungen  Heft  XV) 

Sohülke,  Aufgabensammlung  aus  der  Arithmetik,  Geometrie 

und  Stereometrie geb.   S.W 

Tierstell.  Logarithmentafeln.  4.  Aufl.  steif  geh.— .60,  geb.  -  « 

Schuster,  geometrische  Aufgaben  und  Lehrbuch  der  Geometrie. 
Aueg.  A  (für  Yollanstalten).    1.  TeU:  Planimetrie.  .     geb.  S  - 

8.  TeU:  Trigonometrie geb.   1« 

8.  TeU:  Stereometrie geb.    1.40. 

AuDg.  B  (fOr  Progymnasien  und  Bealschulenj    ....  geb.    1.^ 
Ausg.  C  (far  Mittelschulen) geb.   1.40. 

Sellenthin,  mathematischer  Leitfaden  mit  beionderer  Berflck- 
sichtiguBg  der  Karigation geb.   8  40 

Serret-Bohlmann,  Lehrbuch  der  Dilferential-  und  Integral- 
rechnung.   2.  Aufl.    in.  Band,  1.  Lieferung:  DUTerential- 
Sieichuttgen,  hrsg.  t.  Bohlmann  u.  Zermelo S" 
y,  Geometrie  der  Dynamen geh.  81.—,  geb.  13-- 

Suter,  Kachtrftge  und  Berichtigungen  xu:  „Die  Mathematiker 
und  Astronomen  der  Araber  und  ihre  Werke**  (in  Abhand- 
lungen  Heft  XTV) 

"Weber  u. 'Wellstein,  Encyklopftdie  der  Slementar-Matbe- 
matUc.    Band  I geb.   «  - 
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'Weiimoldt,  Leitüaden  dar  «&ftl7iisoh«i  Geometrie 1.60. 

'WÖUÜnff,  matbem.  Bflchareehat».  L  ToU:  Beine  Matbematik. 

fa  Abhandlungen  Heft  XVi;  1) 

'Wüllner,  Lebrbaob  der  Experimentalpbyaik.  5.  Aufl.  4  Binde. 

geh.  66.—,  geb.  64.— 
Sinaeln:  L  Bftod:  AUgem. Ph/aik  o.  Akuatik.  geh.lt.—,  geb.  14.— 

IL  Band:  Wärme geh.  IS.—,  geb.  14.— 

nLBAnd:  Magnetiamna  und  XlekirialUt. 

geh.  18.—,  geb.  SO.— 

iy.Band:Strahlnng geh.  14.—,  geb.  16.— 

Zeuthen,  Oeaehichte  d.  Mathematik  im  XYI  n.  XVII.  Jahrb., 
dentaeh  Ton  Meyer  (=a  Abhandlungen  Heft  XYII).   . 

Pbyrik.    (8.  SO.) 

Bloohmuin,  die  drahtloae  Telegraphie  in  ihrer  Terwendnng 

für  nantiaohe  Zwecke  .   .   .  ; — .60 

S'isoher,  der  naturwiaaensehaftl.  Unterricht  in  England,  geb. 

neuere  Yersuche  snr  Mechanik  der  feiten  und  flnaaigen 

KOrper geb. 

Kohlramoh,  kleiner  Leitfaden  der  prakt.  Phyalk.  .  .  .  geb. 
Lehrbueh  der  prakt^ Physik  ^ .geb. 


Kubier,  die  Berechnung  der  Keaael-  u.  OefiLlwandungen.  L  TeiL 
JCeUnat,  Phjaik  fOr  denUohe  LehrerbildungaanstAlten. 

geh.  5.60.  geb. 
Biohan,  neuere  Fortaohritta  auf  dem  Oebiete  d.  ElektrisiUt 

S.  Aufl. geb. 

Sohenk,  Feetigkeitabereehnung  grCAerer  Drehatrommatohinen. 
Sohreber,  die  Theorie  der  Meli^toifdampfmaachinen. 

geh.  8.60,  geb. 

MfttgwiiieMekafteM.    (8.  88.) 

Abhaadlimceil  der  KOnigL  Sicha.  Oeaellaohafl  der  Wleaen- 
echaflen.    MatheuL-phya.  Klaate. 
XXVn.  Band,  Nr.  VH:  Bcheibner,  aur  Theorie  dea 

Legendre-Jacobiachen  Symbols  T^Y  inibeaondere  aber 

aweiteilige  komplexe  Zahlen.  IL 

XXVILBa&d,  Nr.YIII:  Neumann,  Aber  die  Maxwell- 

Herttsche  Theorie.  IL 

XXVIL  Band,  Nr.  IX:  Hayn,  aelenographiaohe  Koordi- 
naten.  L 

ZXVm.  Band,  Nr.  11:  Neumann,  Ober  die  Mazwell- 

•      Hertaaoho  Theorie.  III 

XXYIIL  Band,  Nr.  ni:  Zirkel,  Aber  Urausacheidungen 

in  rheiniiohen  Baaalten 

Hftjrxiy  aiebe  Abhandlungen  XXVn,  9. 

Kraapelin,  Exknraionaflora  fftr  Nord-  und  Mitteldeutschland. 

5.  AuiL geb. 

Leitfaden  f.  d.  botaniachen  Unterricht.   6.  AuiL    geb. 

Natnratndien  im  H»uae.    S.  Aufl geb. 

Naturatudien  Im  OarUn. geb. 

Naturatudien  in  Wald  und  Feld geb. 

louidsberg,  BtreifaUge  durch  Wald  und  Flur.    8.  Aufl.    geb. 

Mühlberg.  siebe  Sammlung  Heft  S. 

Müller  u.  »HlHng^  dentaohe  »chulflora.  ....  komplett  geb. 


8.60. 

S.— 

4.— 
8.60. 
1.60. 

6.40. 

1.50. 
1.60. 

4.80. 


8.60. 


8.50. 


(Auch  in  4  Teilen  kJCh.W.  Binaelne Tafeln  16 Ai  ^i  Beaug 
Ton  mindeatens  10  Exemplaren  der  gleichen  Tafel  10  \.) 

Textbeilage  aur  Schulflora,    geh.  8.—,  geb. 

Neumaim,  siehe  Abhandlungen  XXYIE,  8  u.  XXYIII,  S. 
Semmlimg;  naturwiasenschaftl.-p&dagogispher  Abhandlungen. 
Heft  1:  Mflhlberg,  Zweck  und  Umfang  dea  Unterrichts 
in  der  Naturgeaohichte  an  höheren  Mittelacbulen. 
Heft  8 :  8  c  h  1  e  e ,  Schfllerübuo  gen  i.  d.  dement.  Astronomie. 
Heft  8:  Schoenichen,  die  Abstammungslehre  im  Unter- 
richte der  Schule 

ilSoheibner,  siehe  Abhandlungen  XXYII,  7. 

li  Sohleohtendel,  die  Oliederfafller  mit  Auasehlufl  d.  Inaekten. 


S.— 

1.50. 
8.— 


4.— 
1.20. 
8. SO. 
8.60. 
8.60. 
5.— 

S4  — 


13 

24 
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14 
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14 
14 

24 


32 
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33 
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I.SO. 
—  .60. 


I.SO. 
S.40. 
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1)  Planck,  Wied.  Ann.  U,  S.  279  n.  692.   1881.    Clausius,  Wi 
1»,  8.686.   1881. 
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SehleehtMid*!  u.  'W^nmdhit,  ü*  InMktoB.    t.  Abt.  .   .  .  .    9  €0  ü 

BiBMln:  I.  Abt.:  KAf«r  imd  Bhqtflflgler 9  60  ti 

n.  Abt.:  Behm^ttarHngv  und  FüegKii S.€0  ti 

HL  Abt.:  Nets-,  0«rtd-  and  HalUlttglw tAA.  o 

Solüea,  itobe  8  am  VI  lang  Heft  t. 

Sohoaniohen,  sialie  8<mBlang  Heft  t. 

Wünsohe,  d.  rarbreitetiten  Pflansen  Dentoehlaads.  4.  Aofl.  geb.    S .  -  ": 

d.  rerbreiteteten  Kifw  Devttohlead« geb.    S  -  a 

d.  eerbreitetttea  Pilse  DeatsehUnds. geb.    l.iO  tl 

d.  nUnsen  dei  K(Vetgrelehs  BmAmü  und   dn  ad- 

grensenden  I4teder.    8.  Aufl. geb.   4.n>  n 

d.  Biederen  Pflenaea geb.   4.60  41 

d.  hObezen  Pflensen  Dentecblends.    8.  Anfl.  .   .   .geb.    S-  C 

Tebellen  «om  BeettmoMB  der  Pfleasen — .iS  fi 

d.  AlpeBpfleBiea.    1.  AMg geb.   S-  £ 

— d.  bOherea  KrjptogMBen  DeateehljAds IM.  H 

d.  Pilse 4  iö  ii 

Vilicee  Sezonioee.    f.  Aufl.  . —.60  4J 

Zirktl,  Siebe  Abhendlaagen  XlVUI,  8. 

arttwhrtlK«.  (8.S8.) 

Ardhir  der  liatbemeitik  o.  Pt^cIlL  IIL  BeilM.    &— 6.  Bd.   je  14.-  H 
Beriolt««  Aber  die  YecbMedliingeB  der  BgL  Steka.  OMettttb. 
der  "WUeeniobeflen.    Metbem.-pbji.  KUase. 

M.  Band  (190S)  m S  SO  J* 

IV l.iO  -i 

—         V 1.50  1 

VI l.-  ^ 

Vn -.75  T 

65.  Band  (190S)      I « M  r 

—  —    n 1»  r 

—  —  in 1.-  r 

BibUotheo«  ICathemattoft.    111.  Folge.    ;l  «.  4.  Band,  je  to.-  a 

Geographisohe  ZeitsohriA.    8.  Jabrg.  (i6üS).   kalbj&hrfieh  9  -  ^ 

».  Jahrg.  (1903) bal^ibrlidi  10  -  t9 

JahresbBTiohtd.  DeuUchenMathematiker-yereinigang.il.  Bd.  14.-  !^ 

11.  Band «•-  J' 

Mathematische  Annakim.   66.  o.  67.  Band j«  »-  ■■' 

Natur  und  Schule,    i.  u.  1.  Jalurgang  (1802  n.  1808).  .  .}•  it  -  *'^ 
Sitsun«8berichte  d.  Berliner  Math.  Oeeellwsh.  8.  Jahrg.  (190S> 

1.  u.  f .  Stock 

Zeitschrift  f.  Mathematik  n.  Phjtik.  47.  o.  48.  Band    .   .  .  Je  90.-  J' 
Zeitschrift  t  mathem.  n.  naturw.  Untenioht.  83.  n.  84.  Jahrg. 

(1908  u.  1908) .     je  «.-  ^' 
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Zu  ettraiger  ße»teUunff  eines  otkr  dru  <i*id€rtn  der 
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trhitibcH  mir  nkfn,   meinen    Verlag   mmittelbar  ang  FMikumm^^ 
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über  die  Spanmmgsknrye  gesättigter  Dämpfe. 

Von  L.  Gbaetz  in  München. 

1.  Um  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Drack  P  des  gesättigten 
Dampfes  einer  Flüssigkeit  und  der  Temperatur  zu  finden,  gibt  die 
mechanische  Wärmetheorie  bekanntlich  einen  Weg^  falls  die  Zustands- 
gleichnng  des  Körpers  bekannt  ist.  Man  kann  dann  durch  Anwendung 
des  zweiten  Hauptsatzes  auf  die  theoretische  und  wirkliche  Isotherme 
drei  Gleichungen  erhalten^  welche  P;  femer  die  spezifischen  Volumina 
V  und  6  des  gesättigten  Dampfes  und  der  Flüssigkeit,  als  Funktionen 
der  Temperatur  zu  ermitteln  gestatten.  Dieser  Weg  hat  einerseits  den 
Nachteil,  daB  bei  Anwendung  einer  der  bekannten  Zustandsgieichungen, 
die  Gleichungen  derartige  Formen  erhalten,  daß  eine  explizite  Dar- 
stellung von  P  als  f(^T)  nicht  möglich  ist.')  Andererseits,  und  das 
ist  noch  schwerwiegender,  ist  ja  eine  genaue  Zustandsgieichung  noch 
nicht  bekannt.  Die  Van  der  Waalssche  Gleichung  ebenso  wie  die 
Boltzmannsche  enthält  zwei  Eonstanten,  welche  aber  in  Wirklichkeit 
unbekannte  Funktionen  von  Temperatur  und  Volumen  sind,  imd  bei 
den  anderen  Zustandsgieichungen,  wie  bei  denen  von  Clausius,  sind 
unbestimmte  Temperaturfunktionen  eingeführt,  die  in  jedem  Falle  be- 
sonders bestimmt  werden  müssen.  Da  nun  aber  gerade  die  Ermittelung 
des  P  als  Funktion  der  Temperatur  verlangt  wird,  so  machen  solche 
unbekannte  Temperaturfunktionen  die  ganze  Methode  unbrauchbar. 

2.  Eine  zweite  Methode,  theoretisch  die  Dampfigpannungskurve  zu 
ermitteln,  beruht  auf  der  Anwendung  des  thermodynamischen  Potentials. 
Bezeichnet  man  das  thermodynamische  Potential  der  Masseneinheit  ge- 
sattigten Dampfes  mit  ^,  das  der  Masseneinheit  der  Flüssigkeit  mit  9), 
wobei  sowohl  ^  als  9)  Funktionen  von  Druck  imd  Temperatur  sind,  so 
ist  die  strenge  Gleichung  f£lr  die  Dampfspannungskurve 

(1) *  -  9  -  0, 

1)  Planck,  Wied.  Ann.  U,  S.  279  u.  692.  1881.  Clausias,  Wied.  Ann. 
II,  S.  585.   1881. 
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da  nur  unter  dieser  Bedingung  die  Flüssigkeit  und  ihr  Dampf  im  Gleich- 
gewicht sind.  Die  Bedeutung  von  ^  und  ip  ist  nach  der  Definition 
des  thermodynamischen  Potentials 

^  =  tt  —  JTs  +  pv, 

9=«tt?— JTir  +p6, 

worin  u  und  w  die  spezifischen  Energien,  8  und  t  die  sperafischen 
Entropien  des  Dampfes  und  der  Flüssigkeit  sind  und  cT'die  Joulesclie 
Zahl  bedeutet.  Eine  wirkliche  Ausrechnung  der  Werte  von  ^  und  91 
und  damit  eine  Darstellung  der  Gleichung  der  Dampfspannungsknne 
laßt  sich  leicht  durchführen  unter  folgenden  drei  Yoraussetzungen: 

1)  Die  genaue  Gültigkeit  des  Mariotte-Gay  Lussacschen  (M6L) 
Gesetzes  ftbr  den  gesattigten  Dampf. 

2)  Die  Vernachlässigung  von  6  gegen  v, 

3)  Die    Annahme    der    Eonstanz    der   spezifischen   Wärme  c  i& 
Flüssigkeit. 

Unter  diesen  Annahmen  ist  nämlich,  wenn  das  MGL-Geseiz  in 
der  Form 

geschrieben  wird^), 

worin  y  die  spezifische  Warme  des  Dampfes  bei  konstantem  Yolnmen 
ist  und  H'  und  H  Eonstanten  bedeuten,  femer 

Js  =  RE'  +  Jy  log  T  +  Blog©  =  RW  +  {Jy  +  B)log  T-  iliog|, 

Jt^RE  +  JclogT, 

worin  RE'  und  RE  zwei  neue  Eonstante  sind. 
Daraus  ergibt  sich 

^  =  J?'  +  T{Jy  -  RE'  +  R)-  Tlog  T(Jy  +  R)  +  TiJlog|, 

9  -  -ff  +  T(Jc  -  RE)  -  JcTlogTy 

und  die  Gleichung  der  Dampfspannungskuire  wird,  wenn  man  den 
Druck  des  gesattigten  Dampfes  mit  P  bezeichnet, 

(2)  log5  =  4'-f-ClogT, 


1)   S.  wegen   der  Ableitung  L.  Graetz  in  Winkelmanns  Handbodi  der 
Phyaik  11,  2,  S.  441.    1.  Aufl. 
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die  bekannte  Bankine-Dupresche  Formel.  Darin  haben  die  Eon- 
stanten Äj  B,  C  folgende  Bedeutung 

(3)  ^-^^> 

c  ^{(^)^i. 

Mithin  ist  ^'  =  (JB'  -  £)  +  C. 

Unter  derselben  Annahme  wird  die  Yerdampfongswärme  r  der 
Flüssigkeit  eine  lineare  Funktion  der  absoluten  Temperatur;  denn  es  ist 

Es  ist  daher  H'  —  H  gleich  der  Verdampfungswärme  r^  der  Substanz 
beim  Nullpunkt  und  CR  =  J(c  —  y)  —  i2  ist  gleich  der  Abnahme, 
welche  die  Verdampfungswärme  pro  V  C  erfahrt. 

3.  Die  angefOhrten  theoretischen  Voraussetzungen  lassen  nun  die 
Bankinesche  Formel  nur  als  eine  Nähemngsformel  erscheinen,  von 
der  man  nicht  ohne  weiteres  sagen  kann,  wie  weit  ihre  Gültigkeit  sich 
erstreckt  Da  das  MGL- Gesetz  vorausgesetzt  ist,  die  gesättigten 
Dämpfe  aber  erfEkhrungsgemäß  schon  bei  nicht  zu  hohen  Drucken  er- 
hebliche Abweichungen  von  diesem  Gesetz  zeigen,  so  erscheint  der  Be- 
reich der  Gültigkeit  der  Formel  hauptsächlich  aus  diesem  Grunde  als 
ziemlich  geringfügig.  Zwar  konmien  hierbei  nicht  diejenigen  Ab- 
weichungen in  Betracht,  welche  das  Produkt  pv  auf  einer  Isotherme 
zeigt,  Abweichungen,  welche  bekanntlich  durch  das  Amagatsche  Dia- 
grazmn  dargestellt  sind  und  welche  sich  durch  dieses  mit  einem  Blick 
ab  sehr  bedeutend  erweisen.  Vielmehr  kommen  hier,  da  zu  jeder 
Temperatur   nur  ein  Druck   und   das   zugehörige   Volumen   ins  Auge 

ge&Bt  werden,  nur  die  Abweichungen  in  Frage,  welche  die  Große  -^ 

mit  wachsenden  Temperaturen  zeigt.    Aber  auch  diese  sind  erheblich 

genug.     Nach  den  Beobachtungen  nimmt  der  Wert  von   -^,  welcher 

bei  GHiltigkeit  des  MGL -Gesetzes  konstant  bleiben  soUte,  bei  jeder 
Flüssigkeit  zwischen  der  gewöhnlichen  und  der  kritischen  Temperatur 
auf  die  Hälfte  bis  ein  Drittel  seines  Anfangswertes  ab.   So  ist  z.  B.  bei 

Wasser  nach  den  Beobachtungen  von  Battelli  bei  100®  ^  =  3362, 
bei  der  kritischen  Temperatur  364®  aber  ^  »  1118.    Bei  Alkohol  ist 

19* 
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JPc 
nach  den  Beobachtungen  von  Ramsay  und  Yonng  bei  110^  -^  =985,8, 

bei  der  kritischen  Temperatur  243,6**  aber  -=-  =426,6.  Bei  Schwefelkohlen- 
stoflF  ist  nach  Battelli  für  0®  ^  =  809,  för  die  kritische  Temperatur 
270^  aber  -=r  =  269.  Und  Abweichungen  von  derselben  (Jroßc  sind 
bei  allen  Flüssigkeiten  konstatiert  Nach  der  Gleichung  von  Van 
der  Waals  muß  bekanntlich  am  kritischen  Punkt  -jr  ^  s  ^^^  ^^^ 
es  bei  0^  gleich  1  gesetzt  wird.  Die  angeführten  Zahlen  stimmen  an- 
genähert mit  diesem  Wert  f  überein.  Diese  erheblichen  Abweichtmgen 
Tom  MOL- Gesetz  beschranken  die  Gültigkeit  der  Bankineschen 
Formel  nur  auf  niedere  Temperaturen  und  Drucka  Immerlun 
müßte  eine  genauere  Diskussion  zeigen,  welche  Abänderungen  an  dieser 
Formel  anzubringen  sind  und  welche  Betrage  diese  erreichen,  um  den 
ganzen  Verlauf  der  Dampfspannung  bis  zur  kritischen  Temperatur  dar- 
zustellen. Die  oben  angeführte  Ableitung  aus  dem  thermodynamisdien 
Potential  erlaubt  sofort  eine  genauere  Untersuchung  der  betreffenden 
Kurve,  wenn  für  den  Dampf  nicht  das  MGL-Gesetz,  sondern  das  Yan 
der  Waalsche  Gesetz  zu  Grund  gelegt  wird,  das  ja  in  der  Hauptsache 
das  Verhalten  aller  Gase  bis  auf  minder  wichtige  Einzelheiten  zu- 
sammenfaßt. 

4.  Es  soll  also  jetzt  die  obige  Annahme  1  fallen  gelassen  werden, 
und  statt  des  MGL-Gesetzes  das  Van  der  Waalssche  Gesetz  zu  Grunde 
gelegt  werden.  Aber  auch  die  Annahme  2  soll  fallen  gelassen  werdea 
Während  nämlich  bei  niederen  Temperaturen  6  unbedingt  gegen  v  zu 
yemachlässigen  ist,  wird  bei  wachsender  Temperatur  6  immer  groBer, 
V  immer  kleiner,  so  daß  der  Fehler  immer  größer  wird.  Bm  der 
kritischen  Temperatur  ist  endlich  6  gleich  v,  also  die  Vemachlässigong 
von  6  durchaus  nicht  erlaubt.  Wenn  wir  also  für  den  Dampf  die 
Gleichung 

als  gültig  annehmen,  so  ist  zunächst  die  spezifische  Energie  u  und  die 
spezifische  Entropie  s  desselben  zu  bilden.  Man  hat  dazu  die  allgemeinen 
Formeln^)  ^ 


Js  =  RE'  +  Jy  log  T  +  r|f  dv. 


1)  S.  z.  B.  L.  Gtaetz  1.  o.  S.  441. 


Da 


ist,  so  wird 
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t\t) 


d  /p\  __^     a  dp  B 


Js  =  RE'  +  JylogT  +  Rlog{v  -  b). 

Man  ersieht  übrigens  daraus,  daß  von  den  beiden  Konstanten  a  und  b, 
welche  in  der  Yan  der  Waalsschen  Formel  Yorkommen,  nur  die  eine 
a  in  dem  Ausdruck  für  die  Energie  und  nur  die  andere  b  in  dem  Aus- 
druck für  die  Entropie  vorkommt.  So  wie  man  a  die  Druck-  und  b 
die  Volumenkonstante  des  Yan  der  Waalsschen  Gesetzes  genannt  hat, 
80  könnte  man  sie  auch  als  Energie-  und  Entropiekonstanten  unter- 
scheiden. 

Das  thermodynamische  Potential  des  Dampfes  wird  daher 

i;^ff  +  (Jy-  RE')T-JyTlogT-^  -  RTlog{v  -  6)  +pv. 

Das  thermodynamische  Potential  der  Flüssigkeit  ist 
(p  =  H  +  {Je  -  RE)  T -  JcTlogT  +  p6 
und  die  Qleichung 

mrd  also 


P{v  -  tf)  -  ETlog  (v-b)-j {n'-E)  +  T\J{e  -  y)  +  R(ß'-E)] 

-T\ogT{J{c-Y)). 
Nach  unserer  obigen  Bezeichnung  (3)  wird  also 
P(„-.tf)_jjjlog(t;-6)-J BR  +  R{A'+l)T^R{C+\)T\ogT. 

Wir  fOhren  hier  nach  der  Yan  der  Waalsschen  Gleichung  ein: 


Dann  wird  nach  Division  durch  RT 
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Diese  Formel  ist  noch  ganz  streng,  um  sie  zur  praktischen  B^ 
nutzbarkeit  gerecht  zu  machen,  yemachlässigen  wir  die  Qlieder,  welche 
die  Produkte  und  Quadrate  der  Eorrektionsgrößen  a  und  b  eniMten. 
Indem  wir  femer  entwickeln 

Pv'  =  -f-  +  2bRT-  2a 5^, 

aP 


log(l  +  py-log(l  +  ^-?,), 


2a  2aP 


vET      B^T* 
erhalten  wir 

logJ-  +  log(l  +  Ä)-^%=^-^-^'-f-ClogT. 

Nun  nimmt  die  Große  ^^^  ^on  einem  sehr  kleinen  Wert,  den 

sie  bei  niedrigen  Drucken  besitzt,  mit  wachsendem  Druck  zu  bis  zn 
dem  Maximalwert  |^  am  kritischen  Punkt.  Denn  fOhren  wir  die  redu- 
zierten Drucke  b  und  Temperaturen  m  ein,  indem  wir  setzen  P==et, 

T=m^,  wo  Ä,  ^  kritischen  Druck  und  Temperatur  bedeuten  («=27 fi» 
iJ^  =  2^^j,  so  wird  ^Tfi^^-^y  also  am  kritischen  Punkt  («  =  1, 
m  »  1)  gleich  ^.     In  diesem  Intervall  ist  daher 

^^8  y  "T"  B}T*)     Ä«  j" ""     Ä'r« ' 
und  unsere  Formel  wird 

Die  einfache  ßankinesche  Formel  erfordert  also  eine  Eorrektion 
um  zu  ermitteln,  wie  groß  die  Korrektion  im  Maximum  isi^  berechnen 

wir  sie  fBr  den  kritischen  Punkt  Für  diesen  ist  ^^ ,  wie  oben  anfl- 
gefOhrt,  gleich  fj,  das  zweite  Glied     ^1~  ^  wird  am  kritiflchen  Paukt, 

da  dort  tf  =»  t?  =  36  ist,  gleich  -^  =  -  •   Die  beiden  Korrekturen  geben 

also  im  Maximum  den  Wert  —  ^-  (Dabei  ist  als  Volumeneinheit  das 
Volumen  der  Masseneinheit  des  Dampfes  bei  0^  und  dem  Einheitsdmck 
genommen.)  Man  sieht  sofort,  daß  der  Einfluß  der  Korrektion  um  so 
geringer  werden  wird,  je  höher  der  kritische  Druck  der  Substanz  ist 
Da  die  Abhängigkeit  des  6  von  der  Temperatur  nicht  bekannt  ist,  so 
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konnte  man  6  in  erster  Annäherung  konstant  setzen.     Geringer  wird 
der   Fehler  noch   und   zugleich   wird  die  Formel  vereinfachter  durch 

folgende  Betrachtang.    Da  Rd"  "===  ö?  ^  ^^^'  ^^  ^^ 


RT'^  8  ^  T""  8  ^V    "^      T    )^ 
also 

In  dieser  Klammer;  die  im  ganzen  selbst  nur  eine  Korrektion  vorstellt; 

wachst   6  mit   steigender   Temperatur/  wahrend  ^6  (1  H j^— j    mit 

steigender  Temperatur  abnimmt.  Wir  können  deshalb  diese  E3ammer 
als  eine  Konstante  f  einfuhren  (genauer  wird  die  Klammer  mit 
wachsender  Temperatur  kleiner  werden)  und  die  Gleichung  unserer 
Kurve  wird 


oder  (A'  +  logB-Ä,  ^^d 


(4)  logP-S^^A-^-ClogT. 

Die  Rankinesche  Formel  lautet^  wenn  man  zu  den  Numeri  übergeht 

B 

(5)  P=2£Z, 

Tährend  die  TeiyoUkonuimete  Fonnel,  za  der  wir  gelangt  sind,  heißt 

(6)  pr'^^«£f. 

Da  d  eine  sehr  kleine  Zahl  ist,  so  weicht  e  ^  erst  bei  hohen  Drucken 
merkhch  von  1  ab;  während  bei  niederen  Drucken  die  Rankinesche 
Fonnel  bestehen  bleibt.  Will  man  P  explicite  durch  T  darstellen;  so 
ist  angenähert;  aber  nicht  genau 

logP-^-f-ciogr+d'^;^. 

5.  Was  den  Vergleich  dieser  Formel  mit  den  Beobachtungen  be- 
trifit,  so  ist  zunächst  zu  erwähnen;  daß  von  den  drei  Konstanten  der 
Rankineschen  Formel  zwar  A  und  B  willkürliche  Werte  habeu;  daß 
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dagegen  C  durcli  die  Natur  der  Substanz  von  Tomlierem  bestimmt  ist 
Es  ist  nämlich 

und  da  R  bekanntlich  gleich  J{yp  —  y)  ist,  worin  y^  die  spezifische 
Wärme  des  Dampfes  bei  konstantem  Druck  ist,  so  wird 

yp-r 

Die  Rankinesche  Formel  enthält  also  nur  zwei  willkürliche  Kon- 
stanten, und  als  solche  ist  sie  auch  für  niedere  Drucke  Tollsländig 
brauchbar,  wie  insbesondere  Hertz^)  für  den  Quecksilberdampf  gezeigt 
hat.  Läßt  man  die  dritte  Eonstante  C  auch  unbestimmt,  wodurch  man 
nur  die  Form  der  Rankineschen  Gleichung  beibehält,  ihre  Bedentong 
aber  verändert,  so  kann  man  natürlich  diese  weitere  Eonstante  so  be- 
stimmen, daß  man  in  sehr  yiel  größerem  Intervall  Anschluß  an  die 
Beobachtungen  gewinnt.  In  der  Tat  hat  Bertrand ")  f&r  eine  Anzahl 
von  Flüssigkeiten  durch  diese  dreikonstantige  Formel  eine  Darstellung 
der  Beobachtungen  von  Dampfspannungen  in  sehr  weitem  Bereich  er- 
zielt und  Juliusburger^,  der  sämtliche  vorhandene  Messungsreihen 
nach  dieser  Formel  berechnete,  fand,  daß  sie  in  90%  aller  Fälle  die 
Beobachtungen,  bei  denen  keine  Dissoziationen  stattfinden,  im  ganzen 
Verlauf,  sogar  bis  zur  kritischen  Temperatur  darsteUt.  In  der  oben 
abgeleiteten  genauen  Formel  (4)  oder  (6)  hat  die  Eonstante  C  genan  den 

von   der  Theorie  vorgeschriebenen  Wert  — 3^-     Die  Formel  enthalt 

abo  drei  willkürliche  Eonstanten  Ay  JB  und  d,  und  es  war  nach  der 
Ableitung  zu  erwarten,  daß  sie  auch  den  Beobachtungen  sidi  gat  an- 
schließt. Die  Eonstante  d  ist  dabei  im  wesentlichen  aus  den  Be- 
obachtungen bei  hohen  Temperaturen  zu  entnehmen,  da  das  mit  ihr 
behaftete  Glied  bei  niederen  Temperaturen  keine  RoUe  spielt  Ich 
habe  so  die  Beobachtungen  von  Gailletet  und  Golardeaa^)  am 
Wasserdampf,  bei  denen  die  Drucke  in  mm-Hg  ausgedrückt  sind,  mit 
dem  Wert  (7  =  4,717  berechnet.  Die  Eonstanten  wurden  J.  =  22,8843, 
B  =-  2936,6,  *  =  0,0005547,  und  die  Formel  stellte  die  Drucke  bis  aof 
1 — 2%  dar.  Die  maximale  Abweichung  von  den  Beobachtungen  be- 
trägt l;87o.     D^^ch   genauere   Berechnung   der  Eonstanten  Ay  B,  i 

1)  H.  Herta,  Wied.  Annal.  17  p.  198.  1882. 

2)  Bertrand,  Thermodynamique  p.  98.  1887. 

3)  Juliasburger,  Drude  Annal.  3  p.  618.  1900. 

4)  Gailletet  u.  Golardeau,  Joum.  de  phys.  (2)  10  p.  388.  1891. 
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nach  kleinsten  Quadraten  würde  sicli  der  Anschluß  noch  enger  gestalten 
lassen,  doch  liegen  die  Abweichungen  auch  so  schon  innerhalb  der 
Beobachtnngsfehler. 

6.  Eine  nicht  nnbetrachtliche  üngenauigkeit  in  der  obigen  Ab- 
leitung scheint  darin  zu  liegen,  daß  die  spezifische  Wärme  c  der  Flüssig- 
keit als  konstant  angesetzt  wurde,  während  diese  in  Wirklichkeit  mit 
steigender  Temperatur  nach  den  Beobachtungen  wächst.  Es  ist  aber 
zu  bemerken,  daB  in  den  Ausdruck  für  die  Energie  und  die  Entropie 
der  Masseneinheit  einer  yerdampfenden  Flüssigkeit  streng  genommen 
nicht  die  gewöhnliche  spezifische  Wärme  c  bei  konstantem  Druck  ein- 
geht, sondern  diejenige  spezifische  Wärme  c',  welche  die  Flüssigkeit 
besitzt,  wenn  sich  bei  der  Temperatursteigerung  zugleich  der  Druck 
so  ändert,  wie  bei  den  gesättigten  Dämpfen,  das  heißt,  wenn  die  Ver- 
änderung der  Flüssigkeit  auf  der  sogenannten  lit^cen  Grenzkurve  vor 
sich  geht  Diese  Größe  c'  hängt  nach  einer  bekannten  Formel  der 
mechanischen  Wärmetheorie  ^)  mit  c  so  zusammen,  daß 

/TT    ^^^ 

c  ^c-Ta6j^, 

dp 
worin  a  der  Ausdehnungskoeffizient  der  Flüssigkeit  ist    Da  7^^  mit 

steigender  Temperatur  nicht  unerheblich  wächst,  so  ist  die  Zunahme 
von  e'  mit  der  Temperatur  jedenfalls  viel  geringer  als  die  Ton  o,  sie 
konnte  sogar  in  eine  Abnahme  übergehen,  und  der  Fehler,  der  durch 
Konstantsetzung  des  c  entsteht,  wird  in  den  meisten  Fällen  unbedeutend 
sein.    Man  wird  daher  die  Formel  mit  drei  Eonstanten 

als  die  theoretische  Gleichung  für  die  Dampfspannungskurre  bis  zur 
kritischen  Temperatur  anzusehen  haben. 

München,  Juni  1903. 
1)  S.  z.  B.  Graetz  1.  c.  üb  p.  474. 
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Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Nobilischen  Farbenringe. 

Von  Richard  Gans  in  TübingexL 

Riemann^)  hat  die  Erscheinung  der  Nobilischen  Farbenringe 
theoretisch  behandelt,  ohne  die  Polarisation  zn  berücksichtigen, 
welche  jedoch  den  Vorgang  wesentlich  modifiziert;  berücksichtigt 
wurde  dieselbe  yon  H.  Weber.*)  Spater  wurde  von  Röiti*) 
eine  Annahme  gemacht,  die  yon  Yolterra^)  theoretisch  yerfolgl 
worden  ist. 

Nach  dieser  Annahme  ist  der  Vorgang  folgender:  Die  Polarisation 
kann  in  einem  gegebenen  Falle  nur  bis  zu  einem  gewissen  Werte  an- 

steigen;  eine  weitere  Ab- 
lagerung der  polarisierenden 
Substanz  yerandert  den  Wert 
der  Polarisation  nicht  mehr. 
Wird  die  Starke  des  ein- 
tretenden Stroms  konstant 
erhalten,  so  stellt  sich  be- 
reits nach  kurzer  2ieit  ein 
stationärer  Zustand  her.  Auf 
einem  Teile  der  Elektroden- 
platte ist  das  Mft^'TfiTi'"  der 
Polarisation  erreicht,  hier 
kann  der  Strom  hindnrch- 
treten,  da  neue  Ablagerang 
keine  Veränderung  mehr  be- 
wirkt; an  den  Stellen  jedoch,  wo  das  Maximum  der  Polarisation  noch 
nicht  erreicht  ist,  darf  kein  Strom  in  die  Elektrodenplatte  eintasten, 
da  sonst  die  Polarisation  noch  steigen  würde  und  der  Vorgang  eben 
noch  nicht  stationär  wäre. 

Diese  Bedingungen  sollen  jetzt  in  einem  speziellen  Falle  fo^ 
muliert  werden. 


1)  B.  Riemann,  Werke  S.  55. 

2)  H.  Weber,  Grelles  Journal  Bd.  75,  1872. 
8)  NuoYO  Cimento  vol.  X. 

4)  Atti  della  R.  Accademia  dl  Torino  vol.  XYm,  1882/88. 
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Auf  einer  unendlichen  Metallplatte,  deren  obere  Grenze  die  xy- 
Ebene  sein  möge,  befinde  sich  eine  Salzlösung  Ton  unendlicher 
Höhe.  Aus  einer  punktförmigen  Elektrode,  welche  im  Abstand  c 
Ton  der  Platte  sich  befindet,  trete  der  konstant  gehaltene  Strom  j 
aus.  Auf  der  Platte  bildet  sich  dann  ein  Kreis  vom  Radius  a, 
in  dessen  Innern  die  Polarisation  ihren  Maximalwert  —  E  erreicht 
hat  Bezeichnet  9  das  Potential,  so  muß  außerhalb  des  Kreises 
Zfpjdsi^Q  sein. 

Im  unendlichen  enden  keine  Stromlinien,  sondern  alle  Ton 
der  Elektrode  ausgehenden  Stromlinien  münden  auf  der  Platte  in 
einem  Kreise  vom  Radius  a,  d  h.  im  unendlichen  yerschwindet  q> 
wie  1/iJ« 

Es  ergibt  sich  also  folgende  Formulierung  des  Problems: 

(1)  ^9  =  0        für  jsr  >  0, 

(2)  9  =  ^Jin  +  *^^*-  <^^*-        ^  Pi } 

(3)  9  =  -  -E        für  £(  =  0  und  r  <  a, 

(4)  dg>/dz  =  0  für  je?  =  0  und  r  >  a, 

(5)  JB^g)  =  0  im  Unendlichen. 

Diese  Aufgabe  kann  durch  eine  etwas  andere  ersetzt  werden,  bei 
der  die  Flüssigkeit  den  ganzen  unendlichen  Raum  erfüllt.  Im  Punkte 
p,  (vgl.  Fig.  1)  fügen  wir  eine  punktförmige  Elektrode  von  derselben 
Stromstarke  j  hinzu  und  bestimmen  q>  so,  daß  im  ganzen  Räume: 

(la)  ^9  =  0, 

(2a)  9  =  i^^  +  ftuict.  cont        in  p^, 

(3a)  9)  =  —  £        farier  =  0  und  r  <:ia, 

(5  a)  üqp  =  0  im  Unendlichen. 

(4)  wird  aus  Symmetriegründen  von  selbst  erfüllt.  Für  positive  z 
stimmt  diese  Lösung  mit  der  durch  die  ursprüngliche  Aufgabe  ge- 
forderten Funktion  überein. 

Das  Problem  ist  mathematisch  identisch  mit  folgendem  elektrosta- 
tischen: Das  Potential  ist  zu  bestimmen,  wenn  in  den  Punkten  p^  und 

A  je  die  elektrische  Menge  e  »  ~-j  und  auf  einer  Kreisscheibe  vom 
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Radius  a,  zu  welcher  p^  und  p^  symmetrisch  li^en,  die  Menge  —  2e 
sich  befindet 

In  unserem  Falle  ist  E  gegeben,  und  daraus  bestimmt  sich  der 
unbekannte  Radius  a.^) 

Wir  losen  die  elektrostatische  Aufgabe  fOr  ein  yerlangertes  Botation»- 
ellipsoid,  gehen  dann  zum  abgeplatteten  über  und  fassen  die  Ereisscheibe 
als  Grenzfall  des  abgeplatteten  Rotationsellipsoids  auf. 

Durch  folgende  Substitutionen  fahren  wir  krummlinige  Koordi- 
naten ein: 

a;  =  üYq*  —  1  ]/1  —  fi'cosqp; 


(6)  y  »  aY^'^^  l/T-V  sin  9, 
z  »  aQ.ii. 

Die  FULchen  q  »  const.  sind  eine  Schar  konfokaler  yerlangerter 
Rotationsellipsoide  mit  der  Exzentrizität  a,  die  Flachen  (i  »  const.  sind 
die  hieizu  orthogonale  Schar  konfokaler  Rotationshyperboloide.  Die 
Oberfläche  des  gegebenen  Ellipsoids  sei  durch  den  Parameter  ^==9« 
gegeben. 

Wir  setzen 

(7)  9  =  9i  +  % 
und 

(8)  'p^-^+i' 

also  wird  durch  Entwickelung  nach  Eugelfunktionen: 

(9)  9i  =  J2^P.(p)«.(ft)P.W[P.U)  +  P«(-l)l  fcKP. 

WO  P^(x)   die  Kugelfunktion   erster  Art   und  n.  Ordnung^   Q^{x)  die 
Kugelfunktion  2.  Art  und  n.  Ordnung  bedeutet*) 
Nun  ist  aber*): 

(10)  "^  ^ 
P,(-l)  =  (-l)-, 

1)  Wegen  des  Vorigen,  insbesondere  wegen  der  Formulierang  des  Problems, 
siehe  H.  Weber,  Die  part.  DifFerentialgl.  der  math.  Phys.  Bd.  1,  §  180,  1900. 

2)  of.  z.  B.  C.  Neumann,  Yorles.  über  die  Theorie  des  Pot.  n.  d.  Eugelfimci 
Kap.  XIV  S.  341,  1887. 

8)  cf.  z.  B.  C.  Neumann,  ibid.    Kap.  11  S.  82. 
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also  wird: 

(11)  9,  -  i^  (41'  +  1)  P„(p)  P,»  ft  ,(?i)     ^9<9v 

Wegen  (la)  und  (7)  muß  9,  folgende  Form  haben: 

(12)  <p,  -  12(2«  +  1)A«.(p)P.(m)- 

Ans  der  Bedingung,  daß  9>  ^  9>i  +  9>s  fO^  Q  '^  Qo  konstant  sein 
soll,  ergibt  sich,  daß  der  Koeffizient  von  P^(ß)  in  der  Reihe  für  9  ver- 
schwinden muß,  d.  L  für  alle  ungeraden  n  ist 

Ä,-0, 
und  es  ist 

(13)  J,, ^-^^j^j—      für  i.«l,2,3,  ...  CO 

Aus  der  Angabe,  daß  die  ElektrizilStsmenge  auf  dem  EUipsoid 
—  2e  sein  soll,  ergibt  sich 

(14)  A 1 

mit  Hilfe  der  Formel 

eo(p)=igf^, 

welche  sich  als  Spezialfall  aus  dem  Neumannschen  Integral 


Ö«(P) 


^   TPn{u)dn 
J     9  —  ^ 


ergibt,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  Po(ti)  »  1  ist» 
Also  ist 

(15)  9.=-\±{^v^  1) ''"g;;^;;^"^  qm fi»  -  ^ g,(c)- 

Gehen  wir  zum  abgeplatteten  Rotationsellipsoid  über,  so  haben 
wir  zu  ersetzen  a  durch  —  und  (»  durch  itf,  denn  die  Substitutions- 
gleichungen lauten  für  dieses 


X  =-  d^6^  +  1  yi  —  ft*  cos  9, 


(16)  y  =  ay^M- 1  /r=V  sin  9, 
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und  es  wird 

(15a)  „,  =. - 'i^^i^v+1) ^'-^^y-^ Q».MPM-'im 

Um  den  Wert  von  g),  zu  erhalten  ffir  den  Fall,  daß  das  EUipsoid 
in  eine  Ereisscheibe  übergeht^  muß  man  ö^^^O  werden  lassezL 
Nun  ist  aber: 

and 

So  ergibt  sich 

oder 

oder  da  ^^  /.  \      « 

^Qo{t6)  =  2arcctg<f, 

wo  arcctgif  <—  ist*), 

(19)  9,  =  ^2'(*''  +  1)  ««'(**^)  «*'(**^) ^«'(^)  -  T"*'^* 

H arcctgtfarcctgtfj. 

Lassen  wir  in  Formel  (19)  die  Punkte  ft  und  j),  ins  Unendliche 
rücken  und  setzen  wir  —  2e  =  Jlf,  so  erhalten  wir  das  Potential  einer 
mit  der  Elektrizitatsmenge  M  geladenen  Kreisscheibe. 

Da  in  diesem  Falle  9^  =»  0  wird,  so  haben  wir 

(20)  9  =  —  arc  ctg  tf. 


Nun  ist  aber  nach  (16) 


(16)  r-ay^l>/l-^», 


1)  cf.  z.  B.  E.  Heine,  Theorie  der  Kugelfimktionen,  2.  Aufl.  1878,  Bd.  1  S.  1- 

2)  cf.  z.  B.  B.  Heine,  ibid.  S.  183.  (Wir  haben  mit  Neumann  die  FunktioD 
Q  definiert;  dieselbe  ist  doppelt  so  groß  als  die  Ton  Heine  mit  Q  bezeiclm^ 
Funktion,  also  ändern  sich  alle  aus  Heine  entnommenen  Formeln  dementspiecbe^i 

3)  cf.  z.  B.  E.  Heine,  ibid.  S.  162. 
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Daraus  ergibt  sich: 


wo  beide  Wurzeln  mit  dem  positiven  Zeichen  verstanden  sind. 
Also  ist 

(22)    y-^arcctgK     \,.        +]/(    %,,      )+^<V2' 
Für  jsr  «  0.  wird 


(23)  y  =  _arcctgy-2;^±-2^, 

wo  das  obere  resp.  nntere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  r^a  ist;  es  ist  also 


(24)  9  « — arcctg^^ =  — arcsin-     für  r>a, 

(25)  9>  =  ?|  für  r<a. 

Somit  ist  der  von  H.  Web  er  ^)  gefundene  Ausdruck  ffir  das  Potential 


OD 

M  C  __,8iii«a  -r  /     \j 


wo  Jq  die  Besselsche  Funktion  0-ter  Ordnung  und  erster  Art  bedeutet^ 
auf  die  Formel  (22)  zurückgeführt^  d.  h.  auf  keine  höhere  Transszendente 
als  den  arcctg,  sodaB  die  numerische  Berechnung  des  Potentials  sich 
sehr  einfjEUsh  bewerkstelligen  laßt. 

um  im  allgemeinen  Fall;  wo  p^  und  p^  im  Endlichen  liegen,  nicht 
zu  komplizierte  Formeln  zu  bekommen,  wollen  wir  das  Potential  nur 
fElr  die  xy-Ebene  berechnen,  da  nur  dieses  für  unser  ursprüngliches 
Problem  von  Interesse  ist. 

Wir  haben  also  fi  =  0  zu  setzen. 

Für  Qi^^id)  führen  wir  das  Neumannsche  Integral  in  folgender 
Form  ein*): 


e>M-/^'^'. 


1)  H.  Weber,  Partielle  Differentialgleichungen  Bd.  1.    S.  329.    1900. 

2)  cf.  z.  B.  E.  Heine,  ibid.  S.  141. 


304  Bin  Beitrag  zur  Theorie  der  Nobilischen  Farbenringe. 

dAnn  wird: 

A  AD 


(26) 


—i  »=0  ^  ' 


—  —  arc  ctg  <f  +  —  arc  ctg  <f  arc  ctg  (fj. 


Nennen  wir  den  Abstand  des  Pnnktes  mit  den  Koordinaten  6  =  v\ 
(1=^0  vom  Punkte  p^  oder  p^  R,  so  ist 

i|(^' + ')  «..c".)i'..c-«)'i^  -  J  -  ^- 

wenn   (»   den  Abstand   des  Pnnktes   6  =^v]  fi  =  0   yom  Eoordinateii- 
nrsprong  bedeutet. 
Also  wird: 

+•• 

(27)  ©,  —  —  I := arcctgir  H arcctgefarcctgtf.. 

— < 

Nun  ist  aber  nach  (16) 

(28)  <^  =  V^. 

*        a ' 

wenn  r  den  Abstand  des  Punktes  (f;  fi »  0  yom  Koordinatenursprong 
bedeutet;  also 


(29) 


cp«  =  —  I , arcotg^^ 


— f 


,    4e  .    T/r*  —  a«  .     c 

H arcctg^^ arcctg-- 

an  ^        a  ^  a 

Durch  Ausfahrung  der  Quadratur  und  Addition  von  q>^  erhalten  wir: 

w  =»   , , arc  ctg  —  1/  Ti — i ttrcctff^— - — 

(30)  ^ 

+  — arc  Ctg  L__  arcctg-. 
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Es  laßt  sich  leicht  zeigen,  daß  Formel  (30),  die  nur  abgeleitet  ist 
für  tf  <,6^,  auch  fUr  6>  6^  gilt,  also  in  der  ganzen  o^^Ebene  besteht. 

um  das  Potential  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  a  zu  er- 
halten, setzen  wir  r  =^  a]  dann 
ergibt  sich: 


Fig.  2. 


(31)9o=-^(|-arcctg^). 


Für 

das 

Problem 

der 

Nobilischen 

Farbenringe 

ist 

9o  = 

=»-i;. 

also 

c  = 

-W 

J 

1 5.  Ol»/»  t*¥.€t 

1\ 

wo  arc  ctg  —  <  ö"  ^^^i  ^^®^ 


E 


^^arctg-, 


wo  arctg—  <  —  ist. 

Daraus  folgt  die  transzendente  Gleichung  zur  Bestimmung  von  a 


(32) 


—  =  ctff -. —  ,  WO  ; —  <  -^  ist 


betzen  wir  -, —  =  Xy  so  wird 


(33) 


r^r-X  ■■ 


ctgrc,  wo  0  <ic  <  ■ 


Es  handelt  sich  also  darum  (s.  Fig.  2),  den  Schnittpunkt  der  Geraden 


2«ij&c 


und  des  ersten  Astes  der  Kurve 


y=«ctgrc 

auf  der  Seite  der  positiven  x  zu  bestimmen.    Daraus  folgt,  daß  a  ein- 
deutig gegeben  ist. 


Z«itochrift  f.  Mathematik  u.  Phyiik.  49.  Band.  1903.  8.  n.  4.  Heft. 
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Über  ein  Nähenrngsverfahren  zur  Bestimmimg  der  wahr- 
schemliclisteii  Form  empirisch  ermittelter  KnrreiL 

Von  Franz  Bebgeb  in  Wien. 

Der  Ingenieur  und  insbesondere  der  Elektrotechniker  kommt 
häufig  in  die  Lage,  den  gesetzmäßigen  Verlauf  der  Ändenmg  einer 
Orofie  y  als  Funktion  einer  anderen  Größe  x^  also  die  Gleichimg 

graphisch  darstellen  zu  müssen  durch  Ermittelung  einzelner  Punkte 
nach  irgend  einem  Meßyer£ELhren  (Charakteristiken  yon  Mascilineii, 
magnetische  Untersuchung  Ton  Eisensorfcen  etc.).  Die  so  erhaltenen 
Eurren  haben  entweder  den  Zweck,  den  Verlauf  einer  Funktion  im 
allgemeinen  zu  zeigen,  oder  sie  sollen,  fiJls  der  mathematiscke 
Ausdruck  des  Gesetzes,  die  Gleichung  y  =  fipi:),  unbekamit  oder 
überhaupt  nicht  angebbar  ist,  die  Gleichung  selbst  ersetzen.  Man 
entnimmt  in  diesem  Falle  die  Größe  einer  Koordinate  f&r  eine 
gegebene  Größe  der  anderen  der  Kurve  durch  Abmessen  (graphische 
Interpolation). 

Dies  setzt  selbstverständlich  voraus,  daß  der  Kurvenzug  mit  solcker 
Genauigkeit  festgelegt  sei,  daß  der  durch  Abmessung  daraus  erhaltene 
Wert  qiit  keinem  größeren  Fehler  behaftet  sei,  als  mit  Rücksicht  auf 
den  praktischen  Zweck  noch  zulassig  ist.  Diese  Forderung  wird  nicht 
immer  leicht  zu  erfüllen  sein.  Zweck  des  nachfolgend  erläuterten 
Näherungsverfahrens  ist  es  nun,  diese  Au%ibe  zu  erleichtem  und  eine 
einfache  Methode  anzugeben,  nach  der  die  wahrscheinlich  richtigste 
Form  einer  aus  mehreren  (mit  unvermeidlichen  Fehlem  behafteten) 
Beobachtungen  gebildeten  Kurve  nahemngsweise  ermittelt  werden 
kaim.  Das  Ziehen  der  Kurven  geschieht  meist  mit  freier  Hand 
„nach  dem  Gefahl".  Dieses  (JefÜhl,  bei  dem  die  persönliche 
Gleichung  des  Beobachters  eine  große  Rolle  spielt,  soll  tonhchst 
durch  ein  mathematisches  Verfahren  ersetzt  oder  doch  unterstützt 
werden. 

Von  der  Anwendung  des  Verfahrens  sind  von  vornherein  anß- 
zuschließen: 
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1.  Statistische  Kurven,  bei  denen  es  darauf  ankommt,  ein  genaues 
Bild  des  Verlaufes  der  in  Betracht  kommenden  Ghroßen  (z.  B.  Strom- 
abgabestatistik  einer  Zentrale,  Warenumsatz  etc.)  zu  erhalten.  In 
diesem  Falle  kann  Ton  einer  ^^urve^'  im  eigentlichen  Sinn  des  Wortes 
nicht  die  Bede  sein.  Man  wird  die  den  Beobachtungen  (die  als  genau 
bekannte  Zahlen  yorUegen)  entsprechenden  Punkte  durch  Gerade  yer- 
binden  und  kann  die  so  erhaltene,  gebrochene  Linie  durch  Summierung 
der  Ordinaten  oder  die  von  ihr  und  der  Abscissenachse  gebildete  Flache 
beliebig  weiter  verwerten. 

Handelt  es  sich  jedoch  darum,  ein  allgemeines  Bild  des  Steigens 
oder  Fallens  der  betreffenden  Größe  (der  Stromabgabe,  des  Waren- 
umsatzes etc.)  zu  gewinnen,  dann  wird  das  Verfahren  mit  Vorteil  An- 
wendung finden. 

2.  In  manchen  Fällen  können  die  veränderlichen  Größen  leicht 
mit  solcher  Genauigkeit  festgehalten  werden,  d.  h.  die  Ordinaten  können 
in  beliebiger  Zahl  f£Lr  jede  gegebene  Abscisse  so  sicher  bestimmt 
werden,  daß  beim  Auftragen  der  gefundenen  Punkte  ein  Zweifel  über 
den  Verlauf  der  Kurve  gar  nicht  möglich  ist.  Man  braucht  in  diesem 
Falle  nur  die  aufeinander  folgenden  Punkte  durch  eine  elastische 
Linie  zu  verbinden,  tmi  die  gesuchte  Kurve  mit  genügender  Genauig- 
keit zu  erhalten«    In  diesem  Falle  ist  natürlich  ein  Naherungsverfiähren 


Dagegen  findet  das  Verfahren  Anwendung  in  den  Fallen,  in 
denen,  wie  in  Fig.  1,  ein  Kurvenzug  AB  bestimmt  werden  soll 
auf  Grund  der  durch  irgend  ein  Beobachtungsverfahren  (Skalen- 
ablesung, Wägung,  Langenmessung  etc.)  gewonnenen  Punkte  P^, 
P,,  P3,  ...  Der  Deutlichkeit  der  Darstellung  wegen  sind  in 
dieser  und  den  folgenden  Figuren  die  Fehler  übertrieben  groß  an- 
genommen. Es  sei  ÄM^M^  . . .  J?  der  theoretisch  richtige  Kurven- 
zug. Der  auf  Grund  der  Punkte  Pi  P|  ...  „nach  dem  Gef&hl''  kon- 
stmierte  Kurvenzug  wird  mit  diesem  nicht  genau  zusammenfallen.  Die 
richtigen  Ordinaten  sind  üf^  Qi,  M^Qi,  •  •  •  Die  abgelesenen  Werte 
^iQu  P%Q%f  •  •  sind  mit  den  Fehlem  P^M^  -  ^j,  P^M^  =  ^„  . . . 
bebAet 

Wir  setzen  voraus,  die  Ablesungen  seien  frei  von  „systematischen^ 
Fehlem  (herrührend  von  unrichtiger  Aufstellung  oder  von  Indexfehlem 
der  Meßinstrumente)  und  nur  mit  „zufälligen^  Fehlem  (unvermeidlichen 
Beobachtungsfehlem)  behaftet.  Erstere  lassen  sich  bei  entsprechender 
Sorgfalt  bei  Vornahme  der  Messungen  meist  vermeiden;  in  vielen 
Fallen  kann  man  auch  ihre  Große  direkt  oder  indirekt  ermitteln  und 
ftb  Korrektur  in  Rechnung  ziehen. 

20* 
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Das  charakteriBÜBche  Merkmal  der  znfaUigen  Fehler  ist,  daB  sie 
keinerlei  Bevorzugung  eines  Yorzeichens  (+  oder  — )  erkennen  lassen. 

Wir  dürfen  daher  Rtinftliniftn^  daß  von  n  Beobachtungen  -^  mit  positiYai 
und  —   mit  negativen  Fehlem   behaftet  sein  werden,   d.  k  daB  die 

Hälfte  der  gefundenen  Punkte  auf  der  einen  Seite,  die  andere  Hälfte 
auf  der  anderen  Seite  des  betrachteten  Eurvenastes  liegen  wird.  Durch 
ümkehrung  dieses  Satzes  findet  man  die  Regel,  daß  man  der  rkhtigtn 
Form  der  gesuchten  Kurve  dann  am  nächsten  kommen  towd^  also  die 
„wahrscheinlichste'^  Form  derselben  erhalt,  i€enn  man  die  Kurve  so 
sieht  j  daß  eu  beiden  Seiten  dersdben  gleich  vide  Punkte  liegen. 

Fig.  1. 


Die  absolute  Orö&e  der  einzelnen  Fehler  ^  ist  selbstveistandlich 
eine  verschiedene  und  in  ihrem  Auftakten  in  der  Reihenfolge  der  Be- 
obachtungen an  keinerlei  Gesetz  gebunden.  Dagegen  nimmt  die  Zahl 
der  Fehler  oder  richtiger,  die  Wahrscheinlichkeit  ihres  Auftretens  in 
dem  MaBe  ab,  ab  ihre  absolute  Größe  zunimmt,  so  zwar,  daB  die  Zahl 
der  Fehler  eines  gegebenen  Intervalls  (etwa  0  —  0  •  1  in  irgend  einem 
Maßstabe)  in  unmittelbarer  Nähe  des  wahren  Wertes  y  (also  zwischen 
0  und  0  •  1)  größer  sein  wird  als  die  Zahl  der  Fehler  desselben  Inter- 
valls in  größerer  Entfernung  vom  Werte  y  (z.  B.  zwischen  0  •  7  und 
0  •  8).  Mit  anderen  Worten,  kleine  Fehler  werden  relativ  häufiger, 
größere  relativ  seltener  auftreten.  Der  Zusammenhang  zwischen  der 
absoluten  Größe  der  Fehler  und  der  Wahrscheinlichkeit  ihres  Auf- 
tretens (ihrer  relativen  Häufigkeit)  bei  einer  Beobachtungsreihe  ist  ein 
vollkommen  gesetzmäßiger.     Dieses  Gesetz   (das  Laplacesche  Gesetz 
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der  zufäUigen  Felder)^)  tritt  um  so  schärfer  zn  Tage,  je  großer 
die  Zahl  der  yorliegenden  Beobachtungen  ist.  Der  mathematische 
Aosdrack  dieses  Gesetzes  lautet: 


(1) 


ae- 


ik»*» 


wobei  a  und  h  Eonstanten  sind,  die  f&r  jede  Beobachtungsreihe  be- 
sonders bestimmt  werden  müssen.  6  =  2-  718  . . .  um  ein  Bild  des 
Verlaufes  der  durch  obige  Gleichung  dargestellten  Kurve  zu  erhalten, 
tragen  wir  als  Abscissen  Strecken  auf,  die  den  gewählten  Fehlerinter- 
vallen (etwa  0  —  0-1,  0  •  1  —  0  •  2, . . .)  entsprechen  (Fig.  2),  wobei 
wir  sinngemäß  die  +  Fehler  nach  rechts,  die  —  nach  links  auftragen. 
Über  jedem  einzelnen  Intervall  als  Basis  konstruieren  wir  nun  ein 
Rechteck,  dessen  Inhalt  gleich  ist  der  Zahl  der  Fehler,  die  in  das  ge- 
wählte bitervaU   fidlen   (xr^,  0,,  . . .   Zahlen   der  +  Fehler;  z[,  «i, . . . 


Zahlen  der  —  Fehler).  Liegt  eine  genügende  Zahl  von  Beobachtungen 
vor  und  hat  man  das  Fehlerintervall  entsprechend  klein  gewählt,  so 
kann  man  die  aufeinander  folgenden  Rechtecke  durch  eine  Kurve  ABC 
ersetzen,  wobei  natürlich  die  Summe  der  außerhalb  der  Kurve  fallenden 
Flachenstücke  gleich  der  der  innerhalb  liegenden  sein  muß.  Die  von 
der  Kurve  und  der  Abscissenachse  eingeschlossene  Fläche  ABCXOX' 
entspricht  somit  der  Gesamtzahl  der  Fehler.    Bei  n  Beobachtungen  also: 


(2) 


^1  +  ^2  + 


"T"  ^*  ~  i"  ^ 


(3) 


e[  +  Zt  +  '-  +  ßk-^^. 


Wie  vielfache  Vergleiche  ergeben,  entspricht  das  Gesetz  sehr  gut  den 
tatsachlichen  YerMltnissen.  Die  Übereinstimmung  ist  eine  um  so 
bessere,  je  großer  die  Zahl  der  gemachten  Beobachtungen  ist. 


1)  Laplace:  Th^rie  analytique  des  probabilit^s.   Paris. 


310  ^^>^  eüi  Nfthemngsrerfifthien  etc. 

Aus  diesem  Gesetze  können  wir  nnn  für  unseren  Zweck  den 
Schlnfi  ziehen  y  daß  die  Zahl  der  +  Fehler  eines  Intervalls  annähend 
gleich  ist  der  Zahl  der  —  Fehler  desselben  IntervaUs  und  daß  die 
algebraische  Summe  aller  Fehler  annähemd  Nuü  sein  nnd  sich  der  Nnll 
nm  so  mehr  nahem  wird,  je  großer  die  Zahl  der  Beobachtungen  ist 

Bezeichnen  wir  den  mittleren  Fehler  eines  Interyalls  mit  d^,  d^,... 
bezw.  —  8^,  ~~  's9  •  •  'f  80  üt  demnach  mit  wachsendem  n: 

(4)  01*1  +  jj,  J,  +  . . .  +  g^dj,  -  (z[di  +  xri*i  +  . . .  +  /jtdi)  =  0 

oder 

(5)  llm^«rf  =  0, 

wobei: 

XTi  =  01,        08  "s  j^i  . . . 

nnd 

dl  =  Ji,      dj  =  dj  . . . 
wird. 

Auf  das  Beispiel  Fig.  1  angewendet,  ergibt  dies,  daß  wir  die  an- 
nähernd zutreffende  Annahme  machen  dürfen,  daß 

(6)  ^^  +  ^,  +  . . .  +  ^^  ^2^  «  0. 

Wir  wollen  uns  nun  vorstellen,  jeder  Punkt  P^,  P,, . . .,  P,  «i 
mit  einem  beliebigen,  aber  für  alle  Punkte  gleichen  Gewicht  g  behaftet 
Dieses  „Gewicht'^,  das  wir  vieUeicht  „graphisches  Gewicht^  benennen 
wollen,  sei  durch  einen  Kreis  von  beliebigem  Flacheninhalt  (um  jeden 
einzelnen  Punkt  als  Mittelpunkt  beschrieben)  dargestellt  (Fig.  3).  Wir 
benutzen  hierzu  die  Punkte  des  Beispiels  Fig.  1.  um  nun  Puikte  zu 
erhalten,  die  der  wahren  Kurve  AB  naher  liegen,  vereinigen  wir  je 
zwei  benachbarte  Punkte  zu  einem  einzigen,  indem  wir  den  Schwerpimli 
je  zweier  benachbarter,  starr  verbunden  gedachter  Punkte  bestimmen. 
Er  liegt  im  Halbierungspunkte  der  Verbindungslinie  der  beiden. 

Wir  verbinden  also  alle  Punkte  der  Reihe  nach  durch  Gerade  and 
erhalten  die  gebrochene  Linie  P^P, . . .  P,.  Hierauf  halbieren  wir  die 
Strecken  PiP^y  A-P»;  •  •  •>  A^7  ^^^  erhalten  die  Schwerpunkte 
Pif  Pif  .  •  •;  Pe- 

Wie  aus  Fig.  3  hervorgeht,  liegen  diese  Punkte  der  wahren 
Kurvenform  bereits  ziemlich  nahe;  sie  liegen  alle  der  Kurve  AB  nakr 
als  die  Punkte  PiP^ . . .  P7.  In  vielen  Fallen  kann  diese  erste  An- 
näherung bereits  genügen,  um  durch  die  gefundenen  Punkte  PtPi  -  •  ^ 
eine  Kurve  zu  legen,  deren  Form  vom  „Gefühl"  nicht  mehr  sonderiich 
beeinflußt  werden  kann.  Genügt  die  erste  Aunahemng  nicht,  dann 
kann  man  das  Verfahren  auf  diese  Punkte  nochmals  anwenden  (Ziehen 


Von  Franz  Berobb. 
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und  Halbieren  der  Strecken  PiPi,  PiPi,  . . .,  PsPS)  nnd  erhält  die 
Schwerpunkte  Pi'Pi' . . .  P5'.  Wie  man  sofort  erkennt,  sinkt  die  Zahl 
der  erhaltenen  Punkte  nach  jedesmaliger  Anwendung  des  Verfahrens 
um  1.  Bei  n  gegebenen  Punkten  wird  daher  das  Verfahren  im  Maximxmi 
(n  —  l)mal  angewendet  werden  können.  Führt  man  dies  bei  dem 
vorliegenden  Beispiel  durch,  so  würde  man  finden,  daß  der  durch  die 
letzte  Annäherung  gefundene  Punkt  PJ^  keineswegs  der  wahren  Kurve 
am  nächsten  liegt,  wie  anzunehmen  gewesen  wäre.  Daß  dies  nach 
dem  bisher  Gesagten  auch  gar  nicht  der  Fall  zu  sein  braucht,  geht 
schon  daraus  hervor,  daß  man  ja  nicht  wissen  kann,  tvie  groß  die  An- 
näherung ist,  die  man  bereits  nach  der  ersten  Anwendung  des  Ver- 
fahirens  erzielte.    Dazu  bedürfte  es  der  Kenntnis  der  absoluten  Qröße 

ng.8. 


A  6  &  6  o  0 


und  Richtung  jedes  einzelnen  Fehlers  und  der  wahren  Form  der  Kurve, 
was  nach  unserer  Voraussetzung  ausgeschlossen  ist.  Dafür,  toie  oft  das 
VerÜEihren  anzuwenden  ist,  kann  keine  Begel  angegeben  werden,  das 
richtet  sich  nach  dem  jeweilig  vorliegenden  Fall.  Als  Richtschnur  kann 
nur  dienen,  daß  man  das  günstigste  Resultat  wahrscheinlich  dann  er- 
zielt hat,  wenn  sich  durch  die  gefundenen  Punkte  eine  mehr  oder 
weniger  „elastische  Linie''  legen  läßt,  was  durch  die  gegebenen  Punkte 
nicht  geschehen  konnte.  In  den  weitaus  meisten  Fällen  wird  eine  oder 
höchstens  zwei  „Annäherungen''  genügen.  Dann  ist  auch  die  An- 
wendung des  Verfahrens  wegen  seiner  Einfachheit  fOr  den  Praktiker 
von  Wert  und  zu  empfehlen.  Öfteres  Anwenden  macht  die  Sache 
immer  unübersichtlicher  und  praktisch  wertlos.  Insbesondere  an  flachen 
Kurvenstellen  werden  die  neuen  Punkte  den  alten  so  nahe  fallen,  daß 
weiteres  „Annähern"  zwecklos  wäre. 
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Anknüpfend  an  die  Bemerkung^  daß  wir  das  „Gewicht^  eines 
Punktes  (P^^  Pj^  . . .)  durch  die  Flache  eines  Kreises  darstellen  wollen, 
können  wir  nun  das  Gewicht  der  in  erster  Annäherung  gefundenen 
Punkte  (Piy  Pi,  .  . .)  als  graphische  Schwerpunkte  je  zweier  gegebener 
Punkte  durch  je  eine  doppelt  so  groBe  Ejreisfläche  darstellen;  die 
Punkte  der  zweiten  Annäherung  (Pi',  Pi\  . . .)  durch  eine  yiermal  so 
groBe  Ejreisfläche  u.  s.  w.  Wenn  wir  im  Sinne  des  oben  Gesagten  mit 
der  „Annäherung*^  nicht  über  ein  yemünfldges,  durch  den  jeweiligen 
Fall  bestimmtes  MaB  hinausgehen,  können  wir  damit  die  Vor- 
stellung verbinden,  die  Größe  der  Kreisfläche  stelle  das  „Gewicht^  des 
Pimktes  als  Maß  der  Einflußnahme  auf  die  Form  der  Kurve  dar. 
Diese  Anschauungsweise  darf  selbstverständlich  sireng  genommen 
nur  auf  die  ersten  Annäherungen  ausgedehnt  werden,  da  alle  ge- 
fundenen Schwerpunkte  von  sämtlichen  benutzten  Einzelpnnkten 
beeinflußt  sind. 

Der  Beweis^  daß  durch  das  beschriebene  Ver&hren  tatächlich 
eine  genauere  Bestimmung  der  wahren  Kurvenform  möglich  ist, 
kann  aus  den  wiederholt  angeführten  Gründen  nicht  mathematisch 
erbracht  werden.  Wir  wollen  ihn  durch  folgende  Überlegungen 
ersetzen: 

1.  Gesetzt,  zwei  benachbarte  Punkte  P^  und  P,  lägen  auf  Ter* 
schiedenen  Seiten  der  (unbekannten)  Kurve.  Der  Fehler  des  Halbierungs- 
punktes Pi  der  Verbindungslinie  FiTi 
(Fig.  4)  wird  annähernd  (w^en  der 
unbekannten  Krümmung  des  Eorren- 
stückes  zwischen  den  Abscissen)  gleich 
der  Differenz  der  Fehler  der  gegebenen 
Punkte  sein.  Ist  die  Krümmung  des 
Kurvenstückes  M^M^  eine  so  groBe, 
daß  diese  Annahme  unzulässig  wird, 
dann  reichen  die  Punkte  P^P^  zur 
Bestimmung  der  Kurvenfonn  über- 
haupt nicht  auS;  und  es  müssen 
weitere   Punkte   zwischen  P^  und  Pj 

bestimmt  werden,  soll  die  Kurve  noch  praktischen  Wert  besitzen  und 
nicht  durch  bloßes  Schätzen  gefunden  sein. 

2.  Liegen  zwei  benachbarte  Punkte  auf  derselben  Kurvenseite,  so 
wird  der  Fehler  des  gefundenen  Näherungspunktes  Pi  annähernd  gleich 
sein  dem  arithmetischen  Mittel  der  Fehler  der  Punkte  P|  und  P,. 

a.  Liegen  die  Punkte  auf  der  konvexen  Seite  der  Kurve,  dann  ist 
der  Fehler  kleiner  (Fig.  5), 


Fig.  4. 


Von  Fbuts  Bbbobr. 
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b.  liegen  sie  auf  der  konkayen  Seite  der  Enrve^  dann  ist  der 
Fehler  größer  ab  das  arithmetische  Mittel  (Fig.  6).  Dieser  Fall  ist 
der  ungünstigste  fOr  das  Naherungsyerfahren^  da  letzteres  den  Fehler 
zu  yergroBem  strebt.  Er  wird  jedoch  teilweise  ausgeglichen  durch  die 
nach  dem  Laplaceschen  Gesetze  zu  erwartenden  Punkte^  die  auf  der 


Flg.  5. 


Fig.  6. 


Fig.  7. 


anderen  Kuryenseite  liegen.  Das  Maß  der  Krümmung  des  Euryen- 
stückes  M^M^  entscheidet  wieder  daf&r^  ob  die  Punkte  zur  einwand- 
freien Konstruktion  der  Kuryenform  überhaupt  ausreichen. 

Das  beschriebene  Verfahren  setzt  uns  femer  in  den  Stand,  folgendem 
Umstand  Rechnung  zu  tragen:  Gesetzt  den  Fall,  wir  hatten  Gh-und  zur 
Annahme,  bei  der  Bestimmung  eines 
Punktes  P  wäre  aus  irgend  einer 
Ursache  ein  Fehler  unterlaufen,  der 
großer  ist  als  der  durchschnittliche 
Fehler  der  übrigen  Punkte.  Man  wird 
dies  auch  daraus  erkennen,  daß  der 
Punkt  P  im  Vergleich  zu  den  anderen 
Punkten  auffallend  weit  y  on  der  Kurye 
abliegen  wird  (Fig.  7).  Diesen  Punkt 
können  wir  zur  Konstruktion  der 
Kurye  unter  der  Bedingung  heran- 
ziehen, daß  wir  seine  T^linfliiBmihnift 
auf  die  Kuryenform,  sein  „graphisches 

(xewicht^^,  entsprechend  herabsetzen.  Hierzu  müssen  wir  eine  zahlenmäßige 
Annahme  treffen.  Wir  wollen  als  einfaches  Beispiel  annehmen,  sein 
„Gewicht^^  sei  blos  y,  yon  dem  der  beiden  Nachbarpunkte.  Dann  liegt  der 
graphische  Schwerpunkt  der  Strecke  P^P  in  Pi,  der  der  Strecke  PP^ 
in  P'.  Wir  haben  somit  nach  der  ersten  Annäherung  mit  den  Punkten 
Po  und  P'  zu  rechnen  und  sind  der  wahren  Kuryenform  näher  ge- 
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kommen.  Es  yersieht  sich  yon  selbst,  daß  diese  Art  der  Fehler- 
bewertang  ihrer  Unsicherheit  wegen  nur  selten  in  Anwendung  kommen 
kann  und  nach  Tonlichkeit  yermieden  werden  wird.  Als  Konsequenz 
des  allgemeinen  Verfahrens  der  Bestimmung  „graphischer  Schwerpunkte^ 
bietet  sie  immerhin  Interesse. 

Zum  Schlüsse  sei  noch  bemerkt,  daß  der  Einfluß  des  Fehlers  eines 
Punktes  auf  die  richtige  Eurvenform  nicht  an  allen  Stellen  einer  Emre 
derselbe  ist,  sondern  von  der  Neigung  der  Eurre  gegen  die  Eoordinaten- 
achsen   abhangt.     Hatten    wir   beispielsweise    (Fig.  8)    an  Stelle  des 


richtigen  Punktes  üf^  den  mit  dem  Fehler  ^  behafteten  Punkt  P^  ge- 
funden und  benutzt^  so  wäre  die  Eurve  an  der  betreffenden  Stelle  um 

^'  =^ .  cos« 

fidsch  gegen  die  richtige  Eunre  A3^  abo  um  einen  Betrag;  der  an- 
bedingt kleiner  ist  als  der  absolute  Fehler  des  Punktes  Pj.  a  ist  je- 
doch der  Neigungswinkel  der  Tangente  an  die  Eurve  in  JT^.  Der  be- 
gangene Fehler  ist  daher  proportional  dem  cos  des  Neigungswiokelfl 
der  Eurve  zur  rc-Achse  an  der  betrachteten  Stelle.  Er  liegt  zwischen 
den  Gfrenzen  0  und  A  (dem  absoluten  Fehler  des  beobachteten  Punktes). 
Bei  üf,  bezw.  Ps  liegen  die  Verhältnisse  analoge  wie  aus  der  Fig.  8  zu 
ersehen.  Bei  M^  ist  der  Fehler  ein  Maximum  (=»  Ä),  Her  Emfkß 
der  BeobaditungsfeMer  auf  die  Kurve  ist  daher  um  so  größer,  je  geringer 
die  Neigung  der  Kurve  zur  Äbscisseiuuihse  ist  und  um  so  kleiner,  je  großer 
diese  Neigung  ist 


Für  die  graphische  Darstellung  von  Beobachtungsreihen^  die  nar 
mit  zufälligen  Fehlem  behaftet  sind,  haben  wir  folgende  Anhaltspuntte 
zur  Ermittelung  der  wahrscheinlich  richtigen  Eurvenform: 
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1.  Auf  jeder  Seite  der  richtigen  Kurve  werden  annähernd  gleich 
viele  Beobachtungspunkte  liegen. 

2.  Die  algebraische  Summe  aller  Beobachtungsfehler  wird  annähernd 
=  0  sein. 

3.  Aus  den  Beobachtungspunkten  lassen  sich  durch  Bestimmung 
der  „graphischen  Schwerpunkte^'  nach  dem  oben  beschriebenen  Ver- 
fahren Punkte  finden,  die  der  richtigen  Kurve  näher  liegen  als  die 
g^benen  Punkte. 


Über  die  Kreiselbewegimg  an  der  Erdoberfläche. 

Von  Oluf  Ksagh  in  Nyköbing-Falster  (Dänemark). 

In  meiner  Dissertation^)  habe  ich  gezeigt,  daB  die  Eulerschen 
Koordinaten  der  Pendelachse  durch  elliptische  Funktionen  zweiter  Art 
und  ihre  Differentialquotienten  ausgedrückt  werden  können,  auch  wenn 
man  die  erste  Potenz  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  mit  in 
Rechnung  nimmt,  vorausgesetzt,  daß  die  Trägheitsmomente  bezüglich 
zweier  auf  einander  und  auf  der  Pendelachse  senkrechter  Achsen  durch 
den  Aufhangepunkt  des  Pendels  von  gleicher  GröBe  sind. 

In  dieser  Abhandlung  soll  gezeigt  werden,  daß  dieses  Ergebnis 
seine  Gültigkeit  behält,  auch  wenn  das  Pendel  am  Anfang  der  Be- 
wegung eine  Drehung  um  die  Achse  erhält,  also  auch  für  die  Bewegung 
eines  schweren  symmetrischen  Kreisels.  Daß  die  Bewegungsgleichungen 
des  Kreisels  durch  elliptische  Funktionen  zweiter  Art  ausgedrückt  werden 
können,  wenn  man  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  nicht  ins  Auge 
faßty  ist  seit  lange  wohl  bekannt. 

Während  dieser  Untersuchung  werden  wir  die  kanonische  Form 
der  Differentialgleichungen  der  relativen  Bewegung  benutzen,  die  zuerst 
von  Bour*)  gegeben  worden  ist 

Dieses  Gleichungssystem  ist,  wie  bekannt: 

dqk_       dH       dPk       dH  ,*     ,  •        . 


wo 


A  =  ^,    und    H^ir+jr+ö-T. 


1)  Stadier  over  FendnlbeTaegelBen,  Köbenhavn  1902. 

S)  Journal  de  maih.  poze  et  appl.,  2^^*  ser.  t.  Vm.  pag.  1—61. 
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T  ist  die  lebendige  Kraft  der  relatiyen  Bewegung^  T^  die  der  absolaien, 
demnach 

-=ä|-.[(S)'+r5)'+Q)i. 


WO 


Uj  ßy  f  sind  die  Komponenten  der  augenblicklichen  Drehung  nach 
den  bew^lichen  Achsen,  ü  ist  das  Potential  der  äuBeren  Kiifte. 
Femer  ist 

■  n  n 

1  1  1 

{Uf  Vy  w  die  Komponenten  der  Beschlennigong  des  Anfangspunktes 
nach  den  beweglichen  Achsen),  nnd 

n 


Ermittelung  der  Funktionen  7^,  G,  ^7+  f  und  H. 

Der  ünterstützungspunkt    des   Kreisels    wird    mit  Ä  bezeichnet, 

AB  ist  die  Achse  des  Kreisels^  ÄP  und  ÄQ  sind  zwei  auf  einander 

senkrechte  Geraden  durch  Ay  die  senkrecht  auf  der  Achse  stehen.  Die 

Triigheitsmomente  in  Bezug  auf  diese  Koordinatenachsen  werden  mit 

/jr»  «Tp,  Jq  bezeichnet    Jp  und  Jq  sind  einander  gleich.    Außer  dieflem 

Koordinatensystem  fOhren  wir  noch  ein  anderes  J.  —  M  N  P  ein.  APi^ 

^  —  positiv  nach   unten  —  gerichtete  Lotlinie  des  Unterstüteungs- 

.j^Q^les,  die  der  M  ist  positiv  nach  Süden,  die  der  N  positiv  naci 

Veaw  gerichtet 

Z^  Ebene  [ÄPQ]  schneidet  die  Ebene  [^MN]  in  einer  Geraden, 

^iMtive  Richtung  Fso  bestimmt  ist,  daB  (iJir)  =  +  |  {Bi  i»**^ 

-ti.  ILn^tamg  der  Projektion  von  AR  auf  die  Ebene  [ilMN]). 
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Wir  fökren  nun  die  drei  Eulerschen  Winkel  (UP)  =  6,  {rF)='(py 
(Füf )  =>  ^  ein.  Bedeuten  p,  q,  r  die  Komponenten  der  augenblick- 
lichen Drehung  nach  den  Achsen  AP,  ÄQ,  AR,  so  ist^  wie  bekannt: 

1?  =  cos  9>  •  6'  +  sin  ö  sin  9  •  ^' 

(1)  g  =  —  sin  9>  •  6'  +  sin  6  cos  9>  •  ^' 
r  ==  q>'  +  coH  6  'il;\ 

Führt  man  in  den  Ausdruck 

diese  Werte  ein,  dann  erhält  man 

(2)  T-  I .  [Jp  .  («'« +  sin^e  .  ^'«)  +  Mfp'  +  cose  .  ^OT. 

Werden  nun  die  Koordinaten  eines  willkürlichen  Punktes  im 
Systeme  J.  — MNP  durch  (x,  y,  e)  bezeichnet,  dann  ist 

ff  -  T  /[(yy  -  ß^y  +  («^  -  Y^y  +  {ßx-  ayy\dm, 

die  Integration  über  den  ganzen  Kreisel  erstreckt.    Hier  ist 
a»ncosil,    ß=^Of    y=»nsinA. 

k  ist  die  geographische  Breite  des  Ortes,    n  ist  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Erde.     Diese  Qröße  ist  =  c  •  :^^  • 
Wir  erhalten  demnach 

ö  =  ^  'j\y*  +  («sinA  -  jscoBX)^dm. 

Dieses  Integral  ist  das  Trägheitsmoment  des  Kreisels  in  Bezug  auf 
eine  Gerade  durch  den  ünterstützungspunkt,  parallel  mit  der  Drehungs- 
achse der  Erde. 

Bedeuten  d^,  d^,  d^  die  Kosinus  der  Winkel^  welche  diese  Achse 
--  positiv  nach  Süden  —  mit  den  Haupttragheitsachsen  des  Kreisels 
einschliefit,  dann  ist 

Man  hat  aber 

dj  =  cos  A  •  cos  (PM)  +  sin  X  cos  (PP) , 
*j  «  cos  A  •  cos  {QtA)  +  sin  A  cos  (^P) , 
*5  =  cos  A  •  cos  (JBM)  +  sin  X  cos  (JBP) . 
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Werden  nnn  in  diese  Gleichungen  die  Werte  für  cos  (TM)  usw.  ein- 
gesetzt, und  fahrt  man  in  den  letzten  Ausdruck  für  G^  die  so  erhalteDen 
Werte  ein,  dann  eigibt  sich 

(3)  ö  =  Y  •  [Jp  —  (Jp  —  €7'Ä)(sinAcosö  —  cosZsin^Binö)^. 

Es  bleibt  nun  übrige  um  die  Funktion  H  zu  erhalten,  U+K  m 
berechnen.    Man  hat,  wenn  m  die  Masse  des  Kreisels  bedeutet: 

d(U+K)^dU      ^^ 
dx  dx  ' 

d(ü+E)^dü      ^^ 
dy        '^  dy  ' 

d{U+K)      dU 

U  bedeutet  hier  das  Potential  der  Erde.  Man  überaeogt  sieli 
leicht  davon  ^)y  daß  man  yon  der  Anziehung  des  Mondes,  der  Sonne 
und  aller  andern  Himmelskörper  absehen  kann.  Von  dem  Widerstaade 
der  Luft  sehen  wir  gleichfalls  ab. 

Man  sieht,  daß  ^,  ^,  -t—  die  Komponenten  der  Erdamdehnnft 

während  —  mt*,  —  mv,  —  mto  die  Komponenten  der  Zentrifugalkraft 

Bind.    Also  sind  ^-^^,.  ^^^,  ^-^^^  die  Komponenten  d« 

Gewichts  des  Teilchens  dm,  wie  man  dieses  beobachtet 
Demnach  hat  man: 

d(ü+K)    ^      d{ü+Ki              d(ü+K)^ 
di ^'     d^ ^'     di ^^' 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  gibt  U+  K^  rngs^  {t^  ist  die 
j7-Koordinate  des  Schwerpunktes).  Wird  die  Entfernung  des  Schwer- 
punktes Ton  dem  ünterstützungspunkte  mit  l  bezeichnet,  dann  er- 
gibt sich 

j7o«Zcos0 

und  demnach: 

(4)  U+K^mgleone 

Jetzt  ist 

(5)  H^mglcoad  +  '^  ■  [Jviß'*  +  sin»©  •  ^'«)  +  Jr  ■  (y'  +  cos«  •  ^Tl 


1)  Dias.  S.  8—10. 
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Statt  0\  q>\  t'  fQhrt  man  in  H  die  neuen  Variabein  ö,  *,  V 
ein,  die  dadurch  bestimmt  sind,  daß 


Man  hat  aber 


und 


^i-i/a^+i^^+eodm, 


y  dX  .         . 

5  =  ^-nsmA.y, 

12  =  ^  +  nsinA  •  X  —  ncosA  •  x?, 
^      dz   .  , 


Also 


Tj  =  T+  G  +  namX  j  {xy'  —  yx')dtn  +  ncosl  I  (ye'  —  ey')dfn. 
Nun  ist 

indem 

y,  =  cos(PP),     y,  =  cos(ÖP),     ys  =  co8(liP), 

ai  =  cos(PM),    a,  =  co8(ÖM),    «3  =  cos  (UM), 
woraus,  wenn  man  einsetzt  und  ausrechnet, 

/  i^y'  —  y^O  <iwt  =  (Jp  sin*  d  +  Ja  •  cos*  e)  •  ^'  +  Jr  cos  ö  •  9>', 

/  (y^'  ■"  ey')dm  =  Jpcosif  •  9'  +  ( Jp  —  Ja) sin ^ sin 6 cos 6  •  ^' 
—  t/ii  sin  V  •  sin  9  •  q>\ 

Im   obenstehenden  Ausdruck  für  2\   fährt  man  diese  Werte  ein 
und  erhalt: 

I\  =  I .  {e7p(e'*  +  sin*e  .  ♦'*)  +  Jn{ip'  +  cos»  .  V'OM  +  G 

+  nsinA  •  {(Jpsin*9  +  J^cos*©)  •  t'  +  JrCOsO'  q>'] 

+  n  cos  A  •  {cTpCOS^  •  d'+(Jp~  Ji2)sin^sin9cos&  •  ^'— cT^isin^sind -9' } . 
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Differentiiert  mau  in  Bezug  auf  0',  ip'  if',  so  wird  erhalten: 

—1  ^  0  ^  Jp  .  0'  ^  fijp  C08  A  COS  ^  , 

dT 

— f  =  O  «  Ji  .  (9>'  +  cos  6  •  ^')  +  hJr  •  (sin  A cos 0  —  cos  A ain^sinö), 

j  rp 

^  =  y=  cosö  •  O+cTpsin^ö  •  il;'+nJvBm  6  •  (sinAcosö+cosinn^cosd) 

Wenn  man  diese  Gleichungen  in  Bezug  auf  q>'  +  cos0  •  if\  0'  und  f 
auflöst,  so  ergibt  sich 

q)'  +  cosö-^'  =  ^= — n  •  (sinAcosö  —  co8Jlsin^sin0), 
d'  ^-f —  ncosAcos^. 

^  /p8m*0  Bind    ^  '  ^ 

Fahrt  man  diese  Werte  in  (5)  ein,  so  erhalt  man: 

u       7    Ä    1  r®'  .  *n    1  (9^— coB0^)* 

H-mi7Zcosö~i.|^-^  +  -;^J~i.L___2 

(6)        +  n-  0-  cosAcos^  +  n  •  *•  (sinAcosö  —  cosAsin^sinö) 
+  n ^g-g (sinAsinö  +  cosAsin^cosfl). 


n. 

Die  kanonische  Form  der  Bewegungsgleiehungen. 

Die  Differentialgleichungen   der  Bewegung  sind   nun  den  in  der 
Einleitung  angeführten  Gleichungen  zufolge 

.      d9__dH^  «V     d^_dH 

W  3)     dt d0>         *^     "dF^"50' 

^^      dt'^       dW         ^^      dt  ^  di»' 

Aus  (1)*  erhält  man,  da  H  9;  nicht  enthalt, 
d<^ 


dt 


=  0,    woraus    O^C. 
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Es  wird  im  folgenden  bequem  sein  C  =  {iJr  zu  setzen.^) 
Ans  (1)^  ergibt  sieb: 

dw  ^  ■"  f*«^Ä  cofl  ö 

^  —  j* j — r-^^ —  •  cos  6  —  n  (sin  A  cos  ö  —  cos  il  sin  ^  sin  ö) 

+  n  •  cotö  •  (sinAsinö  +  cosAsin^cosd); 

aber  —  wie  früher  gefunden  ist  — 

W  —  fiJj.  cobB  n 

j  gin«o *  +^j^.(sinAsine  +  cosAsin*cosö), 


und  demnach 

(2)  ^  +cosd  '  ^^r^  (i  —  n  •  (sinJlcosö  —  cosAsin^sine), 

eine  Gleichung,  die  auch  früher  gefunden  worden  ist. 

Hat  man  rermittelst  der  yier  letzten  Gleichungen  (1)  6  und  ^ 
ab  Funktionen  yon  t  bestimmt,  dann  erhält  man  9  aus  (2)  durch 
Quadratur. 

Die  Werte  von  H  in  (1)*«  *»  *»  •  eingesetzt  gibt  nun 

(3)  ~di^J — wcosAcos^, 

(4)  _ mglsme-^i^^j-^ ^^ 

cotg    r^— fiJuCOse-]« coBlänip    9^  -  ftJj,  cos  Ö 


Bin  0  sin  0 


\P)      j7  =■  —  «sm  A  +  -j: — 1—5 r-5 neos  Asm^cotö, 


(6) 


d9^ 

-  n  •  9  •  cosilsin^  —  niiJn cos IcoBif  sin  6 


dt 


y—  f*J-coBÖ 
+  n gj^ cos  iL  cos  ^  cos  0.^ 


Aus  (2)  sieht  man,  daB  11  die  Winkelgeschwindigkeit  ist^  welche 
der  Sj-eisel  am  Anfang  der  Bewegung  um  die  Figurenachse  erhält. 
Es  folgt  hieraus  für  das  Pendel,  daß  die  Drehung  der  Erde  allein  im 
Stande  ist,  eine  Drehung  um  die  Pendelachse  hervorzubringen. 

Betrachten  wir  die  dreiseitige  Ecke,  welche  durch  die  Lotlinie 
(positiv  nach  unten),  die  Pendelachse  und  eine  Gerade  durch  den  An- 

1)  C  ist  n&mlich  die  Projektion  deB  ImpnlBes  auf  die  FigurenachBe  des 
KreiflelB. 

8)  7  ist  die  Projektion  deB  ImpulseB  aof  die  Vertikale,  und  man  sieht  hierauB, 
daß  !P,  wenn  man  n  vemachl&BBigt,  konstant  ist. 
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firngspunkt  parallel  mit  der  Drehnngsaclise  der  Erde  (poeitiT  nidt 
Süden,  Richtang  F)  bestimmt  wird,  dami  ist 

(BP)-0,    (FP)-|-A,    (rE)^x. 
Der  Baumwinkel  gegenüber  der  Ecke  x  ist 

und  also 

cosrc^cos^sinA  —  sinOcosAsin^. 

Demnach  ist^  wenn  /i  »  0, 

r^  —  ncoBx. 

Wird  eine  Ebene  durch  den  Anfhängepnnkt  parallel  mit  dem  Äquator 
der  Erde  gelegt^  so  wird  die  Bewegung  um  die  Pendelachse  oscillierend^ 
wenn  diese  Achse  im  Laufe  einer  Schwingung  des  Pendels  durch  die 
Ebene  geht,  was  nicht  geschehen  kann,  falls  die  grofite  Elongation 
kleiner  ist  als  die  geographische  Breite  des  Ortes.  Auf  dem  Äquator 
wird  die  Achse  immer  zwei  Mal  in  jeder  Schwingung  die  Ebene  passieren, 
die  Bewegung  also  hier  immer  oscOlierend  werd^i;  anderswo  aber 
immer  rotierend,  wenn  die  Elongation  kleiner  als  die  Breite  des 
Ortes  ist 

HL 

Integration  der  Bewegnngsgleichungen. 

Die  Oroße  H  enthalt  zweierlei  Glieder,  nämlich  solche,  die  n  ab 
Faktor  enthalten,  und  solche,  in  welchen  dieser  Faktor  nicht  yorkonmii 
Werden  diese  zwei  Arten  yon  Oliedem  beziehungsweise  H^  und  H^ 
bezeichnet,  dann  hat  man 

H-Hi  +  H,. 

Man  kann  aber,  weil  n  »  c  ^^ ,  H,  als  unendlich  klein  aonehmen 
und  demnach  als  eine  die  Bewegung  störende  Funktion  ansehen,  deren 
Einfluß  wir  rorlaufig  remachlässigen  werden. 

Dann  haben  wir 

und  demnach 

Die  Zeit  kommt  in  dieser  Gleichung  nicht  explicite  vor,  und  wir 
können  abo  die  Integration  der  Differentialgleichungen  der  Bewegoog 
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durch  DifiTerentiation  aasfahren,  falls  man  das  yolLständige  Integral  der 
Differentialgleichimg 

finden  kann.    In  H^  soll  0  dnrch  -^   ersetzt  werden^  und  A  » •—  ^  • 

Wenn  man  dann 

F ht+  Tr(ö,*) 

setzt^  wird  man  zur  Bestimmung  ron  W  die  Gleichung  erhalten 

(1) 


dW 


sin»  e  '  (^»  -  c7>  sin«  e  .  (2Ä  +  2  mgl  cos  ö  -/iVÄ)-(a- j*JäCos 6)», 

wovon  sich  als  yoUsiandiges  Integral  ergibt: 

(2)     Tr=  |V«'i»8in«ö-(2Ä+2m^/cosö-fiVÄ)-(a-ftJiiCose)».^+a*+6. 

Die   Große   unter  dem   Wurzelzeichen  werde  mit   X  bezeichnet 

Jetzt  erhalt  man: 

jf% 

yX.  •  -r— ^  +  a^  +  fc.     (fc  spielt  im  folgenden  keine  Rolle.) 

Die  Bewegungsgleichungen  der  nicht  gestörten  Bewegung  sind  nun 

L  and  M  sind  willkürliche  Eonstanten. 

Wird  in  X  «-  Oy  cos  9  =  rr  gesetzt^  so  erkennt  man  ohne  Schwierig- 
keit, daß  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  reell  sind.  Sie  seien  mit  x^ 
x^^  X}  bezeichnet. 

-l<aV<X3<+l,    Xi<-1. 

Ans  (3)  wird  jetzt  durch  bekannte  Transformationen  erhalten: 

und  daraus 

(5)  cos  9  *=  a^  sn*  u  +  a^  cn*  u, 

21  • 
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indem 


u  =  (<-0]^^ 


-^) 


Gehen  wir  nun  znr  Hamiltonschen  partiellen  Di£Eerentiaigleiehiuig 
f&r  die  yon  der  Drehnng  der  Erde  gestörte  Bewegung  des  Ereiflek  üba, 
so  ist  bekanntlich  diese  Gleichung 

(6)  ^_H,-H,-0, 

worin 


H,  «  n  •  9  •  cos  A  cos  ^  +  n  •  O  •  (sin  A  cos  6  —  cos  A  sin  ^  sin  Ö) 

-cose 
8in0 


+  n 7—^ •  (sin  A  sin  ö  +  cos  A  sin  ^  cos  6). 


Wenn  man 

r^-ht  +  fiJn'fp+w{e,i;)+w^(e,t) 

setzt  (TF|  entspricht  den  Gliedern  in  H^  und  ist  demnach  unendlicii 
klein)  y  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung  von  W^  —  indem  wir  alle 
Glieder,  die  unendlich  klein  von  höheren  Potenzen  als  die  erste  and, 
yemachBLssigen  —  die  partielle  Differentialgleichung 

2      dW    dW^    ,         2  fdW  r  n\     ^^i       o       ^^  ^^i^4, 


—  2n  (iJr  '  (sin  Jl  cos  0  —  cos  X  sin  ^  sin  6) 

/dW 
-2n 


( ^—  —  f*  t/";!  cofl  ö )  (Bin  i  Bin  ö  +  cos  i  ain  ^  cos  6) 
\d^ / ^Q 

Bin0 


Das    dieser   Gleichung    entsprechende   System   simultaner  Differential- 
gleichungen ist  bekanntlich  —  nach  Reduktion  — 

Jp'dß       JpBmedip 

^ dW^ ^ 

n(cos  X  cos  if)Y^^  V^Jr  cob  1  Bin  '^  4-  ^  Bin  1  sin  0  -f  a  cob  1  sin  ^  cob  0) 

Hieraus  erhält  man 

a  — iac7'„cob0       ^  /•a  — f»J»coBÖ  ,^       ^ 

nmeyx  '  J    BmB'YX 
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Führt  man  diese  Werte  für  ^  ein,  dann  ergibt  sich 

W^(0,  ^)  =»  nJp  cos  A  •  /  cos  ^  •  d6  —  n^iJ^Jp  oos  l-  j  ^^~  dO 

+  na  Jp  sin  A  •  I  -p=^  •  dO  +  naJp  cos  A  •  I  — ~= —  dB. 
Wir  haben  demnach  für  F  die  yoUständige  Losung: 
F  =  -  Ä<  +  iLjRq>  +  J*^  .  de  +  a^  +  fc 
(7)  +  nJp  coB  X'  I  cos  ifdd  —  nfijRjp  cos  A  •  /  ^^:^  dö 

+  naeTpsin  A  •  /  ^=  dO  +  nae/i»  cos  A  •  /  ^"^  ,— —  dö. 

In  den  Oliedem,  die  den  Taktor  n  enthalten,  müssen  wir  uns  den 
oben  für  if  gefundenen  Ausdrack  eingesetzt  denken. 

Nun  ist,  wenn  yon  Gliedern,  die  unendlich  klein  höherer  Ordnung 
sind,  abgesehen  wird: 

(70  j,J'^de^t  +  L. 

Um  if  zu  berechnen,  führen  wir  durch  die  Gleichung 
X'=  cobO  '^  x^BH^  V  +  x^cn^v 
die  neue  Variable  v  ein.     Man  erhält 

da;  =  —  2  •  (iCj  —  Äi)  sn  f?  •  cn  V  •  dnt?  •  dv 
x  -  ^1  =  (a^  —  Xi)  dn* «,    a;  —  05^  =-  {x^  —  a;^)  cn*  t?,    x^  —  x  =  {x^  —  x^)  sn*  v 
und  demnach: 

Wird  die  Große   unter  dem  Integralzeichen  in  Partialbrüche  zerlegt, 
dann  ergibt  sich 


+  (a  -  f*'^^)/t_^  +  (^-:«.)sn't,)- 


Die  Funktionen  unter  den  Integralzeichen  sind  doppeltperiodische  mit 
den  Perioden  2K  und  2iK\ 
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Führt  man  die  Bezeidmangen 


f        m/m   ^~~  SCm  W        SCm    "^ 

ein,  so  kommt: 


^-C  =  : 


f      0+2^     r       dv  a—l^'^R    r       dv        I 

Wird  durch  f  die  Integration  längs  der  Begrenzung  der  Peiioden- 
rechtecke  bezeichnet,  hat  man  bekanntlich: 

^.  •  T-T-^^-i- •  ^£r^  -  ^  (=  Konstante). 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  anch  gleich  der  Samme  der 
B>eBidaen  der  Funktion  unter  dem  Integralzeichen. 
Die  Unendlichkeitsstellen  dieser  Funktion  sind 

1.  z^v\         Bes. 


Bn'ü  — 8n'a 


2.  X?  =  a:  Kes.  —  s 3 ^ r- 

'  2  sn  a  •  cn  a  •  dn  a     H{^  —  a) 

3.  i?  «»  —  a:  Bes.  s 3 „,    ,    /• 

'  2  sn  a  •  cn  a  •  dn  ff     Jff  (t?  -f  «) 


Demnach  ist 

«  1 


Bn'i7 — sn'a       2Bna-cnadna 
Wird  v  =  %K'  gesetzt,  dann  ergibt  sich 

^  «snacnadncf   \jff(t\ff'  — a)         B^CtTT' + «)/       ma-cntf-dn«    «'W 

und  also  schließlich: 

Bn«f>  — Bn*a       2  m«.  cna- dn«  "  L     '  Ö(a)  "*"  Ä^(©  — a)  JI(«  +  «)J 
Vertauscht  man  a  gegen  j3,  so  erhalt  man  hieraus: 

an«©  — Bn«/J  ""  2  8n/J.  cn/J- dn/J  *  L     '  B{p)  "*"  Ä^(t;  — ft  ir(r  +  P)J 
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Die  Gleichnng,  deren  Wurzeln  x^^  x^y  x^  sind;  ist  aber 


imglJp  2mglJp 

2hJp--tt*Jj^Jp-^a* 
imglJp  ' 


0. 


Man  hat  demnach: 


und  also: 


a  +  nJji 


-v,'i^y(i  +  x,){i  +  x,)(i  +  x,), 


y^mgiJp 


a-fiJji 


y2mglJp 

(vj  das  Vorzeichen  för  a  +  (iJrj  v,  für  a  —  (iJr,) 
Hieraus  ergibt  sich: 


2snacnadna'~'       ^^*  2.(a  +  iiJj^  ' 

1  .    (a^  -  «,)  •  y2mglJp(x^-^x^) 


28n/}cn/}dn/3  >  2(a  — ftjj,) 

Führt  man  diese  Werte  in  die  oben  für  — = -,—  und  — = r-s 

Bn'ü  — Bn'a  Bii*«  — Bn*/J 

erhaltenen  Ausdrücke  ein,  dann  ergibt  sich: 

dv'^         2    *  L     Ö(a)  "*"  fl'Ct;  — a)         jff(t7  +  a)J 

2    'r'eOJ)  "*"  -ff(t;-|J)         H(t;  +  |J)J 
und,  wenn  man  integriert,: 

Wir   werden   erstens   den  Fall  betrachten,  daB  v^  =»  v,  =  v.     In 
demselben  ist 

<«»  ♦  -  n-(2 .  (|;«  + 11)..+ W^flf^ff  )+c-i7+c. 
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Aus  (7)  und  (T)  folgt  als  die  erste  integrierte  Bewegungsgleichimg: 

(11)  -t  +  j,.f^.de 

+  nJ,  ooH  X' ^ -j^ßofi  f  de +  af^^  de- i^jJ^dß^L 

jnfcosi,.de  +  af^^.de-i.j„.f^^.-de 

wird  för  ^  die  in  (10)  gefundene  Größe  eingesetzt,  und  es  soll  be- 
wiesen werden,  daß  man  diese  Summe  allein  durch  Jacobische  Funk- 
tionen ausdrücken  kann,  sodaß  die  Bewegung  des  Kreisels  durch  diese 
Funktionen  und  ihre  Ableitungen  beschrieben  werden  kann.  Dieses 
Ergebnis  ist  —  soviel  mir  bekannt  —  neu,  indem  die  Bewegungs- 
glcichungen  des  Kreisels  bis  jetzt,  wenn  man  den  Einfluß  der  Drehung 
der  Erde  beachtet  hat,  Quadraturen  erhalten  haben,  die  man  nieht 
durch  bekannte  Funktionen  ausdrücken  kann. 


Es  ist  nach  (10) 

/  cos  ^  •  dö  =  cos  C  /  cos  U'  dd  —  smC  I  sin  U-  dO. 

cos  ?7-  1  .{cL^^"^       eoi)}''  ^/H(^a).H(f>^ß) 
^"^  ^  ~  2»'  r  r   H{v  +  a)-H(v  +  f) 

J[?M  4-  ^Ml     .  . 

_       le(a)  -^  ö(/5f)J  ••   -|/g(t;  +  a)JJ(tr+|?)l 

und  weiter: 

,    _  2  •  (a^  —  ^i)  •  am? '  cn t;  ■  dnt?      , 8  •  an t;  -  cn t? •  du p  7 

]/l  — («jsn'v  +  aj^cn*«)*  %  ■  y(8n*r  —  sn*  a){m.*v  —  sn}ß} 

man  hat  aber 

sn»  t;  -  sn»  «  -  ~  .  ^,^^*^%^^^  'H{v^a)^H(v  +  a) 

und  die  entsprechende  GUeichnng  für  /3;  demnach  ist: 

,^  ^ 2k '  8(a)  •  S(ß) '  S*{v)  'BnV'CaiV'dnv       , 

°"  i '  0\o)  •  yH{p  +  et)  •  ^(t;  —  a)  •  -ff(t;  +  ft  •  H{^^) 
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Man  erhalt  dann,  wenn  knrz  -^7^^  +  s^  durch  ST  bezeichnet  wird 
(A)  J*coB*.de  =  (4co8C+i;8inC).ib.Ä^) 

H(  4-8)  sn  v  •  cn  v  •  dn  V  •  dv  +  (-rCOBC—vsmCj 


■ß 


«(«)  g(fi   /V 


.*.Z-^.,e-»...__|(|__sn«.cn«.dn«.d«. 


Die  zwei  Integrale  in  (A)  werden  wir  mit  J^  und  «^  bezeichnen. 
Setzen  wir 

80  sieht  man,  daß  Fi(v)  eine  doppelperiodische  Funktion  zweiter  Art 
ist  mit  den  Perioden  2K  und  2iK'  und  zugehorenden  Multiplikatoren 

1  und  e  .    Bilden  wir  demnächst  die  Funktion 


80   ist   diese   auch   eine   doppelperiodische   Funktion   zweiter   Art   mit 
denselben  Perioden  und  Multiplikatoren  als  J^i(v).     Wird 


Jlf=- 


g^(o)' 


e{a)-0'(ß)  +  e(ß)^er(a) 


gesetzt,  so  erhalt  f^{v)  an  der  ünendlichkeitsstelle  v  =  0  das  Residuum 
1.  Die  Funktion  Fi(0)  -  fi(v  —  z)  ist  nun  doppelperiodisch  erster  Art 
und  hat  an  der  ünendlichkeitsstelle  js  =  v  das  Residuum  —  F^(v). 

Wir  werden  nun  die  gewöhnliche  Hermitesche  Methode  zur  Zer- 
legung einer  doppelperiodischen  Funktion  zweiter  Art  in  Elementen 
benutzen.^)  Zuerst  muß  aber  der  HauptteU  der  Reihenentwickelungen 
für  Fi(e)  in  der  Umgebung  der  drei  UnendlichkeitssteUen  —  iK',  —  a, 
—  ß  berechnet  werden. 

Man  erhalt  auf  die  gewöhnliche  Weise  für  —  »jBT' 


in 


^(0)     e,(o)H^(o)      -^'«'+^)    1 
H'{o)  .  e(a)  •  e(/J)  '  Ä  * 

Gleichfalls  för  —  a 

H{a)  '  H^  (g)  •  S^  («)        £ 
H'(o).  e(a).H(a—  (5)  '  xf ' 

und  för  —  iS 

1)  Gompt.  Rend.  T.  86.  p.  693. 
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Jetzt  ergibt  sich  nach  Her  mite  &  a.  0. 

V  (^\  _      g(o)e,(o).H,  (o)     -^-  ^""^^  fUA,  iK'\ 

■^H'(o).e(a).H(a-|5)  "/A^^-t-^^       H'(o)- ©(»  •  H(a-ft    'iV^  +  W- 

Wird  in  j; 

T=7 r-^^7 ^  •  sn  v  •  cn  t;  •  dn  t?  =  -iT  •  J,m 


gesetzt,  dann  erhalt  man  gleicher  Weise: 


ai 


(13)       ^»W--H'(o).e(«).e(ft-^  •Z«^*'    *^^ 

H(tt).H,(«).e,(a)       />/„       ^N  Hiß)  ^  H,(ß)  ^  9,(P)      . .       ,. 

indem 

und 


e(a) .  e'OJ)  +  e(/j)  •  e'(a) 


Hermite  hat^)  eine  Integralformel  gegeben,  welche  wir  im  folgenden 
häufig  brauchen.     Die  Formel  ist: 

H'(o).Ä(o  +  6) '^  "         e(ti) 

In  (A)  ist  nach  (12): 
,   e{«)-9(P)   j      ,,  H'(o)-e,(o)-H.(o)  /* ..,  H(r-tt)H(»^^, 

*•    e'(o)   ■*'»    *'e(o)[«'(«)e(/!)+©(a)»'ö»)]*J'^  *        e» 
,,  H'(o)e(«)-H(p)-H.o?)-e.(p)         /•-.,  e(t>)e(r-tt-K^^, 

"^*    ■e'(o)-H(a-ft.[©'(«)©(|J)  +  »(a)e'(/J)]J^     •  B*(fi  +  f) 

Nach  (B)  erMlt  man  aber: 
r^„    H(p  -a).H{v-ß)  ^„  «(«)  ■  g(ffi  .,,    «»-«-ü. 


1)  Compt.  Rend.  T.  86.   S.  782. 
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(rleichfalls  gibt  (B)  für  das  zweite  Integral,  indem  man 

v  +  a^  x  +  iK' 
setzt,  integriert  und  darauf  wieder  v  f^  x  einführt: 

^^^)       J^      '  H\v  +  a)  ^^"H'(o).H(a  +  p)'^      '  H{v+ a)' 

Vertauscht  man  a  mit  jS,  so  wird  hieraus  das  dritte  Integral  erhalten: 


(15) 


ß 


H\v  +  ß) 
Schließlich  ergibt  sich  also: 


di;  = 


HXo)-H(fl  +  P) 


H(v—a) 
«(•  +  «■ 


(h- 


(C) 


«(«)  •  g(ft 

»•(0) 


Ji  = 


H'(o) 


O  •  H(a  +  ß 


.«■••. 


*   ■  e'(o)H(«  — ftH(a  +  ft    o'*^ 


g(f>  —  g  —  (i) 
H(i>-fl) 


+  *' 


.<*•• 


H(p  — «) 


Wenn   man   a   nnd  |3  mit  —  a  und  —  ß  Tertauscht,   dann  wird 
hieraos  erhalten: 


(D) 


_,,     e((i)-H(«)-H,(«)-e.(«) 


,   j.'       0(a)  .  Hiß)  ■  H,(P)  ■  0,(p) 
■'"'^   *  e»(o)H(«-ftH(«+(J)o''' 


S-v 


Es  kostet  nur  wenig  Mühe,  die  Koeffizienten  in  (C)  nnd  (D)  auf 

eine  bequeme  Form  zu  bringen. 

Man  hat:  *,  ^  v    ^  ,  .    ^.  . 

-HiW   «iW  ^w 
_i'       ««>)•»(«)■«.(«)•«,(«) ,,       e(«)  •  e(«)  •  0(ß) 


K^T 


\0(fi)) 


CD  a  •  dn  a 


H(«) 


yjfc    (8ii»«-an'ft-o    e(^)       yj  2  •  l/a^  — «,  •  O  »(ft 

20  •  ysmyljp  •  (1  +  as,)     ®tf) 
Auf  gleiche  Weise  wird  erhalten 


t' 


y*' 


H(ft 


«•(o)  •  H(«  -  ft    HC«  +  ft  •  O       »"^     2o.y2mjlJp.(l-ai)     »(«) 
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Wir  werden  nun    /  ^^  ^J^'    .  jß  berechnen.     Man  hat: 

J      V^ 

/sin  tfr  COB  0  -y^         .     ^    PcoBÜ '  cobB     ,^   ,          ^     /•räCTcoeÖ    ,- 
— ^ —  dö  =  Sin C •  I  ;= dO  +  conC'  I  7= d9. 
Vx                J      Vx          ^        J     yx 

Führt  man  —  wie  früher  —  durch  die  Gleichung: 
cos  ö  =  ojj  sn't?  +  Xj  cn'c; 

die  neue  Variable  v  ein,  dann  ergibt  sich  ohne  Schwierigkeit: 

/■in  ^  coa  0     ,^  k  1  ,     e(g)  ■  OC/Q 

+(»mC-»>coBC)-/e-"»-jj(^_yg(^_^-(a^8n'r+a^cn»r)rfr|- 
Wir  haben  hier  die  Integrale  zn  berechnen: 

•^i       *         e'(o)       J*^        H(»+«)H(e  +  /J)    ^*®  *    ""' 

Führt  man  in  F,  statt  sn*«  den  Ansdruck  -r  •  ^^  ein,  so  konunt 

Da  fl (     1  g\    u(  -I-  gl    ®"^®    doppelperiodische    Funktion  zweiter 
Art  ist  mit  den  Perioden  2K  und  2iK'  (zagehörige  Multiplikatoren 

1  und  e'  ),  so  können  wir  die  Hermitesche  Methode  zni  Zer- 

leg^ung  einer  doppelperiodischen  Funktion  anwenden.    Das  Element  ist 

f(v).    M    «(«'-«)»(«'-P) 

M  hat  den  frUher  angegebenen  Weri 

Aus  einer  mit  der  Mheren  ganz  analogen  Entwickelnng  ergibt  sich 
*^°       V     -r  H«(tt)  •  e(«)  •  e(ffi  -..  »(«>-««) 

*'!-*«•  ei(o)  .  H(a  +  (})  .  H(«  -  ft  •  O  ■  "^      ■  H(t>  +  ft 

_  IP(§)  .  »(a)  .  »(f) -.,    H(t>  - «) 

*«  ■  e'(o)  •  H(«  —  ft  •  H(«  +  1^)  •  O  ■  '^        Hf«  +  ft 
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Yertaasclit  man  a  und  ß  mit  —  a  und  —  ß,  erhält  man: 

»  "^  ■  e'(o)  •  H(a  +  (J)  •  H(a  —  (J)  •  O  '  Ä(»  —  a) 

■•■  "^  ■  e«(o)  •  H(o(  —  ft  •  H(a  +  ft  •  O  *  "^  *  H(p  —  fl)' 

Gleichfalls  ei^ht  sich 

»  "^  *  e'(o)  •  H(a  —  ft  ■  H(a  +  ft  •  O  ■  *^      ■«(»  +  «) 

_,,  H?(p)  •  «(«)  •  0(ß)  -.,    H(f>  -  «) 

"^  *  e»(o)  •  H(«  —  |J)  •  H(a  +  ft  •  O  ■  "^      *  H(»  +  ft' 

nnd  durch  Vertauschen  von  a  und  ß  mit  —  a  und  —  ß: 

V v^    H!(«)  •  e(«)  •  %m  B.,  H(t>  +  />) 

r  *  -^  •  ©«(o)  .  H(a  —  ft  .  H(a  +  (I)  .  o  *  H(»  —  «) 

.   iV  H?(ft  •  e(«)  •  ep?)  o.,    H(t>  +  «) 

Die  Koeffizienten  können  ohne  Sdiwierigkeit  rereinfacht  werden. 
Man  erhält:  ^^ 

fl»(«)  •  e(«)  •  eg?) e'(«) »(«) 

Le'(«)     e'(ftJ 

an*«     _        e(«)      a^(l  +  a^)    »(g) 

^■(8n»o  — im»(J)o' e(/J)  20        *»(ft' 

Auf  ganz  analoge  Weise  ergibt  sich 

««(P)  •  e(«)  •  e(ft  «.  •  (1  -  «b)  «(/») 

*>  ■  e'(o)  •  H(tt  +  /?)  •  H(o  —  (J)  •  o  ~  20        . ■  »(«)' 

,,  H?(a)  •  e(tt)  •  e(P)  a^  •  (1  +  aik)    g(«) 

*     »■e«(o)H(«  +  ftH(o  — ftÖ~  20  *»(ft' 

,,  H!(/0  •  «(«)  ■  B{§)  a^(l  -  rt.)    «(fi 

"^  '  e'(o)  •  H(a  +  ft  •  H(«  —  (J)  •  O  20         ■  »(«)* 

Jetzt   fehlt  nur  noch     /  -^^  •  dB .     Ffihrt  man  fär  ib  den  Ausdruck 

Ü+  C  ein  und  rerföhrt  übrigens  auf  die  gewöhnliche  Weise,  so  er- 
halt man: 

/ain»     ,^       ___*!__    »(«)  •  g(ffi  1 

.[(isinC+vcosC)./««  •.^(^qr|^^(^+ft''«' 
+  (isinC-.cosC)/e-«>.^^,_„^;%,_^dt>]. 
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Um  die  zwei  Integrale  zu  beredmen,  werden  wir  die  Funktion 
F(,).. ^ 


H(*  +  «)-H(t>+ft' 


welche  doppelperiodiaeh  and  TOn  nreiter  Art  ist,  in  Elemente  zerlegen. 
Wir  eilialtea: 

^W  =•  -  H^w^^^  •/i(t' +  «)  +  r(^^^^  •  A(«'+/»)- 

/*,(«)  hak  die  frflher  angegebene  Bedentong.    Demnach  haben  vir 


»*(!»)  rf„ »1(0) 


■{*-w/«---'""«i;r+:r^^'-»w/e--'""«f(r;'/"^'l- 

Wir  haben  früher  (14)  und  (15)  die  auf  der  rechten  Seite  stehenden 
zwei  Integrale  berechnet  Führen  wir  in  diesen  Ansdrack  die  dort 
gefundenen  Werte  ein,  so  ergibt  sich 


ß 


-^(') d«= 


Vertauscht  man  a  und  ß  mit  —  a  und  —  ß,  so  kommt 


ß 


■.■..^, — »>),  .j.-- 


H(«  —  a)  •  H(t>  —  ft  H(«  — ftH(a  +  ftO 


Wir  haben  also  nach  Einsetzong: 


(F) 


(«b-«.)« 


.{(.•8inC+,.co8C).e-.[e«(«)f|^-«»(/J).|^ 
(isinC-.coBC).e-..[e«(«)||i|-e«(/»).||±|)- 

Der  Ausdruck  wird  dadurch  vereinfacht^  daß  wir  setzen: 

0{ct)  '  0(P)    1 ^         1    _    L__-.i 

(9«(o)       '  H(a  -  (?) .  H(a  +  ft  .  ö        ©(«)  •  »(ft  '  /H(tt)\«       /g(ff\»   « 


e(ee)  .  e{ß)     k  •  (BD« «  —  an«  ft     0         e(ee)  •  ©(/J)  2*         B 
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Schließlicli  haben  wir  demnacli 


f/ 


r0{u)    Hjv-ß)       0(ß)    H(t.-«)-|       .  ^       .   .    ^ 

L«(ft    H(«  +  «)       »W    H(t.  +  ftJ  +  ("«08  0  -  »Sin C) 

[»(.«)    H(f  +  P)       »(ft    H(t>  +  «)■ 
■  Le(ft  ■  H(e  —  «)       «(«) '  H{v  — 


(G) 


Werden  in  (A)   die  in  (C)  und  (D)  gefundenen  Ausdrücke  ein- 
gesetzt mit  den  reduzierten  Werten  der  Koeffizienten;  so  ergibt  sich: 

+ "  =-(vcoBC  +  i6mC)-ef 

rg(«)    H(v-ß)       Biß)    H{v  -  «)-| 
*  Le(ft  ■  H{»  +  «)  "^  Bio)  '  H(v  +  ftj 

(W\ "  =-(—vooBC+iBinC)e-''* 

\°^J  ao.|/am^JJp(ai-«,)    ^  '' 

■  Letf)  ■  H(«  —  «)"*"  ©(«)  *  H(i>  -  ftJ 
+ ,      **  ^         =='(»co8C  +  *BinC)e«" 


re(«)  H(t)  —  f)     Biß)  Hjv  —  tt)-| 

Le(ft  ■  H(i»  +  «)       B(tt)  ■  H(t>  +  ftj 

(—  vcobC  +  ismC)  ■  er"" 


l'^R 


2o  •  y2mpl/p  •  (a^  —  a^) 

re(«)    H(«>  +  fi      g(ft    g»  +  «)-| 
■L»(ft  ■«(«-«)       e(«)"H(e-ftJ" 

Führt  man  in  (E)  die  für  Fj,  F„  F„  F^  gefnndenen  Werte  und 
die  Terein&chten  Koeffizienten  ein,  so  erhält  man: 


— ^7= —  da  = •  (w  C08  C  +  » 8m  0)  •  c" 

yT  ieyimgUg  •{!*%— 'h) 


f 

•  ^    vco80  +  »smo;   c-        L«(ft   H(f - a)  +  »(«)   H(« - ftj 
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Nach  Addition  tob  (6),  (H)  und  (L)  ergibt  sich: 
(M)       Jcos^.rfO  +  a.J?!^.dfl  +  ^JiJ^de«e^ 

.F,(r;  »,  a,  |i)  +  ^--^-••FjCt;;  A,  a,  /*), 

F^iv;  k,  Gj  n)  umd  F^(vj  A,  a,  f»)   siiuJ  doppdperiodisdie  Fu^iktimn 
£9C€äer  Art  wüi  dm  Periodm  2K  und  2  t  IT.   Die  zugehörigen  Multipli- 
katoren sind  für  F^z  1  und  c'    *      ,  ftr  F,:  1  und  e~^    ' 
Die  Anadrücke  für  diese  Funktionen  sind 

f/      .        r\     ^''«'     Hir  — Ä)    ,    ,  yv     e(Ä)     H(c  — a)"| 

T/'a-i-Mr'k   *(">   gCt'  +  ff  I  /„     „r^   »(ft   Ä(f+jOl. 
[(a  +  ^Jii) .  ^  .  |^(^3:^j  +  (a  -  ^J),)  •  ^j  •  ä(rr^ 

Wird  Ton  den  Potenzen  von  n  von  höherem  als  dem  ersten  Grade 
abgesehen,  so  ist  nach  111(3) 

J.J^-.  +  L, 

und  wir  haben  (Hl,  (7),  (Jf)) 

r=  —  ht  +  hJk  •  9>  +  r  ^  •  rfö  +  a*  +  6  +  nosinA  •(<  +  !) 

Die  Integrale  der  Bewegungsgleichongen  des  Kreisels  werden  be- 
kanntlich aas  (Q)  durch  Differentiation  in  bezog  auf  h,  a  und  n 
Non  ist 

X  -  Jt  •  (1  -  «»)  •  (2Ä  +  2mpix  -  fi* Jk)  -  (a  -  ftJi*)» 

and  demnach: 

g  =  2Ji..(l-^, 

^  =  _2(o-^J-j,z), 

^  =  2(o  —  ftJiia;)  •  Ji«  -  2iiJsJp  •  (1  —  **). 


(Q) 
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Also  ist 


daj  emO  J  (i-x*)yx         ' 

Die  drei  Bewegungsgleichongen  im  integrierten  Zustande  sind  demnach: 


(b)  ^^J  (t-x'^yx 

d^ 
da 


+  nJi.co8  A ~  [<!•""+ 8 •  ..J5; (t,; Ä, o, /»)+«-"<'- o  •.J?;(t;; Ä, 0, ,t)]-4, 


Sei  nun  angenommen;  daß  am  Anfang  der  Bewegung 

ist.  Wir  haben  früher  gefunden  (lU  (5))^  wenn  man  den  Einfluß  der 
Drehung  der  Erde  yemachlassigt: 

cos  ö  =  iTg  sn^ti  +  ^  cn'ti, 
wo 

Da  wir  keine  Größen  berücksichtigen^  welche  unendlich  klein  von 
höherer  Ordnung  als  die  erste  sind^  so  können  wir^  nachdem  die  partielle 
Differentiation  in  Bezug  auf  h^  a  und  {i  ausgeführt  worden  ist;  in  den 
Gliedern,  welche  den  Faktor  n  enthalten; 

setzen.  Wir  haben  für  ^  die  Ghröße  U+  C  eingeführt  Also  haben 
wir  am  Anfang  der  Bewegung 

ZeiUdurift f.  Math«in»tik  a.  Physik.  49. Band.  1908.  S.u.  4. Heft.  28 


338  CkCT  4k  Eniidltemttm^  •■  «1er  Eidobeifl&che. 

I  =  ^  gibt  aWr  r  -  0,  od  miÜiiB  ist 

(ir>.=^-o. 

Wir  Umb  dam  ans  (ai,  (b)  und  (c)  die  Bewegongsgleichmigeii 
anf  die  folgt  ih  Form  grimdit: 

jt 

(d)  JV^ 

■  (Ät*""^"^"  •- ^i(r;  *,  «,»1) +  «-"*-•  ••F,(r;*,a,M)]);°;, 

Jt 

♦  - ♦,  -  -J  (iZ^^^<^* -  «fflnl .  (< -  0  - «/pcosi 

.  jj|.[^.-w+.-..F.(r;*,a,,i)  +  r-"vw-»..F,(t.;Ä,a, ,»)]);:; 

Mm  äeht  hienns,  dafi  die  Bewegungsgleichungen  keine  unausfäff- 
hären  Quadraturen  eniholien,  indem  wir  die  in  (d),  (e)  nnd  (f)  Tor- 
kommenden  Integrale  firOher  nnterencht  haben. 

Ans  (d),  (e)  nnd  (f  )  ehalten  wir  ohne  Schwierigkeit  die  Bewegnogs^ 
grleichungen  im  Falle 

^1 ^«  =  ^- 

In  m  (9)  haben  wir  gefunden: 

nnd  wir  erhalten  ako  in  diesem  Falle: 

Wird  wie  früher  cos  ö  ==  o;  =  rr,  sn't;  +  a;,  cn*t;  gesetzt,  so  ergibt  fflch, 
daB  man  die  Bewegnngsgleichongen  in  diesem  Falle  bilden  kann  duid^ 
Vertauschen  von  /S  mit  —  /S  in  (d),  (e)  und  (f). 
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Führen  wir  die  Bezeidmungen  ein: 

0{a)         Biß)  ' 

dann  wird  demnach: 

X 

(d')  Jl^ 

In  (f)  und  (f)  müBsen  wir  uns  J|»/--p=,  —  aus  (d),  beziehungs- 

weise  (d'),  genommen  —  eingesetzt  denken. 

Man  sieht;  daß  wenn  Jr^Jf  (d.  h.  die  Trägheitsellipsoide  in  einer 
Kugel  bestehen);  die  Ausdrücke  für  ^  und  tp  von  ganz  derselben 
Art  sind. 


Wird 


]/^^%^^.JpcosA 


22* 
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gesetzt,  80  erhalt  man  unmittelbar  ans  (d) 

C08  0  s  078  •  sn*  (u  —  ne)  +  Xt  cn*  {u  —  ne), 
und  man  mn£  daher  in  den  Gliedern^  die  nicht  den  Faktor  n  enthalten, 


Wir  haben  firOher  gefdnden: 

J      rinö  yx  J  (1  — x«)yx  2f 

■i^»-+<!:;:i:gi:;gKfi 

nnd  es  ist  demnach: 

X 

c  enthalt  Glieder,  die  proportional  mit  der  2ieit  sind.  Denkt  man 
sich  aber  die  Bewegung  nicht  langer  fortgesetzt,  als  daß  man  nc  hin- 
reichend klein  annehmen  kann,  dann  können  wir  in  eine  Reihe  ent- 
wickeln, und  wenn  man  nnr  die  erste  Potenz  von  n  berücksichtigt, 
ergibt  sich: 

'lH(u-a)        H(u  +  €c)  "^  H(u-^ß)        H^u  +  ß)! 

Die  Größe  in  der  E^lammer  ist  doppeltperiodisch  erster  Art  mit 
den  Perioden  2K  und  2iK'  und   den  Unendlichkeitsstellen  a,  -«i 

ß,-ß- 

Die  Hauptteile  der  Reihenentwickelungen  der  Funktion  in  der 
Umgebung  dieser  ünendlichkeitsstellen  sind  für  a  und  ß:  -,  für  -« 
und  —  ß: 

^  i 

Bilden  wir  die  Funktion 


2  sn  a  cn  «  du  a 


SO  sieht  man,  daß  diese  die  ünendlichkeitsstellen  a  und  —  a  hat  mit 
denselben   Hauptteilen   in   deren  Umgebungen,  nämlich  —  and  -y 
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Wir  können  dann  setzen 

H'(u  —  tt)  ___  -ff^(«  +  a)    ,   STju  —  ß)  __  H'{u+ß)  _  2  sn  « cn «  dn « 
Hiu  —  a)        ~H(u  +  a)  ^  H{u^ß)        H(u  +  P)~    sn'u  — sn«« 

,     2Bn|?  <mß  dnp    ,    ^ 
fährt  man  in  dieser  Gleichung  n  »  0  ein,  so  ergibt  sich 

.^_   «\.  /—  ■  ^^  ^®^  Wert  in  (e)  ein 
und  bemerkt,  daß 

g'(tt)  _  e'(«)  ^  cn  tt   dn  ot         ff(g  __  S'jß)       cnßdnß 
H(a)         e{a)  ""       sna       ^      H(ß)         e(ß)  ^       saß 

ist,  80  erhalt  man  die  zweite  Bewegungsgleichung: 


Es  ist  leicht,  auf  gleiche  Weise  den  Ausdruck  f&r  (9  —  q>^  zu 
bilden.  Ich  will  mich  aber  nicht  dabei  aufhalten  und  gleichfalls  nicht 
bei  der  Behandlung  der  Gleichungen  (d'),  (e'),  (f),  welche  nun  selbst- 
Terstandlich  ist.  Die  Ableitungen  in  Bezug  auf  A,  a  und  y,  werden 
ohne  Mühe  bestimmt. 

Man  sieht,  daß  in  allen  Fällen  die  Bewegungsgleichungen  keine 
unausfiihrbaren  Quadraturen  enthalten. 
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über  die  stetige  Erzengimg  gewisser  Schleifenknryeii, 
die  einen  beliebigen  Winkel  in  gleiche  Teile  teilen. 

Von  A.  Eempe  in  Rotterdam. 

Wir  verdanken  Pascal  die  Erfindung;  aus  dem  Kreise  (gewisser- 
maßen als  Generatriz)  den  Lima^on  entstehen  zu  lassen.  Es  ist  aW 
noch  nicht  versucht  worden  —  wenigstens  nach  meinem  besten  Wiss^— 
dieses  Verfahren  fortzusetzen  und  aus  dem  Lima^on  neue  Kurven  zu 
erzeugen ;  ähnlich  wie  jener  aus  dem  Kreise  entsteht. 

Vor  einiger  Zeit  habe  ich  diesen  Versuch  gemacht  und  Kurren 
gefunden;  die,  ihrer  Form  und  Eigenschaften  wegen^  dem  Studium  wohl 

einiges  Interesse  Ter- 
*'  '  leihen. 

Ich  verdanke  es 

der  Güte  des  Herni 

J.  Neuberg  in  Lfit- 

tich,  daß  die  Mm. 

de  la  Sodäe  rmfde 

des  Sciences  de  Liege^ 

»  ser.  t  XX,  189.> 

eine    Abhandlung 

über    diese   Kur?en 

enthalten    und   daS 

vor     kurzem    Herr 

Gino     Loria    in 

seinem  Buche:  Über 

spejsidJe   aigebraisck 

und   transzendente 

Kurven      (Deutsche 

Übersetzung  von  Fr.  Schütte,  Leipzig  1902,  B.  G.  Teubners  Verlag) 

sie  in  dem  Abschnitte  Sectrixkurven  erwähnt  hat. 

Es  soll  nun  im  folgenden  dargetan  werden,  wie  man  sie  stetig 
erzeugen  kann:  doch  mögen  einige  kurze  Notizen  über  sie,  zum 
besseren  Verständnis  der  Konstruktion,  vorangehen. 

Wir  verallgemeinem  nämlich  das  Pasca Ische  Gesetz  und  verlangem 
die  aus  dem  festen  Punkte  0  gezogenen  Linien  (Fig.  1)  so,  daß  wir  Ton 
ihren  Schnittpunkten  mit  den  aus  einander  entstehenden  Kurven  Strecken 
abtragen,  die  ihrem  Abstände  vom  Mittelpunkte  M  des  Kreises  Ä  gleidi  sind. 


Von  A.  KsKPs. 
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Fig.  r 


Ist  abo  Kurve  B  (Fig.  1)  der  Pascal  sehe  Lima^on  und  ist  jede 
Strecke  A^B^  dem  Radius  R  des  Sjreises  Ä  gleich  —  die  Strecken 
sind  nach  beiden  Seiten  des  Punk- 
tes Ai  auf  OAi  abgesetzt  worden^ 
A^B^  =  A^b^  —  so  ist  Kurve  C  ahn- 
lich gebaut^  nur  ändert  sich  B^  C\  = 
B^c^^  B^M  bei  jedem  B.  Sie  hat 
drei  Schleifen.  Ebenso  entsteht  Kurve 
B  aus  Ci  es  ist  C^B^  =  C^d^  =  C^M. 
Sie  hat  sid)en  Schleifen,     üsw. 

Die  nte  Kurve  K^  entsteht  aus 
Kurve  iE"^«i,  indem  man  K^_^K^  « 
K^^^Tc^^  K^^^M  machi  Sie  hat 
2-  -  1  Schleifen. 

Die  Kurven  A,  B^  C  ,  ,  .  K^ 
haben  die  Eigenschaft;  daß  sie  jeden 

beliebigen    bei  M  gegebenen   Winkel  fi   beziehentlich   in   zwei,   drei; 
fönf  ...  2"  +  1  gleiche  Teile  teilen,  wie  man  leicht  aus  Fig.  2  ersieht, 

Flg.  8. 


> 

~^N/^    \ 

~WY      ' 

fv  / 

wo  wir  den  Beweis  fiir  5  »  2'  +  1  angeben.  Diese  Kurven  können 
also  (2^  +  l)-TeHer  genannt  werden  und  sind  völlig  als  Sectrixkurven 
zu  bezeichnen. 
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Wenn  wir  im  Kreise  die  Punkte  M  und  0  so  yertanschen,  iai 
0  in  den  Mittelpunkt  des  Kreises  ond  M  auf  die  Peripherie  kommt, 
aber  wieder  aus  0  beliebig  viele  Geraden  ziehen  und  von  ihrem  Schnitt* 
punkte  mit  dem  Kreise  und  mit  den  daraus  erzeugten  Kurven  Strecken 
abtragen,  die  jedesmal  dem  Abstände  vom  Punkte  M  gleich  sind,  so 
erhalten  wir  (Fig.  3) 

dieKurre  G,  wo   F^G^   =  F^g^  ^  F^M  ;  sie  hat  je?«?«  Schleifen, 
femer   „      „      H,  j,     G^H^  =  GJi^  =  G^M  ;  „    , 


usw. 


L    ,Z 


'i,_ii.  =  i»_iJtf;  ;,    „  2n-2  , 


Diese  Kurven  haben  die  Eigenschaft,  jeden  beliebigen  Winkel  fi  bei 
M  beziehentlich  in  ein,  drei,  sieben  ...  2"  —  1  gleiche  Teile  zu  teilen, 
wie  man  leicht  aus  der  Fig.  4  ersieht,  wo  der  Beweis  für  7  «=  2'  - 1 
gegeben  ist    Man  kann  sie  fBglich  (2*  —  1)- Teiler  nennen. 

Nehmen  wir  die  beiden  Systeme  zusammen,  so  haben  wir  folgendes 
Schleifengesetz: 

(2-  +  1)-Teaer:   1     3    7     15    31  ...  2«  -  1  Schleifen, 
(2*  -  1)-     „:     2    6     14    30      . . .  2n  -  2        „ 

Weit  wichtiger  ist  jedoch  der  Dienst,  den  das  Zusammenzeichnen 
(Fig.  5)  der  Kurven  uns  bezüglich  der  Teilung  leistet.     Wird  nämlich 

Winkel  fi  bei  M  derart  gezeichnet^ 
dafi  sein  einer  Schenkel  Trans- 
versale H^  Gl  F^  MÄi  B^  Ci  dea 
ganzen  Systems  wird,  so  erhäli 
man  den  Winkel  gleichzeitig  in 
1:(2~+1)  und  in  l:(2«-l)Teüe 
geteilt,  denn  es  ist 


Fig.  4. 


>, 


ift 


if», 


•  usw. 

Da  nun  (nach  Formats  Theorem)  jede  Primzahl  p  in  (2«'-*  —  1)  anf- 

geht  und  2p-^  -  1  =  (2"«~-  l)  (2^+  l)  =  (2~  -  1)  (2»  +  1),  so 
erhalt  man  immittelbar,  daß  der  Winkel  (i  hiermit  ganz  allgemein  in 

oSe  möglichen  Anzahlen  gleicher  Teile  geteilt  ist,  denn  — ^-  »  m  oder 

P  2"±1 


So  z.  B.  geht  19  in  (2*»  -  1)  auf,  also  entweder 


Von  A.  Ebmpb. 
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in  2»+ 1  oder  in  2«- 1.  Nun  ist  19x27  =  2»+ 1  also  i- 27 X-jp^ — 

Obengenannte  Transversale  teilt  (i  also  in  äUe  möglichen  gleichen  Teile. 

Es  ist  kaum  no- 
tig zn  bemerken,  daB  ^' 
man  zur  Teilung  nur 
eia  Stück  der  Kurven 
braucht  und  daß  nur 
Winkel  <\%  oder 
zwischen  \%  und  n 
zu  teilen  sind. 

Es  ist  nun  dar- 
zutun,  wie  man  diese 
(2-±  1)- Teiler  ganz 
leicht  stetig  beschrei- 
ben kann.  Wir  be- 
nutzen dazu  folgenden 
GdenkmechanismrAS. 

Es  seien  00 HM  und  MKIH  zwei  Quadrate  (Fig.  6),  deren 
Seiten  gleich  dem  Radius  i2  des  Kreises  A  seien;  die  Punkte  M 
und    0   sind   fest,    alle   anderen   sind   Gelenkpunkte,    also    beweglich. 

Im    Anfang     der    Bewegung  Fig.e. 

hat  der  Mechanismus  die  Stellung 
zweier  aufeinander  stehender  Qua- 
drate. Der  Schnittpunkt  B  der 
verlängerten  Diagonale  IM  und 
der  verlängerten  Linie  GO  fällt 
auf  den  Limafon  in  B^  wie  leicht 
zu  sehen  ist  Es  müssen  also  die 
Seiten  6rO,  KM  und  die  Diago- 
nale MI  im  Mechanismus  gehörig 
verlängert  sein.  Nun  aber  läßt 
man  den  Schnittpunkt  A  der  ver- 
längerten KM  und  00  —  nicht 
zn  verwechseln  mit  dem  festen 
Punkte    0    —    den    Kreisumfang 

A  beschreiben,  was  natürlich  immer  möglich  ist.  Es  dreht  sich  dabei 
06  um  0,  J.  entfernt  sich  von  0  auf  der  Linie  OAj  indem  es  gleich- 
zeitig den  Kreisumfang  beschreibt.  Die  Quadrate  nehmen  die  Stellung 
MOG^H^  -  I^K^M  an. 
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Es  hat  nun  der  Punkt  B^  dm  Bogen  BB^  des  Limagons  B  k- 
schriAen, 

Man  überzeugt  sich  ganz  leicht  davon,  da  I^M  den  Winkel  K^MH^ 
und  dessen  Gegenwinkel  halbiert,  MF  ||  OA^  deshalb  ^y  =  <^d  =  <^J} 
ist,  also  MA^  =^  A^B^. 

Läßt  man  nnn  den  Schnittpunkt  B^,  nachdem  der  Lima^on  be- 
schrieben ist  und  wo  B^  jetzt  der  verlängerten  K^M  und  G^O  an- 
gehört (also  MK^  die  Stellung  MK^  und  der  Oelenkmechanismiu 
die  Stellung  G^OMH^  —  I^K^M  annimmt),  läßt  man,  wie  gesagt, 
B^  den  Lima^on  B  beschreiben,  so  beschreibt  jetzt  der  Scknitipmkt  C\ 
der  verlängerten  I^M  und  G^O  den  Fünfteiler  C. 

Es  ist  nämlich  wieder  wie  zuvor  MB^  »  B^  Q. 

Es  kann  also  mit  diesem  Gelenkmechanismus  jede  folgende  Karre 
aus  der  ihr  unmittelbar  vorangehenden  stetig  beschrieben  werden, 
ebenso  wie  sie  auch  theoretisch  auseinander  entstehen. 

Hiermit  sind  die  (2"  +  lyTeüer  vollständig  konstruiert. 

Es  möge  hierbei  erwähnt  werden,  daß  es  möglich  ist,  mit  fehler- 
freier Ereisdrehung  der  MA^  aUe  Kurven  B,  C,  D  usw.  zu  enengen, 
wenn  man  nur  den  Mechanismus  genügend  ausbildet. 

Man  gebe  dazu  jeder  Kurve  ihre  Raute,  demgemäß,  daß  jede 
folgende  Baute  ihre  Seite  auf  der  Diagonale  der  vorbeigehenden  habe, 
wie  z.  B.  die  Bauten  MK^I^H^  und  MK^I^H^^  die  zu  den  Kurven  C 
und  B  gehören.  Die  gewissermaßen  feste  Baute  MH^G^O  gehört 
dem  Grundkreise  A  an. 

Um  also  mehrere  Kurven  D  u.  s.  w.  zu  beschreiben,  braucht  man 
'außer  der  festen  Kreisraute  MH^G^O  ebensoviele  bewegliche  Rauten 
wie  Kurven  gewünscht  sind.  Beschreibt  dann  der  Schnittpunkt  A^^  seinen 
Kreis  A,  so  beschreiben  zugleich  die  Punkte  B^,  C^,  B^  usw,  ihn 
Kurven  JB,  C,  B  usw. 

Dies  ist  aber  vielleicht  theoretisch  denkbar,  jedoch  für  die  Praxis 
ist  es  unausführbar,  wie  ich  meine. 

Es  folgt  nun  die  stetige  Erzeugung  der  (2*  —  1)- Teiler. 

Man  lege  den  Gelenkmechanismus  Fig.  6  um,  sodaß  die  Stellung 
Fig.  7  eingenommen  wird  und  lasse  nun  den  Schnittpunkt  der  yer- 
längerten  K^M  und  G^O,  also  jP^,  den  Kreis  OM  beschreiben:  Der 
Schnittpunkt  L^  der  verlängerten  I^M  und  G^O  wird  die  Kurve  L 
beschreiben. 

Weiter:  Beschreibt  der  Schnittpunkt  2^  die  Kurve  L,  so  wird 
der  Schnittpunkt  N^  der  verlängerten  I^M  und  G^O  die  Kurve  N  be- 
schreiben usw. 


Von  A.  EsMPB. 
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Fig.  7. 
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Dies  alles  läßt  sich  ganz  leicht  ans  der  Figur  ablesen,  wo  die 
Halbierungslinien  der  Rautenwinkel  und  die  gleichschenkligen  Dreiecke, 
ähnlich  wie  in  Fig.  6,  den  Beweis  gestatten. 

Man  kann  also  mit  demselben  Mechanismus  sowohl  die  (2**  +  1)- 
(ds  die  (2"  —  lyTeiler  stetig  beschreibeny  wodurch  man  eine  Figur  be- 
kommt, genau  so  wie  sie  Fig.  5  zeigt.  Wird  hierin  ^(i  an  M  gelegt, 
ähnlich  wie  es  dort  gezeichnet  ist,  so  braucht  man  nur  wie  dort  die 
Linien  .  .  .  0J3i,  OG^ 
und  OÄ^,  OB^,  OC^.., 
usw.  zu  ziehen,  um  den 
Winkel  (i  auf  einmal 
in  aUe  möglichen  gleichen 
Teile   geteilt    zu    haben. 

Es  möge  nun  zum 
Schlüsse  nur  noch  fol- 
gende Bemerkung  ge- 
macht werden. 

Für  die  Anwendungen  ist  es  wünschenswert,  die  Kurven  . . .  Hy 
Gf  Ä,  B,  C  . . .  usw.  (Fig.  5)  möglichst  genau  zu  erhalten.  Kein 
Gelenkmechanismus  ist  im  stände,  hierin  Vollkommenes  zu  leisten.  Es 
wäre  also  erwünscht,  die  yerschiedenen  Stangen  möglichst  schmal  und 
Yon  StofiPen  anzufertigen,  deren  Berührung  leichte  elektrische  oder 
chemische  Wirkungen  hervorriefe,  die  auf  präpariertem  Papier  reagierten 
und  beim  Übereinandergleiten  Spuren  hinterließen,  welche  die  (2"  ±  1)- 
Teiler  fixierten. 

Inwiefern  dieses  Desideratum  bei  dem  heutigen  Stande  der  tech- 
nischen Wissenschaft  zu  ermöglichen  ist,  kann  ich  nicht  beurteilen;  es 
für  „ganz  unmöglich'^  zu  erklären,  fällt  schwer  in  einer  Zeit,  wo  fast 
alles  möglich  erscheint 

Man  könnte  die  (2"  ±  1)- Teiler  auf  diese  Weise  im  Druck  ver- 
vielfältigen und  dadurch  äußerst  leicht  jede  Teilung  ausfuhren. 

Doch  wie  dem  auch  sei,  das  Vorliegende  möge  ein  Versuch  sein, 
ein  altes  Problem  auf  nicht  zu  mühsame  und  möglichst  vollständige 
Weise  zu  lösen. 
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Flg.  1. 


Die  durch  Eigengewicht  Yernrsaclite  Deformation  eines 
Ifings  einer  Mantellinie  nnterstUtzten  Ereis-Gylinders. 

Von  H,  Hediann  in  Zwickau  i.  S. 

In    der    Praxis    pflegt    man    Gylinder    in    derjenigen    Lage  am- 
je^bohrtHy    in   der   sie   später   gebraudit   werden,   um    von    der   durch 

Eigengewicht  eintretenden  Deformation  un- 
abhängig zu  werden.  Es  laßt  sich  finden, 
Yon  welchem  Gylinderdnrchmesser  an  ist 
diese  Regel  der  Praxis  berechtigt?  Dts 
folgende  ist  eine  Versuch  zur  Beantwortung 
dieser  Frage. 

Man  wähle  das  Koordinatensystem 
SO;  daB  die  :ry- Ebene  Stfitzebene  des 
Gylinders  wird  und  die  y- Achse  mit 
der  gestützten  Mantellinie  zusammenfilli 
(Fig.  1.)  Die  Gfrundgleichungen  der  Elaati- 
aitStstheorie  lauten  in  der  Fassung  von  Glebsch^);  wenn  der  Quer- 
kontraktionskoeffizient  mit       statt  u  bezeichnet  wird: 

Ol 


*jr 


(0 


ffi  +  1     X 


m 

w-fl 

m 

m  +  1 


£ 


=  0 


4-0 


die  inneren  Kräfte.  Im  vorliegenden  Falle  ist  Z=F=0,  ^=y, 
wenn  y  das  Gewicht  der  Volumeinheit  bedeutet  Die  Verschiebung  v 
l&ngH  der  y-Achse  ist  gegen  die  Querverschiebungen  u  und  w  vemach- 
läüsigbar,  und  da  bei  der  eintretenden  Deformation  eine  Mantellinie 
(jraä  bleiben  wird,  können  u  und  w  als  Funktionen  von  x  und  g  allein 
bot  rauhtet  werden.     Die  Gleichungen  1  gehen  dadurch  über  in: 


ti?) 


d    (du   ,   dw\ 


d*w 


m+1 


m 


J-» 


1)  Clebflch,  Theorie  der  Elastizität  fester  Körper.    Leipzig  1894.  S.  864  a.  f. 
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Durch  Einfühnmg  der  Stützkräfte  in  die  Grenzbedingongen  wird  das 
Problem  erst  zu  einem  bestimmten.  Die  StützknLfte  selbst  hängen 
von  der  Deformation  der  Unterlage  ab;  eine  allgemein  zulässige  An- 
nahme über  sie  ist  kaum  anfstellbar.  Daher  scheint  es  richtiger^  von 
bestimmten  Voraussetzungen  über  die  eintretende  Deformation  aus- 
zugehen und  durch  experimentell  be- 
stimmte Eonstanten  den  Abweichungen 
der  wirklichen  Stützung  von  der  voraus- 
gesetzten Rechnung  zu  tragen. 

Im  folgenden  wird  angenommen^ 
daB  alle  vorher  auf  einem  zum  Mantel- 
kreis konzentrischen  Kreise  vom  Ra- 
dius r  gelegenen  Elemente  nach  ein- 
getretener Deformation  auf  einer  Ellipse 
hegen  mit  den  Halbachsen  r  +  d  und 
r-^.     (Fig.  2.) 

Für  dünnrandige  Gylinder  lautet  gemäß  dem  gewählten  Koordinaten- 
system   die   Gleichung    eines    beliebigen    konzentrischen   Kreises    hin- 
reichend genau: 
(3)  z*-2Rz+  x^^O, 

wenn  R  der  Radius  des  Mantelkreises  ist. 

Die    Gleichung    der    entsprechenden    Ellipse    nach    eingetretener 
Deformation  wird: 


^X 


(4) 


wenn  u  und  to  die  Verschiebungen  eines  Punktes  mit  den  Koordinaten 
Xj  z  bedeutet. 

Unter  Benutzung  von  (3)  und  Vernachlässigung  kleiner  Größen 
IL  Ordnung  geht  (4)  über  in: 


w(0  —  R)  +  £'  ^      j^     ^  +Ma?  —  X»~  =  0, 


B 


also 


iV 


B  —  z   ,        Bg- 

-— -  +  «•— ^ 


+  x 


Man  setze:  to  =  —  s  -  ^  +  g>(x,jg\  dann  wird 


(5) 


X 


W-- 


B^     X 


+  9. 


V 


350 


Die  durch  Eigengewicht  vemnachte  Deformatioii  etc. 


(6) 


Führt  man  die  Werte  (5)  in  die  Gleichungen  (2)  ein^  so  erhalt  man 
für  q>  folgende  beiden  Bedingungsgleichongen: 


aa;»  "^i»  —  2aij»'^m  — 21     x      a^rax      '  X*    dx 


B  —  edtp 


xdx"^  X 


^.)+2- 


2&r^ 


=  11 


m  — 2  1     X      öeöx         X*    0x      xcx  '  x'\  '         ml 
Eine  Lösung  für  9,  die  den  Gleichungen  (6)  genügt,  ist: 

tp,  also  auch  9,  muß  aber  eine  grade  Funktion  von  x  sein,  d.  h.  o^^O. 
Fär  ÜQ  folgt  aus  den  Gleichungen  (6): 


Oo 


2     (m  +  l)(m-2)    _y^ 
«1(4  —  1»)       '  E 


Mit  diesen  Werten  folgt: 


i-*-- 


^  ^  «  -  (m  +  l)(tii  — 2) 

w  (4  —  m) 

Die  Eonstanten  d  und  e  werden  gemäß  Figur  3  aus  den  Bedingungen 
bestimmt: 

R 

2 


(8) 


Jt^^dx^ 


or  .  (B  ~  iJ,.)  •  y,    für  ;sr  =  JR,     und 


iR 


Ä  — Ä,. 


Plg.  S. 


Ä+Ä^.  0 

denn   die  Stützkräfte   im  Schnitt  I  I  müssen  das  Gewicht  der  oberen 
Gylinderhälffce   aufnehmen,   während  das  Moment  der  Spannungen  im 

Schnitt  n  n  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  0 
dem  durch  di©  Schwere  hervorgerufenen 
Moment  das  Gleichgewicht  zu  halten  bat 
Drückt  man  t^  und  ^^  durch  die 
Verschiebungen  u  und  w  aus,  so  erhalt  man 
für  d  und  e  bei  Vernachlässigung  kleiner 
Gh-ößen  11.  Ordnung: 

_  w+lJg*yf(m  +  2)(m  — 1)      «| 
""     w«      E    l         4  —  «  2) 


(9) 


Für  Metalle  liegt  m  zwischen  3  und  4;  aus  den  Formeln  folgt  eine 
starke  Abhängigkeit  der  Deformation  von  dem  Werte  m.   Daher  müssen 
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df  £  und  Oq  für  ein  bestimmtes  Material  ^  ganz  abgesehen  von  dem 
Unterschiede  der  vorausgesetzten  zur  wirklichen  Stützung;  jeweils  durch 
Versuch  bestimmt  werden. 

Sind  die  gemessenen  Werte  für  einen  Gylinderhalbmesser  R  der 
Reihe  nach  gleich  a^,  8\  s',  so  sind  sie  für  einen  Gylinderhalbmesser 

M  gleich  a^  -  ^,  ö  •  ^^,  *  *  5^' 

Es  wird  dann: 


(10) 


Die  Yersuchskonstanten  d\  £%  a^  reichen  zur  Bestimmung  der  Defor- 
mation eines  Gylinders  von  beliebigem  Radius  für  die  Zwecke  der 
Praxis  vollkommen  aus. 

Als  Beispiel  diene  die  Deformation  eines  in  der  Zeitschrift  des 
Vereins  deutscher  Ingenieure^  Band  45^  1901^  S.  218  u.  f.  beschriebenen 
Oeblasecylinders  vom  lichten  Durchmesser  2100  mm. 

Setzt  man  für  Gußeisen  m  »  3^9 

Ä- 1000000 -!Sj 
cm* 

y- 0,0072      ^., 

und  den  äußern  GyUnderradius  i2  »  110  cm^  so  erhalt  man  für  a^^  8 
mid  £  die  folgenden  Werte: 

ao  =  3,4      lO-^cm-^ 

*  =  0,38  .  10-«  .  110«  cm  =  0,046  mm 

6   -  0,12  ■  10-«  .  110«  cm  =  0,014  mm. 

Die  Verkürzung  des  Vertikaldurchmessers  betragt  2£  '^  y^QQ  mm, 
die  Verlängerung  des  Horizontaldurchmessers  betragt  2d  <^  %oq  mm, 
Deformationen,  die  unberücksichtigt  gelassen,  etwa  wenn  der  Gylinder 
nicht  liegend,  sondern  stehend  ausgebohrt  wäre,  die  Abdichtung  durch 
die  Kolbenringe  in  Frage  stellen  würden. 

Allerdings  liegt  den  ausgerechneten  Werten  der  angenommene  Wert 
m  zu  Grunde,  der  vom  Material,  also  von  der  Zusammensetzung  des 
Gußeisens  ablmngt  und  über  den  einwandfreie  Messungen  nicht  vorliegen. 
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Über  die  Znsammensetzimg  yon  Vektoren. 

Von  Friedrich  Schub  in  Karlsruhe. 

In  dem  Artikel  ^^ie  Prinzipien  der  rationellen  Mechanik^  (Ency- 
klopädie  der  mathematisclien  Wissenschaften  IV)  hat  A.  Voß  nadi 
einer  Übersicht  der  verschiedenen  Beweise  des  Satzes  vom  Parallelo- 
gramm der  Krafte  anf  eine  Note  von  Gt.  Darbonx  „Sur  la  compositioD 
des  forces  en  statique'^  (Bulletin  des  sciences  math.  9  (1875)  p.  281 
bis  288)  hingewiesen  mit  der  Bemerkung,  daß  hierdurch  „ein  gewisser 
Abschluß  in  der  ganzen  Frage  erreicht^  sei.  In  der  Tat  stellt  Darbonx 
alle  diejenigen  Postulate  oder  Hypothesen  auf ,  welche  seiner  Meinimg 
nach  allen  früheren  Beweisen  des  Satzes  gemeinsam  sind,  und  zeigi^ 
daß  sie  wirklich  zu  einem  strengen  Beweise  des  Satzes  ausreichen. 
Diese  Postulate  sind: 

1.  Die  Resultante  zweier  Vektoren  OÄ  und  OB  ist  ein  eindentig 
bestimmter  Vektor  OC  =  (OÄ,  OB)^  der  mit  OA  resp.  OB  zusammen- 
fallt, falls  OB  resp.  OA  verschwindet. 

2.  Für  die  Zusammensetzung  von  Vektoren  gilt  das  associaÜTe 
Gesetz,  d.  h.  es  ist: 

{{OA,  OB),  OC)  =  {OA,  (OB,  OQ), 

3.  Es  gilt  ebenso  auch  das  kommutative  Gesetz,  d.  L  es  ist 
{OA,  OB)  -  {OB,  OA). 

4.  Die  Zusammensetzung  von  Vektoren  gleicher  oder  entgegen- 
gesetzter Richtung  geschieht  nach  der  Regel  der  algebraischen  Addition. 

6.  Die  Zusammensetzung  der  Vektoren  ist  allen  Drehungen  mn 
den  Anfangspunkt  0  gegenüber  invariant^  d.  h.  die  Resultante  der  ans 
OA  und  OB  durch  dieselbe  Drehui^  hervorgehenden  Vektoren  geht 
durch  dieselbe  Drehung  aus  der  Resultante  der  Vektoren  OÄ  und 
OB  hervor. 

6.  Die  Funktionen,  welche  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  des 
Endpunktes  der  Resultante  durch  diejenigen  der  Endpunkte  der  Kom- 
ponenten darstellen,  sind  endlich  und  stetig. 

Wenn  nun  auch  Darbonx  bewiesen  hat,  daß  diese  6  Postolate 
ausreichen,  um  die  dadurch  beschriebene  Zusammensetzung  von  Vektoren 
als  die  geometrische  Summation  zu  charakterisieren,  so  hat  er  doch  die 
Frage,  ob  alle  diese  6  Postulate  hierfür  wirklich  notwendig  seien,  wedff 
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gestellt  noch  beantwortet.  Nun  sind  diese  6  Postulate,  wie  Gt.  Hamel 
demnächst  zn  beweisen  gedenkt^  in  der  Tat  sämtlich  notwendig^  wenn 
man  von  den  Funktionen  des  6.  Postulats  nicht  zugleich  auch  voraus- 
setzt, daß  sie  erste  und  zweite  Differentialquotienten  besitzen.  Macht 
man  aber  diese  den  üblichen  Annahmen  über  die  Natur  der  Kräfte 
durchaus  entsprechende  Voraussetzung,  so  ist  das  5.  Postulat  eine  Folge 
der  übrigen  und  ebenso  auch  das  dritte,  so  zwar,  daß  außer  der  Zu- 
sammensetzung der  als  Vektoren  betrachteten  Drehungen  selbst  nur  die 
geometrische  Summation  den  Postulaten  1,  2,  4  und  5  genügen  kann. 
Diese  Behauptungen,  die  zum  Teil  eine  unmittelbare  Folge  aus  Lies 
Theorie  der  kontinuierlichen  Transformationsgruppen  sind,  sollen  im 
folgenden  ohne  irgend  welche  Voraussetzungen  aus  dieser  Theorie 
bewiesen  werden,  einerseits  in  Bücksicht  auf  diejenigen  Leser,  die  Lies 
Werke  zu  studieren  keine  Zeit  fanden,  andrerseits  deshalb,  weil  in 
ihnen  überall  von  analytischen  Funktionen  ausgegangen  wird. 

L 

Sind  x^  x^,  x^  und  y^y  y^  y^  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  der 
Endpunkte  zweier  Vektoren  OX  und  OF  in  Beziehung  auf  den  An- 
fangspunkt 0  und  x'ij  xi,  xi  diejenigen  des  Endpunktes  der  Resultante, 
so  wird  die  Zusammensetzung  der  Vektoren  den  folgenden  analytischen 
Ausdruck  erhalten: 

(1)  x;  -  f^{x,,  x^,  x^]  j/i,  y„  y,)  =  /i(a?;  y).  <«  = ,. ,, ») 

Dann  ist  das  zweite  Postulat  in  den  folgenden  Formeln  enthalten: 

(2)  faifix]  y)]  e)  =  /-„(rc;  f(y,  z))  («  = ,, ,, ») 
das  dritte  in  den  Formeln: 

(3)  faipC]  y)  =  fa{y\  X)  (a ^  1,  8.  j) 

und  das  vierte  in  den  Formeln: 

(4)  /;(a?i,  a^,  a?,;  toi,  tx^,  tx^)  -  a?a(l  +  t).  (a- 1, 2.  s) 

Nach  dem  ersten  Postulate  sind  die  Funktionen  fa{x\  y)  eindeutig  und 
genügen  den  Gleichungen: 

(5)  U{x,,  rr„  a:.;  0,  0,  0)  =  x^ 
und: 

(6)  /i(0,  0,  0;  yi,  y„  y,)  =  y«.  (« » 1.  i,  8) 

Wir  setzen  nun  von  diesen  Funktionen  außerdem  voraus,  daß  sie  endr 
liehe  und  stetige  erste  und  zweite  Differentialquotienten  besitzen.     Aus 

Z«itiebrin  t  M»Uimn«tik  a.  Physik.  49.  Band.  1908.  8.  n.  4.  Heft.  28 
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diesen  Yoranssetziingen  wollen  wir  zuerst,  ohne  das  5.  Poetok 
zu  benutzen,  beweisen,  daß  diese  Funktionen  die  Form  o^  +  Jfi 
haben. 

Zu  diesem  Zwecke  f&hren  wir  die  Funktionen  von  je  drei  Ver- 
änderlichen: 

(7)  «,»(«.,  X,,  X,)  -  m\(x)  -  V-^] 

und: 

(8)         ijS(y„  y.,  y») -'»J(y) -[^^]^^^„^„, 

ein  und  ziehen  zunächst  diejenigen  Folgerungen,  die  das  assockikt 
Qesetß  (2)  bedingt.    Aus  (5)  und  (6)  folgt  noch: 

(9)  i?;(o)-fi>;(o) -*,,,, 

wenn  das  Symbol  da,  h  Null  oder  Eins  bedeutet,  je  nachdem  q  ^  6  oder 
a  »  b  ist 

Nunmehr  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (2)  durch  Differentiation 
nach  e^  und  Substitution  von  e^^e^^  z^^Oi 

(10)  m\{fix',  y))  »V^^o'Cy)-  («.»='.M 


Da  die  Determinante  1 07^(2;)  |  wegen  (9)  nicht  identisch  verschwindet^ 
so  können  wir  diese  Gleichungen  auflosen  in  der  Form: 


(")  ^-2'«'-(^(^5J'»^(i')' 


wo: 


(12)  2"«  (»)^Ö^) -'«.». 
SO  daß  auch: 

(13)  ^.(0)  =  *«... 

Durch  nochmalige  Differentiation  der  Gleichungen  (11)  folgt  in  Rück- 
sicht auf  diese  selbst: 
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YertaüBcht  man  hierin  6  mit  6^  and  zieht  das  Resultat  von  (14) 
ab,  so  ergeben  sich  als  Integrabilitatsbedingungen  der  DifiPerential- 
gleichnngen  (11)  die  folgenden  Gleichungen: 


(«) 


Differentiieren  wir  endlich  die  Gleichungen  (10)  nach  x^   und   setzen 
darnach  x^^x^=^x^  =  Oy  so  folgt: 


c=i 


Benutzen  wir  nunmehr  das  durch  die  Gleichungen  (3)  ausgedrückte 
hmmutative  Gesetz,  so  folgt  durch  Differentiation  dieser  Gleichungen 
nach  y^  und  nachheriges  Setzen  von  yi='y%  =  yz  =  0,  daß: 

(17)  a,S(a:)  -  ,J(z). 

Hieraus  folgt  in  Rücksicht  auf  (16),  daß  die  linken  Seiten  der 
Gleichungen  (15)  verschwinden^  daß  also,  weil  die  Determinante  [(»^(x')! 
nicht  identisch  rerschwindet;  die  Gleichungen  bestehen: 

(18)  dEl^(y)  _dEl(y) 

Nunmehr  ziehen  wir  auch  das  4.  Postulat  heran  ^  das  die  algebraische 
Addition  von  Victoren  derselben  Richtung  fordert  und  in  den  Gleichungen  (4) 
seinen  Ausdruck  findet.  Differentiieren  wir  diese  Gleichungen  nach  t 
und  setzen  darnach  t^O,  so  folgt: 

8 

(19)  yi^\{^)^  =  ^a.  (a  =  1.  2,  8) 
Auf  Ghund  der  Gleichungen  (12)  folgt  hieraus,  daß  auch: 

(20)  ^^«(^)^  =  *« 

ist    Denn  aus  (12)  und  (19)  ergeben  sich  zunacht  die  Gleichungen: 

(21)  2<(*)2'(^?(^)^»  -  ^«)  -  <^' 

23* 
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aus  denen  die  Gleichungen  (20)  folgen,  weil  die  Determinante  ]o^(j> 
nicht  identisch  yerschwindet.  Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (2Öi 
nach  Xf,  folgt  nunmehr  in  Rücksicht  auf  (18): 

(22)  Elix)+^^..^ö,,- 

Setzen  wir  daher: 

(23)  tEli^i,x,i,x,t)^fpl(t), 

so  genügen  diese  9  Funktionen  einer  Veränderlichen  t  den  Differential- 
gleichungen: 

(24)  ^"*^* 

mit  den  Anfangsbedingungen;  daß  (p\(P)  ^  0  ist.     Hieraus  folgt;  daß 
95(0  ==  <'a,  ly  also: 

(25)  ^S(^)  =  *0, 
folglich  auch: 

(26)  «»S(*)-**»- 


Es  genügen  daher  nach  (11)  unsre  Funktionen  f^{x\  y)  den  Differential- 
gleichungen: 


'«,B| 


d.  h.  es  ist  auf  Grund  der  AnÜBUigsbedingungen  (5): 
(28)  fa{x^,y)-Xa  +  ya, 

oder  unsre  Zusammensetzung  ist  die  geometrische  SummcUion  wm  Vddorm. 

IL 

Nachdem  wir  in  §  1  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Fonl- 
tionen  fa{x]  y)  endliche  und  stetige  erste  und  zweite  Differential- 
quotienten  besitzen,  bewiesen  haben,  daß  das  5.  Postulat  oder  das  der 
Invarianz  unserer  Zusammensetzung  gegenüber  allen  Drehungen  Qid 
den  Anfangspunkt  0  überflüssig  sei,  entsteht  dieselbe  Frage  bezü^ch 
der  übrigen  Postulate.  Da  ergibt  sich  denn  zuerst^  daß  das  4.  Postulat 
auch  bei  Zulassung  aller  übrigen  nicht  entbehrt  werden  kann.  Wir 
brauchen,  um  dies  einzusehen,  nur  diejenige  Zusammensetzung  (^ 
betrachten,  die  aus  der  geometrischen  Sununation  dadurch  entsteht^  dal 
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man  jedem  Vektor  {x^^  x^,  x^)  den  Vektor  (^^x^,  ^^x^,  ^^xA,  wo 

wo  r^  ==  xi  +  ai  +  xl  ist,  zuordnet^  die  zwei  Vektoren  so  zugeordneten 
Vektoren  geometrisch  summiert  und  aus  dieser  Vektorsumme  (jc[,  li,  £s) 
rückwärts  den  Vektor 


m^r'     -^C^r'     ^(')r'^ 

\~Y-hf  -77-j«,  ~ip~&j 


bildet,   wo  r  =  (p{r)  =  Vj?  +  jI  +  Ja  ist  und  r  «  V'(t);  außerdem  muß 

\       )  _  =  1  sein.    Diese  Art  der  Zusammensetzung  ist  dann  allerdings 

die  einzige,  die  allen  übrigen  Postulaten  genügt.  Wir  yerzichten  auf 
den  Beweis  dieser  Behauptungen,  den  eigentlich  schon  Darboux  a.  a.  0. 
gegeben  hat,  und  bemerken  nur  noch,  daß  man  z.  B.: 

(29)  ^^»rT-r'  *W  =  m      ■ 

setzen  kann. 

Was  femer  das  3.  Postxdat  oder  die  Geltung  des  kammulativen 
Gesetzes  betrifft,  so  kann  es  zwar  auch  nicht  durch  das  fünfte  ersetzt 
werden,  aber  es  ist  insofern  ein  wesentlicher  Unterschied  gegen  den  eben 
behandelten  Fall  yorhanden,  ab  es  nur  eine  Art  der  Zusammensetzung 
gibtj  für  die  die  übrigen  Postulate  gelten,  aber  nicht  das  kommtUative 
Gesetz,  nämlich  die  Zusammensetzung  der  Drehungen  selbst. 

Aus  der  Inyarianz  der  Zusammensetzung  gegenüber  den  Drehungen 
folgt  nämlich  zuerst,  daß  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Velctoren  OX  und 
OX  die  BesuUante  Null  haben  müssen;  denn  jede  andre  Resultante 
würde  bei  den  Drehungen  um  OX,  die  ja  auch  OX  stehen  lassen, 
nicht  unyeränderlich  bleiben.  Haben  umgekehrt  zwei  Vektoren  OX  und 
OY  die  BesuUante  Null,  so  sind  sie  entgegengesetzt  gleich.  Denn  ist  0  Y 
der  0  Y  entgegengesetzt  gleiche  Vektor,  so  ist  der  Vektor 

((OX,  OY),  OY)^{OX,  {OY,  OY)) 

einerseits  OY  und  andrerseits  OX,  ako  0X-=  OY,  oder  OF«  OX. 
Sei  nunmehr  (OX,  OY)^OZ,  aber   {OY,  OX)^Oü\   ergibt 
dann  die  Umwendung  um  die  auf  OX  und  OY  senkrechte  Achse: 

(OX,  OY)  =  OZ'  und  {pY,  OX)  -  OV, 
so  folgt  aus: 

(OZ,  OÜ')'^{{OX,  OY),  {OY,  OX))  =  (OX,  07)  =  0, 

daß  Oü'  =  OZ  und  ebenso   OZ'  =  Oll.     OZ  und  OU  liegen  daher 
in  einer   auf  der  Ebene  OXY  senkrechten  Ebene  und  sind  Spiegel- 
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bilder  yon  einander  in  Beziehung  auf  die  Ebene  OXY.  Wir  erkennen 
hieraus  jedenfalls,  daß  wir  die  Geltung  des  kommutatiTen  Gesetzes  er- 
setzen können  durch  das  Postulat:  Die  BesuUante  zweier  Vekkren  lieft 
in  deren  Ebene.  Nehmen  wir  dies  nicht  an,  so  können  wir  nur  so  viel 
schließen,  daß  die  beiden  BesuUanten  zweier  Vektoren^  die  durch  die  Ter- 
tauschung  der  Beihenfolge  der  Zusammensetzung  entstehen^  Spiegdbädar 
van  einander  in  Beziehung  auf  die  Ebene  der  beiden  Vektoren  sind. 

Hieraus  ergeben  sich  für  die  Funktionen  fa{x]  y)  die  folgende 
Gleichungen: 

/i(^i;  ^if  0;  Vu  Ä,  0)  «      /;(yi,  y„  0;  x^,  a^,  0), 

(30)  f^{x^y  x^,  0;  yi,  y„  0)  =      f^ijf^,  y„  0;  z^,  a;„  0), 

M^if  ^f  0;  Vu  Ä;  0)  —  fzdfi,  y«,  0;  ^n  ^7  o) 

und  ihnen  analbge  für  die  beiden  andern  Eoordinatenadisen.  DaranB 
folgt  weiter: 

(31)  (o\(x,,  x„  0)  =  ri\{x,,  x^,  0);  ai\{x^,  x,,  0)  « iyf(xi,  a^,  0). 
Führen  wir  daher  die  Bezeichnung  ein: 

SO  ergibt  sich  hieraus  und  aus  den  Gleichungen  (16): 

(33)  (^  ,  =  0  und  analog  cj  ,  «  0, 

während  c^  ,  »  2  ?'  ist,  aber  im  allgemeinen  von  Null  verschieden 
sein  vnrd.  Da  offenbar  c^  ^  stets  yerschwindet,  wenn  6  »  C  ist,  und 
nur  sein  Zeichen  wechselt,  wenn  man  6  mit  c  yertauscht,  so  werden 
von  diesen  18  Konstanten  überhaupt  nur  cj  j,  (^  ,  und  (^^  von  Nnll 
verschieden  sein  können.  Aus  der  Inyarianz  unserer  ZusammeoBetzung 
gegenüber  allen  Drehungen  folgt  aber  leicht,  daß  diese  drei  Konstanten 
jedenfalls  denselben  Wert  haben  müssen.  Machen  wir  nunlich  die 
Drehung: 

(34)  x'i  =  a?2,  iPi  =  Xzy  xi'^xt 

(um  die  Achse  mit  den  Richtungskosinus  y:,  -^,  —  und  der  Ampli- 
tude 240^),  so  findet  nach  der  Erklärung  des  5.  Postulats  diese  Invarianz 
der  Zusammensetzung  gegenüber  dieser  Drehung  ihren  Ausdrudc  in 
den  Gleichungen: 

(35)  fi{x^,  x^,  ic,;  y„  y^,  y,)  ==/i(^>  ^zf  ^u  Vt^  Vzf  Vi)  ^^^ 
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Ans  ihnen  folgt: 

(36)  ^K^u  ^y  ^s)  ^  ®{(^ii  ^5;  ^1)    ^^• 

und  hieraus: 

(31)  '-W-'-^^  -■ 

Es  ist  also  in  der  Tat 

(38)  cU-'(i,--<i,t-c. 

Setzen  wir  nunmehr  in  den  Gleichungen  (15)  xi=^  xi^  xi=^0,  so  folgt: 
(89)  '^^'"     '*•'"     "^ 


^_^_^os.^W^W. 


Ist  daher  c  —  O,  so  ist  unsre  Zusammensetzung  auf  Gb-und  des  4.  Postu- 
lats wieder  die  geometrische  Summation.  Nun  ergibt  aber  dies  Postulat 
unter  allen  Umstanden  die  yollstandige  Bestimmtheit  der  Funktionen  £^(0;), 
falls  die  Eonstanten  cg  ^  gegeben  sind.  Aus  den  Gleichungen  (20) 
und  den  aus  ihnen  durch  Differentiation  entstehenden  Gleichungen: 

(40)  £.(,)+ Jj?^\_,„ 

folgt  nämlich  in  Bücksicht  auf  (39): 


s 


Es  ergeben  sich  also  fUr  die  in  (23)  definierten  Funktionen  ^^(O  ^® 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen: 

die  durch  Elementarfunktionen  yollstandig  integriert  werden  können. 
Man  sieht  zugleich,  daß  die  YenLnderung  der  Eonstanten  c,  so  lange 
sie  von  Null  Terschieden  bleibt,  nur  die  Bedeutung  einer  Veränderung 
des  Mafistabes  besitzt,  durch  den  die  Vektoren  gemessen  werden. 

Da  nun  durch  die  tp^t)  die  E\{x),  hieraus  die  (ol(x)  und  daraus  und 
ans  den  Anfangsbedingungen  auch  die  fa(oc\  y)  bestimmt  sind,  so  gibt 
es  nur  eine  Art  der  Zusammensetzung  von  Vektoren,  für  die  alle  unsre 
Postulate  gelten  bis  auf  das  dritte. 
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Es  ist  nnn  leicht  zu  sehen^  daB  die  Zusammensebsung  der  Drdmngen 
selbst,  wenn  tcir  jede  Drehung  durch  einen  Vektor  darstdlen^  der  cutf  die 
Drehungsachse  faüt  und  der  Amplitude  der  in  irgend  einem  Mafisiak 
gemessenen  Drehung  gleich  ist,  aUe  unsre  PosiukUe  erfiäU  bis  aurf  das 
dritte.  Der  wahre  Grand  dafür,  daß  man  die  Zusammensetzimg  yon 
Drehungen  als  eine  solche  Zusammensetzimg  yon  Vektoren  aufbssen 
kann,  liegt  natürlich  darin,  daß  die  Aufeinanderfolge  zweier  Drehung^ 
wieder  eine  Drehung  ist.  Wir  erkennen  dies  am  einfachsten  daraus, 
daß  man  jede  Drehung  durch  die  Aufeinanderfolge  zweier  Spiegelungen 
an  zwei  Ebenen  durch  die  Drehungsachse  erzeugen  kann,  yon  denen 
die  zweite  aus  der  ersten  durch  die  Drehung  um  die  halbe  Amplitude 
entsteht.  Sind  also  zwei  Drehungen  gegeben,  so  kann  man  die  Ebene 
ihrer  Achsen  für  die  erste  Drehung  als  die  zweite  der  spi^lnden 
Ebenen  betrachten  und  für  die  zweite  Drehung  als  die  erste  arniehmen, 
so  daß  die  Aufeinanderfolge  der  beiden  Drehungen  auch  aus  der  Auf- 
einanderfolge der  beiden  Spiegelungen  an  der  ersten  und  der  yierten 
der  yier  Ebenen  entsteht,  die  zu  den  yier  Spiegelungen  gehören,  in 
die  die  beiden  Drehungen  zerlegt  sind.  Man  erkennt  hieraus  zugleich, 
daß  die  Vertauschung  der  Reihenfolge  der  beiden  Drehungen  die  resol- 
tierende  Drehung  in  ihr  Spiegelbild  in  Bezug  auf  die  Ebene  der  beiden 
Drehungsachsen  yerwandelt. 

Die  Gültigkeit  des  1.  Postulats  ist  ja  nun  selbstyerstandlich,  die 
des  zweiten  folgt  daraus,  daß  wir  die  Drehungen  auch  als  Trans- 
formationen des  BAumes  auffassen  können,  das  Elesultat  yon  drei 
Drehungen  also  einmal  durch  die  im  associatiyen  Prinzip  geforderten 
Zusammenfassungen,  daim  aber  auch  durch  die  bloße  Aneinanderfagong 
der  drei  Transformationen  gebildet  werden  kann,  daher  yon  der  Art 
dieser  Zusammenfassung  unabhängig  ist  Das  kommutatiye  Gesetz  gilt^ 
wie  wir  sahen,  gerade  nicht,  die  algebraische  Addition  yon  Drehungen 
um  dieselbe  Achse  ist  ja  selbstyersl^ndlich  und  ebenso  die  Inyananz 
gegenüber  allen  Drehungen.  Es  muß  folglich  diese  Zusammen- 
setzung der  Drehyektoren  diejenige  sein,  die  wir  für  den  Fall, 
daß  die  Eonstante  c  yon  Null  yerschieden  sei,  aus  den  obigen 
Formeln  erhalten,  und  es  h&agt  diese  Eonstante  yon  dem  MaS- 
stabe  ab,  in  dem  wir  die  Amplituden  der  Drehungen  als  Vektoren 
aufkragen. 

Nehmen  wir  an,  daß  der  yoUen  Umdrehung  der  Vektor  %  ent- 
spreche, so  geht  der  analytische  Ausdruck  dieser  ZusanmieDsetzung 
aus  den  bekannten  Formeln: 
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heiTor  vermöge  der  Substitution: 
(44)  1.  =  ^.^', 

woraus  folgt  r^^tgr^  also  umgekehrt: 

(^)  ^»  ^  ^"  sie  igt ' 

(S.  z.  B.  Schur^  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie,  Leipzig,  1898, 
p.  149  u.  154).  Da  diese  Formeln,  wie  man  sieht,  sehr  verwickelt 
werden,  so  glauben  wir  auf  den  analytischen  Beweis  unserer  Behaup- 
tungen nicht  eingehen  zu  sollen  und  bemerken  nur  noch,  daß  bei 
diesem  Maßstabe  die  Eonstante  c  =  2  ist. 

Nachdem  wir  gesehen  haben,  daß  das  kommutative  Gesetz  auch 
bei  Zulassung  aller  übrigen  Postulate  nicht  zu  entbehren  ist,  kann  dies 
am  so  weniger  der  Fall  sein,  wenn  wir  wie  in  I  auf  die  Invarianz 
gegenüber  den  Drehungen  keine  Rücksicht  nehmen.  Ein  Beispiel  einer 
solchen  Zusammensetzung  von  Vektoren,  bei  der  den  Postulaten  3  und  5 
nicht,  wohl  aber  den  übrigen  genügt  wird,  liefern  die  Formeln: 

^i  =  ^i  +  yi»  ^«  =  ^  +  ^27 

Daß  schließlich  das  associative  Gesetz  unter  allen  Umstanden  die  Gh-und- 
läge  der  Voraussetzungen  bilden  muß,  ist  selbstverständlich,  mag  aber 
durch  das  Beispiel: 

(47)  x'^(x  +  V ^   V^i±^t  +  ^i  +  Vyl  +  y\  +  yi 

vollends  in  Evidenz  gesetzt  sein.  Wir  haben  in  ihm  eine  Zusammen- 
setzung von  Vektoren,  bei  der  alle  Postulate  erftlllt  sind  bis  auf  das 
associative  Prinzip. 

Karlsruhe,  im  Juni  1903. 


362  Über  die  ZoBammensetzang  von  Vektoren. 

Über  die  Znsammensetziing  von  Vektoren. 

Von  Georg  Hamel  in  Earlsrnlie. 

Elnleitang. 

Herr  Darboux^)  hat  gezeigt,  daß  znr  Charakterisierong  der 
üblichen  Zusammensetzung  von  Vektoren  die  folgenden  6  Axiome 
ausreichen: 

1.  Die  Summe,  d.  L  die  Resultante  zweier  endlichen  Vektoren  ist 
ein  eindeutig  bestimmter,  endlicher  Vektor. 

2.  Die  Resultante  mehrerer  Vektoren  ändert  sich  nicht,  wenn  man 
einzelne,  auf  einander  folgende  Summanden  durch  ihre  Teüsumme  er- 
setzt.    (Das  associatiye  Gesetz  der  Addition.) 

3.  Die  Resultante  zweier  Vektoren  ist  unabhängig  Ton  der  Reihen- 
folge der  Vektoren.     (Das  kommutatiye  Gesetz  der  Addition.) 

4.  Vektoren,  die  in  derselben  Geraden  liegen,  werden  algebraisch 
addiert. 

5.  Das  Resultat  der  Addition  ist  in  seiner  relativen  Lage  zn  den 
gegebenen  Vektoren  nur  von  der  relativen  Lage  dieser  Vektoren  za 
einander  abhängig,  nicht  aber  von  ihrer  absoluten  Lage  im  Räume; 
eine  Drehung  um  den  Bezugspunkt')  ändert  also  die  relative  Lage  der 
Resultanten  zu  ihren  Komponenten  nicht. 

6.  Die  Operation  der  Zusammensetzung  ist  stetig,  d.  h.  man  kann, 
nachdem  man  um  den  Endpunkt  der  Resultanten  zweier  Vektoren 
ein  beliebig  kleines  Gebiet  G^  abgegrenzt  hat,  auch  um  die  Endpunkte 
der  Komponenten  derartig  kleine  Gebiete  G,  und  G^  abgrenzen,  daS 
der  Endpunkt  der  Resultanten  im  Innern  von  G^  bleibt,  wenn  sich  die 
Endpunkte  der  Komponenten  im  Innern  der  Gebiete  G^  resp.  G^  bewegen. 

Darboux  hat  dann  noch  gezeigt,  daß  man  dieses  letzte  Axiom 
durch  das  folgende  ersetzen  kann: 

6  a.  Die  Resultierende  liegt  in  dem  Winkel  kleiner  als  180^,  den 
die  Komponenten   einschließen. 


1)  Darboux:  „Sur  la  compoBition  des  forces  en  statique'^  BuUetin  de« 
sciencefl  matb^matiques  9.  (1876).  Aucb  als  Note  in  der  M^canique  von  Des- 
peyrous  I,  p.  371.  Paris  1884.  Zur  Geschichte  des  Problems  lese  man  Nr.  19 
des  Encyklopildieartikels  IV,  1  von  A.  Yoß:  „Die  Prinzipien  der  latioDellen 
Mechanik". 

2)  D.  h.  den  Punkt,  von  dem  aus  wir  uns  alle  Vektoren  abgetragen  denkec 
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Daß  die  Resultierende  in  der  Ebene  durch  die  beiden  Komponenten 
liegt,  folgt  nach  Darboux  schon  ans  den  Axiomen  5  und  3. 

Darboux  hat  indessen  noch  nicht  bewiesen^  daß  die  genannten 
6  Axiome  auch  notwendige  d.  h.  unabhängig  yon  einander  sind.  Und 
zur  Frage  nach  der  UnabhänffigJceit  jener  6  Axiome  söU  nun  diese  Note 
einen  Beitrag  liefern. 

Daß  die  Axiome  1,  2,  3  notwendig  sind,  hat  bereits  Herr  Schur 
in  einer  in  dieser  Zeitschrift  veröffentlichten  Note  über  denselben  Gegen- 
stand^) herrorgehoben;  daß  man  das  vierte  Axiom  nicht  entbehren  kann, 
folgt  leicht  aus  den  Betrachtungen  Darboux'.  Inwieweit  die  Axiome 
6  resp.  6a  notwendig  sind,  will  ich  dahin  gestellt  sein  lassen^;  es  er- 
übrigt also  nur  noch  eine  Diskussion  des  fOnffcen  Axioms,  das  die  Un- 
abhängigkeit des  Resultates  von  den  Drehungen  um  den  gemeinsamen 
Bezugspunkt  der  Vektoren  ausspricht. 

Herr  Schur  hat  nun  in  der  erwähnten  Note  mittels  gruppen- 
iheoretischer  Betrachtungen  gezeigt,  daß  man  das  fänffce  Axiom  enir 
behren  kann,  wenn  man  statt  seiner  annimmt,  daß  gewisse  auftretende 
Funktionen  erste  und  zweite  Differentialquotienten  besitzen. 

Hier  soU  nun  folgendes  dargetan  werden: 

1.  Das  f&nfte  Axiom  Darboux'  ist  nicht  enlbehrlichy  wenn  man 
auf  die  Differentiierbarkeü  verzichtet. 

2.  Es  ist  aber  schon  dann  nicht  mehr  notwendig,  wenn  man  nur 
die  Existenz  eindeutiger,  stetiger  und  bestimmter  erster  Differential- 
quotienten der  in  Frage  kommenden  Funktionen  voraussetzt. 

Diese  Tatsache  gründet  sich  auf  folgenden  analytischen  Satz,  den 
wir  auch  beweisen  werden: 

Die  einzigen  homogenen  Funktionen  erster  Dimension,  die  n^st  ihren 
ersten  Ableitungen  in  der  Umgdmng  der  NuüsteUen  der  Variablen  end- 
lich, stetig  und  eindeutig  sind,  sind  die  ganzen  linearen  Fu/nktionen. 

3.  Endlich  soll  dann  noch  auf  eine  neue  Weise  gezeigt  werden, 
daß  samtliche  Axiome  Darboux'  hinreichend  sind  (Ich  nenne  diesen 
Satz  im  folgenden  kurz  den  Darboux  sehen  Satz.).  Die  dabei  ver- 
wendeten Methoden  sind  zwar  nicht  ganz  so  elementar  wie  die  Dar- 
bouxschen,  benutzen  aber  keine  speziellen  elementargeometrischen  Sätze 
und  dürften  dadurch  an  Durchsichtigkeit  gewinnen. 

Ein  Kenner  der  Grundlagen  der  Geometrie  wird  übrigens  merken, 
daß  es  sich  bei  dem  ganzen  Problem  eigentlich  nur  um  die  Geometrie 

1)  Siehe  diesen  Band,  S.  852. 

2)  Um  die  Unabhängigkeit  zu  beweisen,  käme  es  darauf  an,  eine  unstetige  Funk- 
tion 9(«)  zu  konstruieren,  die  der  Funktionalgleichung  9(a;+y)=»7(^)+ 7(y)  genügt. 
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des  StrahlenbündelBy  d.  h.  um  die  ebene  elliptisdie  Geometrie  handelt 
Nennen  wir  das  in  §  2  betrachtete  Gebilde  xX  +  yfl  eine  „Gerade^  in 
den  homogenen  Koordinaten  x,  y,  so  zeigt  §  1^  daß  diese  „Geraden^' 
bei  geeigneten  Koordinaten  linearen  Gleichungen  genügen,  und  da 
das  Stetigkeitsaxiom  erfOllt  ist,  so  stellt  die  Yon  diesen  „Geraden''  ge- 
bildete Geometrie  nichts  anderes  dar  als  eine  Punktabbildnng  der  ge- 
wöhnlichen elliptischen  Geometrie.  In  dieser  neuen  Geometrie  gelten 
natürlich  auch  die  Kongruenzaziome,  es  gibt  also  eine  Gruppe  Ton  oo' 
Bewegungen.  Und  nun  sagt  Axiom  5  einfach  aus,  daß  diese  Gmppe 
mit  der  Gruppe  der  Bewegungen  der  gewöhnlichen  elliptischen  Geo- 
metrie identisch  ist.  Daraus  wird  dann  geschlossen,  daß  die  Abbildung 
allein  die  kongruente  sein  kann,  daß  also  die  neu  definierte  Geometrie 
YoUstandig  mit  der  elliptischen  Geometrie  der  Ebene  übereinstinunt 
Und  das  ist  dann  im  wesentlichen  der  Inhalt  des  Darbouxschen  Satzes. 


§  1. 
Die  Addition  und  Subtraktion  von  Vektoren. 

Bezeichnen  wir,  weil  es  so  bequem  ist,  beliebige  Vektoren  mit 
ä,  b  etc.  (nach  Besal,  Somoff  und  Heun),  den  Vektor,  der  ^  mal  so 
groß  ist  wie  a,  aber  gleichgerichtet,  mit  l  •  ä  und  die  Resultierende 
der  Vektoren  ä  und  b  mit  ä  +  b,  so  gelten  f&r  diese  Operation  der 
Zusammensetzung  nach  den  Axiomen  1 — 4  und  6  die  folgenden  Satze: 

a)  Für  die  Vektoren  Xä  und  (lä  bestehen  die  gewöhnlichen  Rech- 
nungsregeln  der  Addition,  es  ist  ako 

Aä  +  fta  =  (A  +  f*)  a        (Axiom  4) 

Insbesondere  ist  auch 

a  +  (-  ö)  =  0, 

wenn  wir  mit  —  ä  den  zu  ä  entgegengesetzt  gleichen  Vektor  bezeichnen. 
ß)  Es  gilt  das  associative  Gesetz 

ö  +  (&  +  c)  =  (a  +  6)  +  c=»a  +  &  +  c.        (Axiom  2) 

y)  Es  gilt  das  kommutatiye  Gesetz 

ö  +  5  =  5  +  ö.        (Axiom  3) 

d)  Es  gilt  das  distributive  Gesetz 

A(a  +  6)  =  A.ö  +  A-5. 

Denn  zunächst  ist  nach  a),  ß)  und  y) 

2(a  +  i)  =  (ä  +  &)  +  (ä  +  5)  -  2ä  +  26. 
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Ebenso  ei^bt  sich  der  Satz  für  jedes  ganzzahlige  A.     Sei  nun  A  =  —  ^ 
wo  n  eine  ganze  Zahl  ist;  so  ist  nach  dem  schon  Bewiesenen 


also 


ia  +  -&  =  ~(ä  +  6). 


Daraus  folgt  dann  der  behauptete  Satz  weiter  für  jedes  rationale  A  und 
schließlich  nach  dem  Stetigkeitsaxiom  auch  für  irrationales  A. 
£)  Es  gibt  außer  —  ä  keinen  Vektor  h,  sodaß 

a  +  6-0 

wäre.     Denn  sonst  folgte 

ä  +  6  +  (-  6)  =  -  6, 

also  nach  a)  und  ß) 

a  =  —  6 
w.  z.  b.  w. 

g)  Die  Substraktion  ist  eindeutige  d.  h.  es  gibt  zu  zwei  bekannten 
Vektoren  ä  und  b  nur  einen  bestimmten  Vektor,  nämlich  ^  =  6  +  (—  a) 
—  wofür  wir  dann  auch  b  —  ä  schreiben  — ,  sodaß 

ä  +  X  =  b 
wird. 

(Folgerung  aus  £.) 

rf)  Für  Vektoren  der  Form  Xä  +  \ib  geUm  die  gewohnlichen  Begdn 
der  Addition  und  Subtraktion  unter  einander,  sowie  der  Multiplikation 
mit  gewöhnlichen  Zahlen, 

Dieser  Satz  faßt  nur  die  yorhergehenden  Sätze  noch  einmal  zu- 
sammen. Die  Subtraktion  macht  deshalb  keine  Schwierigkeiten,  weil 
ja  nach  dem  Vorhergehenden  die  Differenz  ä  —  b  nichts  anderes  ist  als 
die  Summe  a  +  (—  5)- 

§2. 

Beweis  der  Unabhängigkeit  des  fünften  Axioms. 

Wir  schicken  diesem  Beweise  noch  zwei  Bemerkungen  voran: 

a)  Ein    Vektor    kann    nicht    auf   zweierlei   Weise    in   der  Form 

xk  -f  yjl  dargestellt  werden,   wo  A  und  ji  gegebene  Vektoren  sind,  die 

nicht  in  einer  Geraden  liegen.     Denn  aus 

x'k  +  yyL=^  x'l  +  y'ji 
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folgt  {x  —  z')li  +  (y  —  y')f*  ^  ^'  ^^^  ^  ^  i^sjäoi  §  1  und  nadi  der 
Annahme  über  Ä  und  ft  nur  möglich,  wenn  x^x'  und  y  »  y'  ist 

/3)  Wahlen  wir  zwei  nicht  in  derselben  Geraden  liegende  Vektoren 
Ä  und  fi  und  betrachten  die  Gesamtheit  der  Vektoren  xX-\-yyL  bei 
variabeln  x  und  y,  so  erf&Uen  die  Endpunkte  dieser  Vektoren  nidU  den 
ganzen  Raum.  Denn  sonst  gäbe  es  eine  ein-eindeutige  (Axiom  1  und 
Satz  Oy  %2)  und  stetige  (Axiome  4  und  6)  Abbildung  der  ebenen 
MannigfjEdtigkeit  x^  y  auf  einen  dreidimensionalen  Baum^  die  unmög- 
Uch  ist.^) 

Daher  können  mr  einen  Vddor  v  finden^  sodaß  v  nidU  m  der 
MannigfcdHgkeit  xk  +  yfl  vorkommt.  Aus  denselben  Ghünden  kann 
noch  verlangt  werden,  daß  v  nicht  in  der  durch  X  und  ft  bestimmten 
Ebene  liegt. 

Wir  fassen  jetzt  die  Gesamtheit  der  durch 

xl  +  yyi  +  ev 

darstellbaren  Vektoren  ins  Auge,  wobei  A,  jZ,  v  drei  feste,  nicht  in 
einer  Ebene  gelegene  Einheitsvektoren  bedeuten.  Außerdem  sei  v  nicht 
in  der  Mannigfaltigkeit  xX  +  y]i  enthalten.  (Siehe  /3);  X  und  f»  aber 
sollen  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  x,  y,  z  mögen  unabhängig  von 
einander  sämtliche  reellen  Zahlen  durchlaufen. 

Dann  beweist  man  ebenso,  wie  in  a)  f&r  die  Vektoren  xÄ  +  yf^ 
geschehen  ist,  daß  kein  Vektor  durch  zwei  yerschiedene  Zahleniripel 
Xy  y,  z  dargestellt  werden  kann. 

Betrachten  wir  nun  ^,  y,  jgr  als  Koordinaten  in  einem  Bildraome^ 
bezogen  auf  ein  zu  dem  Dreikant  A,  jx,  v  kongruentes  Achsensjstem 
O'xyjSy  so  wird  durch  die  obige  Darstellung  dieser  Bildraum  eindeutig 
und  stetig  auf  einen  gewissen  Teil^)  des  Ori^nal-,  d.  L  des  Vektorraomes 
abgebildet. 

Diese  Abbildung  hat  überdies  noch  die  Eigenschaft,  daß  Punkte, 
die  auf  einer  Geraden  durch  den  Koordinatenanfangspunkt  0'  liegen, 
wieder  in  Punkte  auf  einer  Geraden  durch  den  Anfisuigspunkt  0  des 


1)  Siehe  G.  Cantor:  „Über  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  stetigen  Mannig- 
faltigkeiten''. Göttinger  Nachrichten  1879  Seite  127.  Man  findet  dort  auch  die 
weiteren  Literatorangaben. 

2)  Es  sei  bemerkt,  daß  man  ohne  Hinzunahme  des  f&nften  Axionu  oder 
eines  Axioms  der  Differentiierbarkeit  beweisen  kann,  dafi  diese  Abbildnng  aof 
den  ganzen  Originalraom  stattfindet  und  umkehrbar  eindeutig  ist.  Der  elemen- 
taren Darstellung  wegen  habe  ich  den  Beweis  für  diese  Behauptung,  die  ich  nicht 
brauche,  hier  unterdrückt. 
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Vektorramnes  übergehen  (Distributiyes  Gesetz  1,  d).  Außerdem  ist  die 
Punktabbildnng  der  einzelnen  Geraden  ähnlich  (Axiom  4  und  das 
distribnÜTe  Gesetz  1,  d);  speziell  werden  drei  Geraden  (xl,  yji  und  ev) 
kongruent  transformiert. 

Da  nun  der  Zusammensetzung  von  Vektoren  im  Originalraum  die 
gewöhnliche  Zusammensetzung  von  Vektoren  im  Bildraum  entspricht 
(Satz  fj,  §  1),  so  haben  wir  jetzt  die  allgemeinste  Methode,  Vektoren 
nach  den  Axiomen  1,  2,  3,  4  und  6  eusammeneusetzen  und  zwar  die 
folgende*): 

Man  bilde  das  Geradenbündel  durch  0  eineindeutig  und  stetig  auf 
das  G^eradenbündel  durch  0'  ab  und  zwar  so,  daß  drei  beliebig  gewählte, 
aber  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Geraden  ihre  gegenseitige  Lage  bei- 
behalten. Dann  erzeuge  man  eine  ein-eindeutige,  stetige  Punkttrans- 
formation  dadurch,  daß  man  die  Punkte  einer  Originalgeraden  in  die 
Punkte  ihrer  Bildgeraden  ähnlich  transformiert,  wobei  man  den  Punkt  0 
jedesmal  in  den  Punkt  0^  überführt  und  die  Punkte  der  drei  aus- 
gezeichneten (Geraden  kongruent  überträgt.  Der  Ähnlichkeitsfaktor 
muß  im  übrigen  yon  Strahl  zu  Strahl  stetig  variieren. 

um  nun  Vektoren  zusammenzusetzen,  suche  man  ihre  Bilder,  setze 
diese  nach  der  gewohnlichen  Methode  zu  einer  Resultierenden  zusammen 
und  bestimme  zu  dieser  wieder  das  OriginaL  Nennen  wir  dieses  Original 
die  Resultierende  der  gegebenen  Vektoren,  so  haben  wir  eine  Art  der 
Zusammensetzung,  die  offenbar  alle  Axiome  1,  2,  3,  4  und  6  erfüllt, 
und  nach  den  Torliegenden  Betrachtungen  auch  die  allgemeinste. 

Jeder  neuen  Abbildung  entspricht  im  allgemeinen  eine  neue  Zu- 
sammensetzung, nur  bei  kongruenter  Abbildung  ergibt  sich  die  ge- 
wohnliche. Daß  es  aber  sehr  viele  der  oben  beschriebenen  Abbildungen 
gibt,  leuchtet  ein,  ein  spezielles  Beispiel  soll  am  Schlüsse  des  folgenden 
Paragraphen  g^;eben  werden.  Da/mit  ist  die  Unabhängigkeit  des  Axiomes  5 
ennesen. 

§3. 

Der  Satz  von  den  homogenen  Funktionen  erster  Dimension. 

Die  Voraussetzung  der  Differentilerbarkeit  usw.  ersetzt  das  Axiom  5 

vollständig. 

Um  nun  die  Rolle  zu  erkennen,  welche  die  Differentilerbarkeit  bei 
der  ganzen  Frage  spielt,  drücken  wir  unser  Resultat  analytisch  aus. 

1)  Ich  habe  den  Satz  so  ausgesprochen,  als  ob  die  Möglichkeit  der  Darstellung 
eines  jeden  Vektors  durch  xl  +  yii  +  zv  bewiesen  wäre  (siehe  die  Anmerkung  2) 
der  vorigen  Seite).    Für  den  Fortgang  der  Untersuchung  macht  das  nichts  aus. 
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Seien  die  Koordinaten  im  Originalraum  (bezogen  auf  Xy  iyv)  l, 
1]^  {;,  so  ist  unsere  Abbildung  gegeben  durch 

und  diese  Funktionen  genügen  der  Funktionalgleichung: 

f{tx,  ty,  tz)^t'  fix,  y,  z\  (/=«\*;) 

d.  h.  %j  Kl,  %  sind  stetige^  eindeutige^  homogene  Funktionen  erster  Dimension. 
Außerdem  ist  noch 

g(a:,0,0)  =  a:;       %{^,y,Q)  =  0;      6(0,0,^)  =  0  usw. 

Homogene  Funktionen  erster  Dimension  gibt  es  natürlich  in  grofier 
Anzahl.  Wir  behaupten  aber,  wie  schon  in  der  Einleitung  hervor- 
gehoben wurde,  Aafi  die  einzige  homogene  Funktion  ersUr  Dimensm^ 
die  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  0,  y«=»0,  e  -^0  nebst  Arm 
ersten  DifferentialquotierUen  endlich,  stetig  und  eindeutig  verhäÜ,  die  ga$ue 
lineare  Funktion  ist. 

Beweis:  Zunächst  folgt  aus  obiger  Funktionalgleichung,  daS 

/•(0,0,0)  =  0 

ist.    Daher  kann  man  nach  dem  Mittelwertsatze  der  Differentiahechnoog 
schreiben: 

f(tx,  ty,  tz)  =  tx  '  f^i^x,  »y,  »z)  +  tyf^{»x,  »y,  »z)  +  tzf^{^x,  dy,  M 

wo  f^,  f^,  /*3  die  partiellen  Ableitungen  Ton  f  nach  den  drei  Yaiiabdn 
bedeuten,  ^  aber  eine  Zahl  zwischen  0  und  t 

Da  aber  nach  der  Funktionalgleichung  die  linke  Seite  gleidi 
t '  f(x,  y,  z)  sein  soll  und  alle  yorkommenden  Größen  stetig  sind,  so  ist 

f{^f  y,^)-^'  fti^^y  »y,  »^)  +  yfti^x,  ^y,  »z)  +  zf^{»x,  ^y,  9b). 

Geht  man  jetzt  zur  Grenze  t^O  also  auch  ^  =  0  über,  so  werden 
fif  fif  fz  bestimmte  Eonstante  q,  c^,  c^,  also 

f{x,  y,  z)^c^x  +  c^y  +  c^z, 

und  damit  ist  der  Hilfssatz  bewiesen. 

Wenn  wir  daher  die  Existenz  bestimmter,  endlicher  und  ste^ 
Differentialquotienten  als  neues  Axiom  hinzunehmen^  so  können  wir  setsea 

5  =  o^a?  +  Ojy  +  a^z, 

fl^b^x  +  b^y  +  \z, 

l=^c^x  +c^y  -^  c^z. 
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Da  aber  für  y  =  0,  jer  =»  0  anch  ij  =  0,  f  =  0  nnd  g  =  a;  werden  sollte 
u.  8.  w.y  BO  folgt  noch 

«1  =  6,  =  eJi=-l,      oj  —  aj  =  6i  =  6,  «q==ci«0. 

Es  bleibt  als  einzig  mögliche  Abbildung  die  kongruente  Abbildung, 
und  damit  ist  die  von  Herrn  Schur  aufgestellte  Behauptung  nochmals 
erwiesen.  Das  fünfte  Axiom  der  Unabhängigkeit  von  den  Drehungen 
läßt  sich  durch  das  Axiom  der  Differentiierbarkeit  vollständig  erseteen, 
und  moar  genügt  bereits  die  Existem  und  das  reguläre  Verhalten  der 
ersten  Differentialquotienten. 

Der  anschauliche  Inhalt  des  Beweises  ist  folgender:  Jede  Abbildung 
ist  bei  der  Existenz  regulärer  Differentialquotienten  im  ünendlichkleinen 
affin  und  hier  sogar  kongruent  nach  den  Nebenbedingungen.  Da  aber 
die  Geraden  durch  0  wieder  in  Gerade  durch  0'  und  die  Punkte  einer 
jeden  Geraden  durch  0  ähnlich  transformiert  werden,  so  ist  die  Ab- 
bildung auch  im  Endlichen  kongruent. 

Leisten  wir  aber  auf  die  Existenz,  Stetigkeit,  Endlichkeit  oder 
Eindeutigkeit  der  Differentialquotienten  Verzicht,  so  gibt  es  noch  un- 
endlich viele  andere  Funktionen,  wie  wir  sie  brauchen,  z.  B.  können 
wir  setzen  ^s 

_         y' 

^       a;»+y»  +  J5«' 

also 

a;  =  gV[r/«  +  ^'/«  +  f^«]  usw. 

Daraus  aber  ei^bt  sich  eine  andere  als  die  gewöhnliche  Zusammen- 
setzung, z.  B.  hat  der  Endpunkt  der  Resultierenden  von  |,  0,  0  und 
0,  17,  0  die  Koordinaten 

V  II» 


V  +  n''    V+n'' 


0  (statt  5,  ij,  0). 


Dcmit  ist  die   Unabhängigkeit  des  fünften  Axioms  nochmals  durch  ein 
Beispiel  dargetan. 

§4. 

Der  Beweis  des  Darbonxschen  Satzes  unter  Benutzung  des 
f&nften  Axioms. 

Der  Vollständigkeit  halber  mag  jetzt  der  Beweis  des  Darbonx- 
schen Satzes  unter  Hinzunahme  des  fünften  Axioms  durchgeführt  werden. 
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Wie  schon  Darboux  gezeigt  hat^  li^  nach  diesem  Axiom  die 
Resultierende  zweier  Vektoren  stets  in  der  Ebene  dnrch  diese,  nnseie 
Flachen  xk  +  x^  sind  also  Ebenen,  wie  man  anch  X  nnd  ft  wählen 
mag.  Mithin  hat  die  in  §  2  besprochene  Abbildung  des  Strahlen- 
bündels durch  0  die  Eigenschaft,  Ebenen  in  Ebenen  überznf&hren,  die 
AbbUdnng  ist  also  projektiv.  Weil  femer  yon  yomherein  drei  Geraden 
und  wie  man  durch  fortgesetzte  Anwendung  des  f&nften  Axioms  er- 
kennt, alle  durch  Winkelhalbieren  aus  ihnen  ableitbaren  Geraden  ihre 
gegenseitige  Lage  nicht  ändern,  so  ist  die  Abbildung  des  Strahlen- 
bündels kongruent.  Fernerhin  muß  der  Ahnlichkeits&ktor,  der  bei 
der  Punktabbildung  für  jeden  Strahl  auftritt,  überall  gleich  1  sein, 
wie  man  ebenfalls  leicht  aus  der  Unabhängigkeit  des  Resultates  von 
allen  Drehungen  folgert. 

Mithin  ist  die  kongruente  Abbildung  die  allein  mögliche,  i& 
gewöhnliche  Addition  der  Vektoren  ist  die  eineige,  wdche  aUe  sechs  Axiome 
befriedigt. 

Anhang. 

Es  mag  noch  kurz  angedeutet  werden,  wie  sich  unser  Beweis  des 
Darbouxschen  Satzes  umgestaltet,  wenn  man  gleich  das  fünfte  Axiom 
hinzuzieht,  aber  statt  des  Stetigkeitsaxioms  nur  fordert,  daß  die  Resul- 
tierende zweier  Vektoren  im  Innern  des  von  ihnen  gebildeten  Winkels 
liegt  (Axiom  6  a). 

Zunächst  bleiben  die  in  §  1  genannten  Sätze  gültig  bis  auf  das 
distributive  Gesetz  d).  Dieses  kann  einstweilen  nur  für  den  Fall  ge- 
schlossen werden,  daß  X  in  A(a  +  ^  eine  rationale  Zahl  ist.  Beschiunken 
wir  uns  also  zunächst  auf  rationale  x,  y,  Zj  so  erhalten  wir  eine  ein- 
eindeutige Abbildung  der  rationalen  Punkte  des  x-y  y-,  ^-Raumes  auf 
gewisse  Punkte  des  Originalraumes.  Da  aber  für  rationale  t,  a,  h,  c 
die  Endpunkte  von  t{ak  +  hyL  +  cv)  bei  variablem  t  auf  einer  (Geraden 
liegen,  so  gehen  bei  unserer  Abbildung  des  Originalraumes  S,  %  l  auf 
den  Bildraum  x^  y,  e  nach  Axiom  5  Ebenen  wieder  in  Ebenen  über, 
die  ganze  Abbildung  ist  daher  nach  der  Schlußweise  des  §  5  kongraent 
Vektoren  xX  +  y'^  +  zv  mit  rationalem  Xy  y,  e  werden  in  der  gewohn- 
lichen Weise  zusanmiengesetzi 

Da  aber  alle  Schlüsse  dieselben  geblieben  wären,  wenn  man  statt 
der  Einheitsvektoren  jl,  fi,  v  drei   andere,  unter  sich   gleichlange^ 


1)  Gleichlang  müBsen  sie  sein,  damit  Punkte  der  Halbienmgslinien  rational 
daratellbar  Bind  und  daher  die  Schlnßweise  von  §  4  angewendet  werden  kami. 
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Vektoren  gewählt  hätte,  so  gut  der  eben  genannte  Satz  auch  noch  f&r 
alle  Vektoren  xX  +  yji  +  0v,  f&r  die  nur  die  Verhältnisse  xiyijs 
rational  sind. 

Betrachten  wir  nun  den  Vektor  xX  +  yji  bei  beliebigem  aber  festem 
z  xmd  variablem  y,  so  ist  die  Richtung  dieses  Vektors  eine  monotone 
Funktion  von  y  (nach  Axiom  6a),  d.  h.  der  Vektor  xX  +  yji  nähert 
sich  bei  wachsendem  positiven  y  immer  mehr  der  Richtung  von  ji. 
Da  aber  für  alle  y,  die  zu  o:  in  rationalem  Verhältnis  stehen,  die 
Richtung  von  xk  +  yji  zu  den  Richtungen  X  und  Ji  dieselbe  Lage  hat^ 
wie  im  Bildraume  der  durch  die  Koordinaten  x,  y  gegebene  Vektor  zu 
X,  ji  im  Bildraum,  so  gilt  dasselbe  auch  noch,  wenn  x :  y  eine  beliebige 
irrationale  Zahl  ist. 

Infolgedessen  ist  sicherlich  fOr  jedes  t 

t-xX  +  ty-Ji^  q>{t)  (xX  +  yji). 

Es  hat  aber  ^{t)  folgende  Eigenschaften: 

1)  Für    rationale   t   ist    9)  (t)  =  /.     (Beweis    genau    so    wie    bei 

§  1,  *■) 

2)  g>{t)  hat  das  Vorzeichen  von  /.    (Axiom  6  a.) 

3)  Es  besteht  nach  Axiom  4)  und  den  Sätzen  cc,  ß,  y  des  §  1 
die  Funktionalgleichung 

9(^+O-9>(0  +  9>(O- 

Daher  ist  nach  Darboux  stets  fp{^  » t 

Die  Vektoren  der  durch  X  und  fZ  bestimmten  Ebene  werden  also 
sämtlich  in  der  gewöhnlichen  Weise  zusammengesetzt.  Da  aber  X 
und  fi  beliebig  gewählte  Einheitsvektoren  sein  konnten,  so  gilt 
das  Resultat  fflr  alle  Vektoren;  der  Darbouxsche  SaU  ist  somit 
bewiesen. 


u* 


572  Bin  Appurat  zur  HestimmTiDg  des  Flächeninhalts  etc. 


Ein  Apparat  znr  Bestimmimg  des  Flftchenmlialts, 
des  statisclien  Moments,  Trägheitsmoments  nnd  beliebiger 
anderer  Momente  kmmmlinig  begrenzter  ebener  Figuren. 

Von  J.  ScHNÖGKEL  in  Dü88eldor£ 

Allgemein  bekannt  ist  das  Verfahren^  ebene  n-Ecke  durch  eine 
einfache,  geometrische  Eonstraktion  in  n  —  1-Ecke  und  nach  n  — 3- 
maliger  Anwendung  der  Methode  in  Dreiecke  zu  yerwandebi,  welche 
dem  n-Eck  an  Flache  gleich  sind.  Der  Praktiker  bedient  sich  zu 
diesem  Zweck  zweier,  gegen  einander  verschiebbarer  Dreiecke  aus  Hols^ 
Gelluloid  oder  Metall  und  einer  Eopiemadel,  um  Punkte  auf  dem  Papier 
mit  Sicherheit  zu  bezeichnen.  Man  kann  sich  nun  die  Frage  ror- 
legen,  ob  es  nicht  ein  ebenso  einfaches  Verfahren  gibt,  krummlinig 
begrenete  Figuren  nach  Flache  auszugleichen,  oder,  was  gleich  bedeutend 
ist,  in  geradlinig  begrenzte  zu  verwandeln,  deren  Flacheninhalt  leicht 
als  das  Produkt  von  zwei  Faktoren  ermittelt  werden  kann. 

Diese  Aufgabe  wird  im  folgenden  gelöst,  und  es  wird  gezeigt  werden, 
daB  man  nicht  allein  nach  Flacheninhalt,  sondern  auch  ebenso  leicht 
in  bezug  auf  das  statische  Moment,  das  Trägheitsmoment  und  jedes 
beliebige  andere  Moment  auszugleichen  vermag. 

Beschreibimg  des  Apparats. 

Die  Figur  1  stellt  ein  zweiseitig  geteiltes  Lineal  von  25  cm  I^nge, 
5  cm  Breite  und  1  mm  Dicke  aus  völlig  durchsichtigem  Gelluloid  in  Form 
pj^^  eines     prismatischen    HaS> 


A 


\ 


Stabes  vor.  Der  kurze  Stricli  in 
der  Mitte  von  AB  bezeichnet 
eine,  der  Kante  parallele,  stäh- 
lerne Schneide  (siehe  auch  den 
Längsschnitt  Fig.  1  unten), 
die  in  das  Lineal  eingelassen 
ist.  Sie  ist  nach  unten  kreis- 
förmig scharf  angeschlifien 
und  tritt  auf  der  Kehrseite  des 
Stabes  etwa  0,35  mm  hervor. 
Die  Kante  Ä  ist  von  der  Mitte  aus  nach  den  Seiten  hin  im  Maß- 
stab 1  :  150   geteilt.     Die  Teilung   ist  auf  der  Unterseite  des  durdi- 


j^      !ll Ulli i       ^ 
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siclitigen  Lineals  mit  kräftigen,  schwarzen  Strichen  ansgefShit  und 
auf  Meterstriche  beschrankt,  damit  die  Übersichtlichkeit  nicht  durch 
fär  den  Yorliegenden  Zweck  un- 
nötige Eleinstriche  beeinträchtigt 
wird.  Die  Kante  B  zeigt  Tei- 
lungen in  1  :  150  und  1 :  75. 
Das  Lineal  Fig.  2  gleicht  bis  anf 
eine  Verschiedenheit  in  den  Tei- 
lungen dem  in  Fig.  1  dargestellten 
vollkommen.  Die  Spante  C  ent- 
spricht A  in  Fig.  1  und  ist  im  Mafistab  1 :  150  und  1 :  50  von  der 
Mitte  aus  geteilt.  Lifolge  der  bedeutenden  Lange  eines  Meterintenralles 
empfehlen  sich  hier  kleine  Zwischenstriche  bei  0,5. 


Die  Ansgleioliung. 

Die  Lineale  Fig.  1  und  2  sind  für  die  Ausgleichung  offener  Kurven- 
Züge  wie  Fig.  3  oder  geschlossener,  krummlinig  begrenzter  Figuren 
bestimmt. 

Um  den  Linienzug  OKE  (Fig.  3)  von  0  aus  g^en  die  Leitlinie 
MN  auszugleichen,  legt  man  die  Kante  A  des  Apparats  mit  der  Null- 
marke  so  im  Anfangspunkt  der  Kurve   0  an,   dafi  die  Kante  in  die 


Tangentenrichtung  fallt.  Drückt  man  nun  die  Schneide  des  Gelluloid- 
lineds  mit  der  rechten  Hand  ein  wenig  auf  das  Papier,  so  ist  nur  eine 
Drehung  des  Stabes  um  den  Berührungspunkt  der  Schneide  mit  dem 
Papier  und  eine  gleitende  Bewegung  in  der  Kantenrichtung  möglich. 
Das  Lineal  wird  nun  mit  Hilfe  der  Linken  in  der  Schneidenrichtung 
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stetig  nach  rechts  yerschoben  und  zngleich  allmählich  so  gedreht,  daB 
sich  die  gemeinsame  Nullmarke  der  Teilungen  immer  zwischen  dem 
Schnittpunkt  der  Kante  mit  der  Leitlinie  MN  und  der  Eurre  befindet 
Die  Entfernung  der  Nullmarke  von  den  Schnittpunkten  H  und  K  wird 
durch  die  Teilungen  der  Kante  so  geregelt,  daB  für  diese  Punkte  an 
den  Skalen  die  gleichen  Zahlen  abgelesen  werden.  Mit  der  stetigsi 
Änderung  der  Lage  des  Lineals  ändern  sich  auch  die  Ablesung^ 
stetig,  jedoch  ist  die  Bewegung  so  zu  r^eln,  daß  fBr  eine  bestunmte 
Lage  beide  Ablesungen  gleich  werden.  In  der  Figur  schnddet  die 
Leitlinie  die  linke  Teilung  kurz  vor  der  12.  Ware  bei  JT  die  12 
schon  erreicht,  so  müßte  eine  korrigierende  Veränderung  in  der  Lage 
des  Lineals  stattfinden.  Eine  genauere  Ablesung  zwischen  den  Strichen 
wird  nicht  gemacht,  aber  es  ist  nötig,  schätzungsweise  die  Entfemoog 
des  Schnittpunktes  vom  nächsten  Strich  zu  merken.  Man  verfolgt  so 
den  ganzen  Verlauf  der  auszugleichenden  Kurve,  ohne  die  Punkte  H 
und  K  aus  den  Augen  zu  lassen.  Benutzt  man  die  Kante  A,  so  li^ 
die  Nullmarke  auf  der  Mitte  zwischen  H  und  Kj  während  sie  bei  B 
und  C  mehr  nach  K  hin  fallt. 

Es  gebort  einige  Übung  dazu,  einen  Linienzug  schnell  und  fehlerlo« 
auszugleichen.  Die  Schwierigkeit,  H  und  K  standig  im  Auge  za  be- 
halten, wächst  zunächst  mit  der  Entfernung  der  beiden  Punkte,  jedoch 
lehrt  die  Erfahrung,  daß  es  immerhin  leicht  ist,  Kurven  in  einer 
Längenausdehnung  von  20  bis  50  cm  scharf  auszugleichen.  Auch 
kommt  dem  VerfiEhhren  eine  äußerst  günstige  Fehlerausgleichung  zu 
statten. 

Die  Kante  A  ist  zur  Ausgleichung  nach  Fläche  bestimmt.  Während 
der  Bewegung  befindet  sich  die  Nullmarke  immer  auf  der  Mitte  zwisch^ 
JET  und  Ky  da  rechts  und  links  von  A  gleiche  Teilungen  1 :  150  ent- 
worfen sind. 

um  nach  dem  statischen  Moment  auszugleichen,  benutzt  man  die 
Kante  B  des  Apparats.  Die  Teilungen  um  B  sind  verschieden  1 :  150 
und  1 :  75  (siehe  Fig.  1  und  2);  es  wird  daher  BK^\BH, 

Bei  Anwendung  der  Seite  C,  Ausgleichung  nach  dem  Trägheits- 
moment einer  Kurve,  sind  die  Teilungen  1 :  150  und  1 :  50  gewählt) 
sodaß  CJT-ICjffist. 

Verwertung  der  ausgleichenden  Gferaden. 

Der  Kurvenzug  0£  (Fig.  4)  wird  durch  die  Oerade  EA  oaeh 
Fläche,  durch  EB  nach  dem  statischen  und  durch  EC  nach  dem 
Tragheitsmoment  in  bezug  auf  die  Leitlinie  MN  ausgeglichen. 
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Fig.  4. 


S   schneidet. 


Es    ergibt    sicli    als    Flächeninhalt    des    zwischen    der    Geraden 
OE  nnd  der  Emre  liegenden  Teils 

i:,^\A0.iE0)~M,7,    jjj 

als  statisches  Moment 

2i  =  |B0(-B0)«  =  405,0, 

als  Trägheitsmoment 

27,=  |C0(£  O)»=5550,0. 

Man  erlmlt  die  Schwer- 
pnnktsordinate,  indem  man 
PO  =  \E0  macht  und 

za    AP    durch    B    eine    Parallele    zieht,    die    £0    in 
Dann   ist   SO   der  Abstand   der   Schwerlinie   von   MN. 

Ebenso  leicht  wird  die  reduzierte  Pendellange  für  0  als  Drehimgs- 
punkt  konstruiert. 

Man  mache  P'O^  \E0  imd  ziehe  zu  BP'  durch  C  eine  Parallele, 
die  J^O  in  Z  schneidet.    ZO  ist  die  gesuchte  Länge. 

Bei  der  Ausgleil^hung  sehr  unregelmäBiger  oder  in  ihrer  Haupt- 
richtong  der  Leitlinie  paraUeler  Eurren  kann  es  yorkommen,  dafi  die 
ausgleichende  S[ante  des 
Lineals  die  Linie  sehr 
schn^  schneidet.  Diese 
ungOnstige  Lage  wird  da- 
durch yermieden,  daß  man 
die  Au^leichung  an  irgend 
einer  Stelle  der  Kurve  ab- 
bricht und  an  einem  an- 
deren Punkte  weiter  fort- 
setzt. Der  Linienzug  wird 
so  durch  mioei  oder  mehrere 
Gerade  ausgeglichen,  was 
durch  die  Fig.  5  yeran- 
schaulicht  wird. 

Die  Geraden  A^  E  imd 
Ä^E  gleichen  die  Figur 
nach  Flache,  B^E  und  B^E  nach  4em  statischen  Moment  in  bezug  auf 
MN  ans.  Der  Anfangspunkt  der  Ausgleichung  ist  fOr  die  rechte  und 
linke  Seite  der  Kurve  Z.    Für  Berechnungen  gelten  die  Formeln: 

Flache  I\  =-  \A^A^{EO\     stat.  Moment  2^  -  \B^B^{EO)y 


/ .-' 


^''' 
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Da;  wo  es  auf  die  zahlesimäBige  Ermittelang  von  Z^  ankommt^ 
empfiehlt  es  sich,  J^O  zu  20  anzunehmen  ^  f&r  Z^  zu  Y^  und  fSr 
Zg  zu  y^.  Die  Lage  des  Endpunktes  E  kann  auch  außerhalb  der 
Kurve  gewählt  werden.  Dieser  Fall  tritt  ein^  wenn  die  Figur  in  melir 
als  zwei  Teile  zur  Ausgleichung  zerlegt  wird.  Man  hat  dann  zu  be- 
rücksichtigen,  daß  die  Punkte  E  gleiche  Entfernung  yon  der  gemein- 
samen Leitlinie  haben. 

Der  W^;  den  die  Schneide  bei  der  Ausgleichung  beider  Euren- 
zweige  nach  dem  statischen  Moment  genommen  hat;  ist  durch  die 
punktierten  Kurven  1  und  2  zur  Anschauung  gebracht. 

Für  Flachenausgleichungen  unregelmäßiger  Figuren  ist  es  zulässig 
und  oft  vorteilhaft;  krumme  Leiäinien  zu  ziehen,  anstatt  Zerlegungen 
der  Kurven  vorzunehmen. 

Das  Prinzip  des  YerEahrens  ist  durch  die  Betrachtung  der  drei 
am  häufigsten  in  der  Praxis  vorkommenden  Summenformen  Z^,  Z^ 
und  JS^  zur  Genüge  erläutert,  so  daß  es  mit  Benutzung  der  weiterhin 
entwickelten  Formel  leicht  wird;  nach  jeder  gewünschten  Summenform 
auszi^leichen. 

Theorie. 

Die  Gerade  HK  sei  Kante  des  Lineals  mit  der  Nullmarke  Ä  nnd 
der  Schneide  S.    Soll  die  Kurve  MKK'  gegen  die  Leitlinie  MSE 

nach  Fläche  ausgeglidieD 
werden;  so  muß  MHKM 
konstant  bleiben;  wah- 
rend HK  in  die  unend- 
lich wenig  abweichende 
Lage  H'K'  übergdii 
Dann  sind  die  spitzen 
Dreiecke  AKK'  nnd 
ÄHW  flächengleicL  Also 
(Fig.  6) 

\ÄK'ÄK''dq> 

^\AH'AH'dq>, 

Ist  KK'  und  HH'  unendlich  kleiu;  so  kann  man  setzen 

AKr:^AK'^Uy      AH^AH'^v. 

Nach  beiderseitiger  Hebung  des  spitzen  Winkels  dq>  wird 


u  =  t?. 
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Für  die  Macheiiausgleichimg  sind  demnach  die  Teilungen  der 
Kante  einander  gleich. 

Mit  Hilfe  des  Rotationskörpers  von  MK  um  MN  ergibt  sich 
nach  der  Guldinschen  Regel  ein  ähnlicher  Beweis  für  die  Ausgleichung 
nach  dem  statischen  Moment.  Der  Einfachheit  wegen  empfiehlt  es 
sich  aber,  sogleich  zur  analytischen  Ableitung  der  alle  einzehien  Falle 
umfassenden  Formel  für  u  und  v  überzugehen. 

Für  die  Flache  MHTKM  besteht  die  Integralgleichung 

y=0 

Dieser  entspricht  für  das  rechtwinklige  Dreieck 
HPK^fßda. 

Die  Ausgleichung  bedingt,  daß  die  Differenz  der  beiden  Flächen- 
stücke konstant  bleibt: 

fydx-fßda^K 

Eine  allgemeine  Form  erhält  die  Bedingung,  wenn  man  schreibt 

v^v         ß^y 
(1)  fff'dx  -fß^da  =  K 

y=0  ß^O 


Als  Gleichung  der  Geraden  HK  ergibt  sich  aus  Fig.  6 
und  als  Ableitung  folgt: 


du^-dß. 

Dieser  Wert  von  dtc  wird  in  (1)  eingesetzt  und  der  Richtungs- 
koeffizient —  vor  das  Integralzeichen  gezogen: 

(la)  j^dx-^jßrdß^K 

Schreibt  man  y  statt  ß  und  differentiiert,  so  wird 
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Ans  Fig.  6  ersieht  man,  daß 

-  -=  cotg  w    und    dl-)  =  — ;-?-  • 

Durch  Benutzung   dieser  Gleichungen  nimmt  (2)  leicht  folgende 
Form  an: 

(3)  dz-dycoiiv--^^^,^. 

Nach  dem  Sinussatz  ist  in  dem  spitzen  Dreieck  ÄKD 

D»  nun  ^  KDA  -  AWP  —  9,  so  wird 

smqp 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  DD'K*  folgt 

DD'  ^dy-  cotg9). 

Bildet  man  die  Differenz  zwischen  KD'  -=  dx  und  DD\  so  e^ 
gibt  sich 

da;-dy.cotg9)--^- 

Durch  Substitution  in  (3)  erhalt  man 

(4)  Msiny^j^. 
Im  Dreieck  EPK  ist 

y  a.  (tt-f-  v)smip  »usin^)  +  vüxap. 

Nun  folgt  weiter  aus  (4) 

(5)  ^.8iny-y.(l«-^)-iLX. 


Durch  (4)  und  (5)  gelangt  man  zu  der  gesuchten  BestehoBg 
zwischen  u,  v  und  n: 

(6)  f?  -  n  •  u. 

Wird  die  Ausgleichung  im  Anfangspunkte  M  der  Kurve  begonnen, 
so  ist  in  der  Formel  (la)  die  Eonstante  K»  0,  Mau  erhalt  für  das 
allgemeine  Integral 

(7)  /y-da;--^jr. 


Jtrdx-:^^ 
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Die  oben  behandelten  Sonderfalle  sind: 

n  —  +  1,  Flache  2^  '^fydx  =  \ry] 

n  =  +  2,  Statisches  Moment  S^  =  Jy^dx  =-  \ry^\ 

n  »  4-  3,     Trägheitsmoment  Z^  =  fy^dx  =  ^ry*. 

Ist  (Fig.  3  und  6)  die  Kante  des  Lineals  in  der  Richtung  ÄH  im 
Maßstab  1 :  m  geteUt^  so  muß  nach  Gleichung  (6)  ÄK  in  1 :  m  •  n 
geteilt  werden. 

Für  positive,  ganze  oder  gebrochene  n  liegt  die  Schneide  8 
zwischen  B  und  Kj  fOr  negative  ganze  n  jenseits  K  und  fOr  gebrochene 
jenseits  H.  Nur  fllr  n  =  —  1  versagt  die  Formel  (6),  da  die  Schneide 
im  unendlichen  läge. 

Wie  erwähnt,  wird  bei  der  Ausgleichung  nach  der  Summenform 


—  J  tr     (i-«)!r 


die  Schneide  und  Nullmarke  in  die  Verlängerung  von  HK  (bei  Fig.  3 
und  7)  nach  T  fallen.  Da  man  von  T  aus  nach  einer  Richtung  nicht 
zwei  Skalen  1 :  m  und  1 :  m  •  n  an  der  Kante  auftragen  kann,  hilft 
man  sich  dadurch,  beide  Teilungen  auf  folgende  Weise  in  einer  einzigen 
Skalentabelle  zu  vereinigen.  Die  Bedingung,  welche  erfüllt  werden 
muß,  lautet: 

Wird  in  der  Entfernung  0  von  der  Nullmarke  die  Zahl  t  an  der 
Kante  abgelesen,  so  soll  bei  js'^ti'Z  die  Zahl  t'^^t  +  l,  bei  0" »» n' •  0 
die  Zahl  i"  =^t  +  2  und  allgemein  bei  0^  =  n*  •  j?  die  Ziffer  ta=^t+a 
erhalten  werden. 

Die  noch  unbekannte  Gleichung  der  Skalentabelle  möge  durch  die 
Beziehung 

ausgedrückt  werden,  wo  /*  als  Funktionszeichen  dient.  Durch  Einsetzen 
ergibt  sich  aus  der  gestellten  Bedingung  die  Funktionalgleichung: 

Die  partielle  Ableitnng  des  zweiten  und  yierten  Oliedes  der  Gleiclumg 
nach  t  und  a  führt  auf  die  Gleichungen: 

?^^±^  -  «•  •  lognatn  •  f(t)  =.  n'  •  lognatn  •  g. 
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Die  Ableitungen  der  symmetrisclien  Fonn  f{t  +  d)  müssen  einander 
gleich  sein.    Es  ist  daher  , 

lognatn  •  d^=-  — 

Durch  Integration  erhalt  man 

lognatj?  »  i  '  lognatn 
und  durch  ümkehrung  die  Gleichung  der  Eiponentialskala 

^  Figur  7  ▼eranschfloliehi 

die  Skala  zur  Aus^idiimg 
nach  der  Integialform 


lipp  |im  I  )^^  M  \  i   '*    i 


=  C—  ^  — 


Flg.  8. 


Hier  ist  n  *=  —  2"*,  §o 
daß   die  Gleichung  der  ent^ 
sprechenden  Teilung  l«itet 
0  =  2*. 

Die     ZifiFem     for    die 
langen  Teilstriche  0,  1  ...  / 
sind    in    der  Zeichnung   w^;gelassen«     Bei  jedem   dieser  Striche  be- 
ginnt die  Bezifferung  wieder  mit  NulL 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  daB  die  Nullmarke  A  (ygL  Fig.  S; 
sich  überall  in  der  Entfernung  der  mitäeren  Höhe  des  FlachenstQcks 

NOKV  von  NV  befindet,  sodaB  also 
ein  bei  Ä  befestigter  Farbstift  den  Ver- 
lauf der  Integration  von  0  bis  £  anf 
dem  Papier  graphisck  zum  Ausdruck  bringt 
Das  Lot  von  A  auf  .NF  ist  immer  gleidi 
\{NO+VK)j  wenn  nach  Flache  aus- 
geglichen wurde. 

Das  allgemeine  Ausgleichungsprinzip 
laßt  sich,  wie  Fig.  8  zeigt,  auch  zur  Kon- 
struktion eines  XJm&hrungsplanimeters  Ter- 
wenden. 

Die  überbrückte  Walze  H  ist  durch 
einen  Storchschnabel  mit  dem  Fahrstift  K 
und  einem  die  Schneide  ersetzenden  Radchen 
A  verbunden.  Der  W^  HE  der  Wal« 
entspricht  der  Leitlinie,  wahrend  de<  Storchschnabel  bewirkt,  daB 
AHiAK'-n:!   bleibt     Macht  man   fQr  n-1   die  lotrechte  Bnt- 
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femnng  des  AnfiEuigspiiiiktes  von  der  LeiÜinie  MK  =^k^2y  so  ent- 

spricht    die    Umdrehungszahl    der    Walze    resp.    ihr    Weg    HE  der 

Flache  der  umfahrenen  Figur.  Ähnliches  gilt  fftr  das  statische  und 
das  Trägheitsmoment. 

Genauigkeit  der  Ausgleichung. 

Die  Instrumentalfehler^  welche  das  Resultat  der  Ausgleichung  be- 
einflussen, sind  zunächst  gröbere  üngenauigkeiten  in  den  Maßstaben  u 
und  V.  Ihre  gemeinsame  Nullmarke  muß  mit  der  Projektion  des  Mittel- 
punktes der  Schneide  auf  die  Kante  zusammenfEdlen,  und  schließlich 
müssen  die  letzteren  einander  parallel  sein.  Trifft  diese  Bedingung 
nicht  zu,  so  weicht  die  ausgleichende  Kante  konstant  nach  einer 
Seite  hin  ab.  Der  Fehler  ist  dem  von  der  Schneide  zurQckgelegten 
Wege  proportional,  fallt  aber  für  geschlossene  Kurrenzüge  (vergL 
Fig.  5)  fort,  da  Hin-  und  Rückw^  (Linie  1  und  2)  etwa  gleich 
werden. 

Außer  den  genannten  Fehlem,  deren  Beseitigung  auf  mechanischem 
Wege  erreicht  wird,  ist  die  Genauigkeit  nur  von  den  Schatzungsfehlem 
bei  H  und  K  abhangig.  Sie  sind  gleich  häufig  positiv  und  negativ, 
sodaß  man  für  die  mittlere,  seitliche  Abweichung  nach  dem  Fehlerg^setz 
schreiben  kann 

f*  -  ±  «y«, 

wenn  s  die  Lange  der  Kurve  und  x  eine  Konstante  bezeichnet.  Die 
Versuche  ergaben  für  Linienzüge  von  ca.  15  cm  Länge  einen  mittleren 
Aasgleichungsfehler  von  weniger  als  0,6  mm. 

Anmerkung.  Wegen  anderer  Apparate  für  denselben  Zweck  vergL 
A.  Amsler,  Über  mechanische  Integrationen,  Dycks  Katalog  mathe- 
matisch-physikalischer Modelle,  1892,  Abschnitt  3,  S.  110.  —  Außer 
dem  Integraphen  von  Abdank-Abakanowicz  gehört  femer  zu  dieser 
Gattung  von  Integrationsapparaten  der  sogenannte  „Prytzsche  Stangen- 
planimeter^. 
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Kleinere  Mitteilimgen. 


Zur  Beduktion  eines  Eräftesysteme  auf  zwei  Einzelkrifte. 

Ein  Eiilftesjsiem,  das  auf  ein  starres  Punktsystem  wirkt,  l&ßt  sich, 
wie  bekannt,  auf  unendlich  viele  Arten  durch  zwei  Einzelkr&fte  ersetuo, 
▼on  welchen  die  eine  ihren  Angriffspunkt  in  einem  beliebig  gegebenen 
Punkte  hat.  Man  kann  firagen,  1)  welches  dabei  der  geometrische  Ort  ^ 
den  Endpunkt  jener  Einzelkraft  ist,  wenn  ihr  Angriffspunkt  fest  bleübt, 
2)  wie  sich  mit  der  Lage  dieses  Angriffspunktes  der  genannte  geometrische 
Ort  ftndert. 

Diese  Fragen  sollen  hier  mit  Hilfe  GraBmannscher  Methoden  be- 
antwortet werden. 

Das  gegebene  EjiiLfbesjstem  sei  mit  S  bezeichnet  Der  AngrifEsponb 
der  ersten  Einzelkraft;  heiße  o,  ihr  Endpunkt  p.  Diese  Kraft  selbst  —  als 
„Linienteil''  oder  „Stab''  aufgefaßt  —  ist  also  durch  das  Süßere  Produkt  [ap] 
dargestellt,  wenn  wir  uns  die  Punkte  a  und  p  mit  der  Masse  1  ▼eneha 
denken.     Daher  wird,  wenn  man  die  zweite  Einzelkraft  X  nennt, 

[ap]  +  X^8 
oder 

(1)  X~8-[apl 

Damit  X  wirklich  eine  einzelne  Kraft  sei,  muß  das  Eigenmoment  tob 
X  (das  äußere  Produkt  yon  X  mit  sich  selbst)  yerschwinden,  also,  weil 
[apap]  —  0  ist, 

(2)  [XX]  -  [SS]  -2[Sap]  -  0 

sein.    Diese  Oleichung  ist  in  bezug  auf  p  vom  ersten  Grade,  stellt  folgfich 
eine  Ebene  dar,  womit  die  erste  Frage  beantwortet  ist 

Wir  können  übrigens  die  gefundene  Gleichung  in  besug  auf  a  ^P 
homogen  machen,  indem  wir  mit  Gr  aß  mann  die  unendlich  ferne  Ebene  0 
einführen.  Das  äußere  Produkt  yon  a  mit  irgend  einem  Punkte  ist  nimlicfa 
der  Masse  dieses  Punktes  gleich,  also  wird  bei  obiger  Festsetzung  Aber  ^ 
Massen  yon  a  und  p: 

(3)  [ma]  -  1,  [mp]  -  1, 

und  Oleichung  (2)  läBt  sich  schreiben 

[4]  [88]  [ma]  [mp]  -  2  [Sap]  -  0. 
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Bezeiofanen  wir  die  durcli  letztere  Gleichnng  dargestellte  Ebene  (den 
Ort  von  p  bei  festem  a)  mit  «,  so  ist 

0  »  [ap]  =  [881  [««]  \PP\  —  2  [ßap], 
folglich 
(5)  a  «  [SS]  [coa]  cd  -  2  [Sa]. 

Man  sieht  ans  dieser  Gleichung  (wie  anch  schon  ans  (4)  oder  (2)), 
dafi  die  Ebene  «  parallel  zur  Ebene  [Sa],  d.  h.  zur  Nnllebene  des  Punktes  a 
in  bezng  auf  das  durch  das  Erftftesjstem  8  bestimmte  Nullsystem  ist,  weshalb 
die  Intensit&t  der  Einzelkraft  \ap1  ein  Minimum  wird,  wenn  diese  Kraft 
senkrecht  auf  der  Nullebene  von  a  steht. 

Da  nach  Gleichung  (5)  die  Ebene  a  eine  lineare  Funktion  des 
Punktes  a  ist,  so  haben  wir  als  Antwort  auf  die  zweite  Frage:  Wenn  a 
(der  Angriffspunkt  der  ersten  Einzelkraft)  eine  Gerade  beschreibt,  so  dreht 
sich  die  Ebene  a  (der  geometrische  Ort  des  Endpunktes  der  ersten  Einzel- 
kraft) ebenÜEÜls  um  eine  Gerade,  oder  durch  Zuordnung  yon  a  und  a  ent- 
steht eine  lineare  reziproke  Verwandtschaft  (Korrelation).  Untersuchen  wir, 
ob  diese  Verwandtschaft  inyolutorisch  ist  (ein  Polarsjstem  bedingt)  oder 
nicht  Sei  h  ein  beliebiger  Punkt,  ß  die  zugeordnete  Ebene,  dann  ergibt 
sich  durch  Süßere  Multiplikation  von  (5)  mit  &: 

\ah\  «  [88]  [wa]  [«6]  -  2  [8ah'\ 

und  hieraus  durch  Vertauschung  yon  a  mit  hi 

[ßd\  -  [881  [««>]  [««]  -  2  [8ha\, 
oder  weil 

[8ha1  -  -  \8ali], 

[ßal  -  [881  [»öJ  [«^]  +  2  [8ahl 
Demnach  folgt  aus 

[ahl  -» 0 
mcM  allgemein 

[ßal  -  0, 

also  hat  man  es  mit  keinem  Polarsjstem  zu  tun.^) 

Welches  Verhalten  die  Wirkungslinie  der  zweiten  Einzelkraft  X  zeigt, 
wenn  a  fest  bleibt  und  p  sich  in  a  bewegt,  ist  zwar  aus  bekannten  Sätzen 

1)  Die  beiden  Kemfl&chen  dieser  Korrelation  arten  aus.  Denn  der  Ort  der 
Punkte  a.  weicht  in  ihren  zugeordneten  Ebenen  a  liegen,  hat  die  Gleichung 
[aa]  »  0,  d.  h.  nach  (6) 

[S8\  [töa]"  =-  0 

oder  weil  [SS]  von  Null  verschieden  ist, 

[»a]»  =  0, 

welche  Gleichung  die  doppelt  zu  denkende  unendlich  ferne  Ebene  darstellt.  Ist 
aber  [oa]  »  0,  so  wird 

««  — 2[Äfa], 

d.  h.  a  flUlt  mit  der  Nullebene  von  a  zusammen,  die  Nullebenen  aller  unendlich 
fernen  Punkte  bilden  jedoch  einen  Ebenenbündel  mit  dem  Nullpunkt  der  unendlich 
fernen  Ebene  als  Mittelpunkt,  in  welchen  Bündel  demnach  die  zweite  Kemfl&che 
ausartet. 
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über  NuU&ysteme  leioht  zu  erschließen,  möge  aber  der  VoUstRndigkeit  wegea 
hier  noch  aus  den  obigen  Gleichungen  abgeleitet  werden.  X  muß  (wie  be- 
kannt) immer  in  einer  bestimmten  Ebene,  der  Nullebene  [Sä]  von  a  liego, 
denn  durch  äußere  Multiplikation  yon  (1)  mit  a  erhAlt  man  [Xa]  —  [Sa\ 
welche  Gleichung  aussagt,  daß  die  Yerbindungsebene  yon  X  und  a  mit  d^ 
festen  Ebene  [8ä\  zusammenfällt  Da  zufolge  (l)  die  Gerade  X  von  dem 
Punkte  p  linear  abh&ngt,  so  entsteht  durch  Zuordnung  von  X  und  p  mä 
lineare  reziproke  Verwandtschaft  zwischen  den  Ebenen  [8ä]  und  a.  Dieae 
Korrelation  kann  nicht  etwa  in  der  Weise  ausarten,  daß  die  Linie  Ton  I 
immer  durch  einen  und  denselben  Punkt  a  von  [Sa]  geht,  denn  sonst  hätte 
man  [Xa']  —  0,  oder  wegen  (l) 

[apa']  =  [Sa'], 

es  fiele  also  die  Verbindungsebene  [apa'j  des  in  der  Ebene  a  bewegliehen 
Punktes  p  imd  der  beiden  festen  Punkte  a  und  a'  fortwährend  mit  ds 
festen  Ebene  [Sa'],  der  Nullebene  von  a'  in  dem  durch  8  bestimmten  Null- 
system zusanunen.  Das  ist  (für  einen  im  Endlichen  liegenden  Punkt  a) 
nicht  möglich,  weil  sonst  a  durch  a  gehen,  d.  h.  [aa]  ~  0  sein  und  miüiin 
wegen  (5)  das  Eigenmoment  [SS]  des  Eräftesjstems  jS^  verschwinden  oder 
dieses  Kräftesjstem  in  ein  solches  ausarten  müßte,  das  auf  eine  einxige 
Kraft  reduziert  werden  kann. 

Stuttgart  R.  MisHires. 


Ansspr&clie  über  sexagesimale  Winkelteilnng  und  ftber  BeehenmaschiieB. 
LesefrüdUe  aus  dm  Chrundlimm  des  mssenschafüiehm  Bedmens  von  H.  Ertm^) 

(Einleitung,  S.  2.)  Stevin  —  einer  der  Erfinder  der  Dezimalbruche- 
hat  seinerzeit,  in  klarer  Erkenntnis  der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes,  die 
Forderung  erhoben,  daß  enteprechend  der  streng  dezimalen  Anlage  ds 
Rechnung  fortan  auch  die  Maßgrößen  dezimal  abzustufen  seien,  wenn  anders 
die  neu  erfundene  Rechnungsart  ihren  vollen  Wert  entfalten  solle.  leider 
ist  die  Rechentechnik  auch  heute  noch  recht  weit  davon  entfernt,  den  ans 
einer  ErfCÜlung  der  genannten  Forderung  fließenden  Gewinn  einheimsen  zu 
können.  Denn  selbst  auf  rein  wissenschaftlichem  Gebiete,  wo  man  noch 
am  ehesten  das  Durchdringen  einer  solchen  Neuerung  erwarten  sollte,  be- 
hauptet sich  z.  B.  in  der  WifikelteUung  ein  atamsUschir  Best  der  aUe/i 
SexagesmäUeüungj  die  doch  nur  in  einer  früheren^  unvoUkommenerm  Eni- 
wickdungsphase  der  Eechentechnik  einen  vernünftigen  Sinn  besaß.  Dies  i^ 
um  so  mehr  gu  bedauern^  als  solche  Eudimenie  früherer  Bildungen  ein  emä- 
haftes  Hindernis  sind,  den  massenhaften  Ziffern/verbrauch,  der  schon  jM  ^ 
semer  routinemäßigen  Öde  in  drückender  Weise  auf  einzelnen  redmeßden 
Wissenschaften  lastet^  auf  besondere  Bedienmaschinen  abeuwäUen,  die  eigtns 
für  gewisse,  massenhaft  auftretende  Operationen  konstruiert  sind. 

(S.  7.)  Einige  von  den  Wissenschaften,  die  mit  einem  starken  Zifen- 
verbrauch  belastet  sind,  wie  z.  B.  die  Fixstern-Astronomie,  stehen  —  (^^ 


1)  Leipzig  1903,  B.  G.  Teubner. 
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sie  ihre  Probleme  mit  Erfolg  bewältigen  wollen  —  vor  der  Notwendigkeit, 
über  kurz  oder  lang  zu  einem  zentralisierten  Großbetriebe  überzugeben,  bei 
dem  bestimmte  zusammengesetzte  Rechenoperationen  hunderttausend-  und 
millionenfach  auszuführen  sind.  Daß  hierbei  die  Maschine,  und  zwar  die 
jedesmal  für  eine  einzige  bestimmte  Aufgabe  möglichst  vollkommen  durch- 
gebildete Maschine,  der  unentbehrliche  Helfer  sein  wird,  steht  meiner  Über- 
zeugung nach  außer  Frage.  Es  hesiUt  übrigens  ein  gewisses  psgchologisches 
Interesse,  zu  beobachten^  wie  auf  der  einen  8eiie  z.  B.  bei  der  Ausrüstung 
einer  Sternwarte  für  ein  neues  Instrument  ansehnliche  Summen  verausgabt 
und  dabei  nach  Mögliehkeü  die  Fortschritte  der  Technik  herangezogen  werden^ 
wie  man  aber  auf  der  anderen  Seite  vorläufig  gar  nicht  daran  denkt,  oh  die 
Techmk,  die  so  sinnreiche  Apparate  wie  die  Schreibmaschine  und  die  Kontroll- 
kasse geschaffen  hat,  nidit  etwa  audi  für  die  BechenarbeU,  welche  zeiüieh  be- 
messen ein  Vielfaches  der  Beobachtungsarbeit  ausmaM,  hUfreidie  Dienste 
leisten  könnte. 


Aüskfinfte. 

F.  V.,  A.  Das  SpiegeOineat  nach  Prof.  Beusch  zur  mechanischen 
Bestimmung  der  Normalen  gezeichnet  gegebener  Kunren  kann,  aus  Glas  in 
einer  Lftnge  hergestellt,  die  für  gewöhnliche  Zwecke  genügt,  von  Hof- 
optiker £.  Spindler,  Stuttgart,  Langestraße  17,  bezogen  werden.       M. 


Fr.  S.,  Sz.  Eine  Darstellung  des  absoluten  Maßsystems  mit  Angabe 
der  Quellen  finden  Sie  in  dem  von  C.  Bunge  verfaßten  Abschnitt  über 
Maß  und  Messen  in  der  EncjklopSdie  der  mathematischen  Wissenschaften, 
Band  V  1,  Heft  1,  S.  19  u.  f.  M. 


BücherBchaiL. 


P.  Harzer,     über  die  Bestünxnung  und  VerbesBenmg  der  Bahnen 

von  Himmelskörpem  naoh  drei  Beobaohtongen.    Mit  einem  Anhange 

unter  Mithilfe  von  F.  Bistenpart  und  W.  Ebert  berechneter  Tafeln. 

Publ.  der  Stemw.  in  Kiel.  XL    4<^.   106  S.  u.  22  S.  Tafeln.   Leipzig  1901. 

Nach    Anlage    und    Durchführung    bietet    die    schöne    und    wichtige 

Arbeit  Harzers,  die  auf  einem  der  bedeutsamsten  Oebiete  der  theorischen 

Astronomie  Neues  schafft,  ebensowohl  dem  Mathematiker  wie  jedem  Astronomen 

hohes  Interesse. 

Das  Problem  der  Bahnbestimmung  aus  drei  Beobachtungen  ISuft  in 
der  Fassung,  wie  es  bei  der  Bahnberechnung  auftritt,  auf  die  Ermittelung 
von  11  Unbekannten  hinaus,  denen  11  Oleichungen  gegenüberstehen.  Natürlich 
muß  nuin  zur  Lösung  einen  indirekten  Weg  einschlagen,  und  die  Art  dieses 
Weges  ist  es,  die  den  Unterschied  der  einzelnen  Methoden  ausmacht.  Durch 
eine  erste  Näherung,  die  wie  alle  ersten  Bahnbestimmungen  kurze  Zwischen- 
zeiten voraussetzt,  reduziert  sich  die  Aufgabe  auf  drei  Gleichungen  mit  drei 

Ztltaehrift  t  MfttbMiiAlik  o.  Phjilk.  49.  Band.  1909.  8.  a.  4.  H«n.  26 
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unbekannten,  die  bei  Harzer  die  drei  den  drei  geozentriseben  BeobaditangeB 
entsprecbenden  beliozentrischen  Distanzen  sind.  Übersichtlicb  setzt  der 
Verfasser  den  Grundgedanken  der  Näherimg  nacb  Gauß,  Encke,  v.  Oppolzer 
und  Gibbs  auseinander  und  weist  analytisch  und  numerisch  das  Obergewidit 
der  Gibbs  sehen  Darstellung  der  Ausgangsfnnktion  nach.  Er  führt  aber 
nun  ans,  daß  gleich  yon  vornherein  die  Annftherung  sich  noch  weiter 
treiben  lasse,  so  weit,  daß  die  Hypothesen  der  früheren  MeÜioden  fortfallen 
und  sogleich  die  wahren  Werte  der  drei  heliozentrischen  Distanzen  herror- 
gehen.  Nachdem  diese  bekannt,  ist  die  Ableitung  der  übrigen  Bahnelemente 
ein  Kleines.  In  einem  zweiten  Abschnitt  werden  nun  die  dem  Zwecke  emer 
weitergehenden  Annftherung  dienenden  Beihenentwickelungen  yorgenommen, 
die  die  Verhlütnisse  der  Dreiecksfiächen  als  Funktionen  der  heliozentrisdieQ 
Entfernungen  geben.  Die  Art  des  Eonyergenzbeweises  scheint  uns  Ton  emer 
Bedeutung  zn  sein,  die  über  den  Bahmen  der  Arbeit  hinausgehl 

Den  bei  ersten  Bahnrechnungen  fast  nur  in  Frage  kommenden  Fsll 
dreier  Beobachtungen  mit  kleinen  Zwischenzeiten  und  folglich  auch  geringen 
heliozentrischen  Bewegungen  behandelt  das  dritte  Kapitel,  wobei  es  sich  als 
zweckmäßig  herausstellt,  den  durch  eine  Beihenentwicklung  ausgedrückten 
Parameter  der  Bahnellipse  neben  den  drei  heliozentrischen  BadienvektoreD 
mitzubestimmen.  Wahrend  aber  yielleicht  die  hier  vorgetragene  Methode 
noch  keinen  in  die  Augen  springenden  praktischen  Gewinn  gegenüber  andein 
Verfahren  darbietet,  ergibt  sich  ein  solcher  unzweifelhaft  für  Beobachtungen, 
die  um  große  Zwischenzeiten  voneinander  abliegen,  wenn  es  also  die 
Verbesserung  einer  schon  genähert  bekannten  Bahn  nach  drei  Beobachtungen 
gilt  (Kap.  IV).  Beihenentwicklung  verbietet  hier  die  Länge  der  Zwischen- 
zeiten, die  selbst  den  Fall  durch  ganze  Umläufe  des  Planeten  getrennter 
Beobachtungen  einschließen.  Die  Auswertung  der  Koefißzienten  der  linearen 
Gleichungen,  die  die  Korrektion  der  zu  Grunde  gelegten  geozentrischoi 
Abstände  liefern,  ist  sowohl  für  kleine  Exzentrizitäten  (Planetenbahnen)  als 
auch  fOr  große  um  Eins  herum  gelegene  (Kometenbahnen)  dorchgeföhrt 
Eine  Untersuchung  über  die  Einwirkung  von  Fehlem  in  den  geozentrischen 
Beobachtungen  auf  die  Beträge  der  Unbekannten  (i.  e.  heliozentrische  Distanzen 
und  Elemente)  (Kap.  V.)  findet  sich  hier  wohl  zum  erstenmal  in  einer  fSr 
die  praktische  Verwendung  völlig  hinreichenden  und  einfachen  Weise.  Das 
Schlußkapitel  des  Werkes,  betitelt  „Beispiele'^  bietet  an  Hand  der  klassischai 
Beispiele  der  Theoria  motus  und  eines  einer  modernen  Kometenbahn  ent- 
nommenen eine  eingehende  Bekapitulation  der  voi^tragenen  Methode  und 
enthält  zahlreiche  wertvolle  Winke.  —  Ein  Anhang  vereinigt  mehrere 
Hilfstafeln  fOr  die  Funktionen,  die  bei  der  Anwendung  jener  Methode  auftreten. 

Sehr  bald  nach  ihrer  Veröffentlichung  hat  sich  Harzers  Bahnbestunmung 
Eingang  in  die  Praxis  verschafft:  schon  jetzt  sind  mehrfach  Planeten-  und 
noch  mehr  Kometenbahnberechnungen  nach  ihren  Begeln  durchgeführt  worden. 

Straßburg  i  E.  C.  W.  Wnrrz. 

H.  Andoyer^  Theorie  de  la  Inne.     8®.     86  S.     Paris  1902. 

Dieses  Buch,  das  die  Nr.  17  der  bei  C.  Naud  erscheinenden  Kollektion 
„Scientia^^  bildet,  setzt  es  sich  znm  Ziel,  nur  unter  Benutzung  der  einfacheren 
Hilfsmittel  aus  der  Differential-  und  Integralrechnung  analytisch  die  Bewegung 
des  Mondschwerpunktes  in  bezug  auf  den  Erdschwerpunkt  zu  lehren.    Dts 
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Hauptgebiet  der  Theorie  findet  eine  geschlossene  Darstellting,  dagegen  wird 
von  yomeherein  auf  die  numerische  Bestimmtmg  der  in  der  Mondtheorie 
auftretenden  Glieder  verzichtet.  Recht  eingehend  behandelt  Kapitel  11  und  m 
den  Einfluß  der  8onne  auf  die  Bewegung  des  Mondes,  allerdings  —  und 
das  lag  im  Wesen  der  gestellten  Aufgabe  —  nicht  soweit,  daß  die  Genauig- 
keit der  Entwickelxmg  einigermaßen  jener  der  Beobachtung  gleichkäme. 
JedenfaUs  genügt  es  indes,  um  die  Art  der  Schwierigkeiten,  auf  die  man 
stößt,  aufzudecken  und  zu  zeigen,  wie  man  sie  überwindet.  Strebt  man 
aber  eine  Mondtheorie  von  höchstmöglicher  praktischer  Präzision  an,  so 
muß  man  ohnehin  den  rein  analytischen  Weg  yerlassen  und  mit  Hansen, 
Hill,  Brown  rein  numerisch  das  Problem  anfassen.  Kapitel  IV  und  V 
befaßt  sich  mit  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  in  der  Bewegung  des  Mondes, 
die  teils  der  Wirkung  der  Planeten,  teils  der  Gestalt  von  Erde  und  Mond 
ihren  Ursprung  verdanken,  und  das  VI.  Kapitel  berührt  noch  kurz  die 
Einwirkung  der  sftkularen  Ungleichheiten  im  Sonnenlauf  auf  die  Bewegung 
des  Mondes. 

Straßburg  i.  E.  0.  W.  Wxbtz. 

L.   Bfinner^    Die    ilteste    aBtronomisehe    Sohrift    des   IfoinioiiideB. 

Aus  zwei  Manuskripten  der  Nationalbibliothek  in  Paris,  bezeichnet: 
Fonds  hebreu  Nr.  1058  und  Nr.  1061.  Ein  Beitrag  zur  Geschichte 
der  Astronomie.     8^.     54  S.     Würzburg  1902. 

Dem  bekannten  jüdischen  Gelehrten  Babbi  Mose  ben  Maimun,  gewöhnlich 
Maimonides  genannt  (*  Gordoba  1135  März  30,  f  Alt-Kairo  1204  Dezember  13), 
verdanken  wir  u.  a.  eine  Schrift  Qidusch  Hachodesoh  (Heiligung  des  Neu- 
monds), in  welcher  er  streng  wissenschaftlich  die  Grundlagen  des  jüdischen 
Kalenders  behandelt.  Als  kurzer  Auszug  aus  jener  größeren  Arbeit  kann 
nun  eine  Reihe  von  Kapiteln  gelten,  die  Maimonides  in  jungen  Jahren  (1158) 
in  Briefform  einem  Freunde  zukommen  ließ  und  in  denen  er  die  Regeln 
über  die  Berechnung  des  Neumonds  (Molad)  und  des  Beginnes  der  Jahres- 
zeiten (Tekufoth)  gemeinverständlich  niederlegt.  Diese  Briefsammlung  findet 
sich  in  den  beiden  im  Titel  bezeichneten  MS.  der  Pariser  Nationalbibliothek. 
Die  Handschriften  sind  in  neuhebräischer  Schrift  abgefaßt  und  bereits  in 
den  Jahren  1849  und  1859  veröffentlicht.  Herr  Dünner  gibt  zum  ersten 
mal  die  deutsche  Übersetzung,  der  er  einige  einleitende  Worte  und  viele 
kritische  Anmerkungen  beifügt  Die  11  HilMafeln  des  Maimonides  sind 
mit  abgedruckt;  die  zweite,  die  sich  im  MS.  nicht  mehr  vorfand,  hat  der 
Herausgeber  neu  berechnet.  Der  oben  erwähnten  großen  Arbeit  Qidusch 
Hachodesch  fügt  die  hier  veröffentlichte  „Abhandlung  über  die  Wissenschaft 
der  Kalenderlehre*^  nichts  Neues  hinzu,  und  da  jene  größere  Schrift  des 
Maimonides  schon  mehrfach  von  Historikern  und  Astronomen  besprochen 
worden,  kann  hier  auf  eine  nähere  Inhaltsangabe  der  „Wissenschaft  der 
Kalenderlehre"  verzichtet  werden. 

Straßburg  i.  E.  C.  W.  Wibtz. 
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I.  H.  Lamberti  Abhandlungeii  zur  BahübOBtimmung  der  Kom^teiL 

Deutsch  herausgegeben  und  mit  Anmerkungen  verseben  von  L  Bausehiager 
16**.  149  S,  {Ostwaldg  Klassiker  der  eiakten  Wissenschaften  Nr  133). 
Leipzig  1902. 

Der  Herausgeber  tat  sich  das  Verdienst  erworben,  die  heMm^ 
L  H.  Lamberts  (1728 — 1777)  auf  dem  Gebiete  der  KometeabalmberechBim^ 
in  einem  modernen  Gewände  leicht  zugänglich  gemacht  und  so  dem  elsässiscka 
Gelehrten  zu  seinem  historischeu  Recht  verhoÜen  zu  haben.  Der  Hanptsaclw 
nach  sind  es  zwei  Abhandlungen  Lamberts,  die  hier  in  ausge2eichnet«r 
Übersetzung  vorliegen:  „Insigniorea  orhiUe  Cometarum  proprietates"*  (1761) 
und  „Observations  sur  VOrbite  apparente  des  Cometes'^  (1771),  nnd  diesen 
folgen  dann  in  den  Anmerkungen  Auszüge  aus  anderen  Schriften  Lambertfi, 
die  sich  auf  unseren  Gegenstand  beziehen.  In  jenen  Anmerkungen  gibt 
femer  der  Herausgeber  eine  kurzgefaßte  übersichtliche  Darstellnig  der 
Geschiebte  der  Babnbestimmung  der  Kometen  und  hebt  eben  dort  ^ 
großen  Verdienste  Lamberts  um  dieses  Problem  klar  hervor.  Die  Olberscäw 
Methode,  die  heutigen  Tages  über  alle  anderen  Vorschläge  den  Sieg  diTOB- 
getragen,  unterscheidet  sich,  abgesehen  von  einem  PunktCj  der  anr  Kürnmg 
der  Rechnung  beiträgt,  kaum  von  der  Lambertschen. 

BehlieBlich  sei  hier  noch  hingewiesen  auf  eine  aufs  engste  mit  dem 
Thema  verknüpfte  interessante  Arbeit  des  Herausgebers:  ,^Über  die  Lam- 
bertsche  Methode  zur  Bestimmung  der  Kometenbahnen  (Veroff  ^ 
KgL  ostron.  Becheniust  au  Berlin,  Nr,  20),  die  sich  eingehend  mit  der 
Frage  der  Identität  der  Lambertschen  und  Olberschen  Methode  beschäftigt 
und  nachweist,  „daß  Lambert  alle  prinzipiellen  Grundlagen  der  h«atfi 
gebräuchlichsten,  indirekten  Bahnbestimmungsmethode  der  Kometen  gesctafen 
hat  und  daß  diese  daher  seinen  Namen  mit  größerem  Hechte  zu  trtp 
hätte,  als  den  von  Du  Sejour  und  Olbers,  wodurch  des  letzteren  VerdiM 
die  Methode  in  ihrer  einfachsten  Form  dargestellt  und  allgemein  eingefShft 
zu  haben,  keineswegs  g^chmälert  wird*" 

Straßburg  i.  E.  C.  W,  Wmr2. 


F.  Rajrtl^  Salenograpliieolie  Xoorcliiiateo.  I.  Abhandlung.  Äbt  ^ 
math.-ph.  KL  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wiss.  XXVII.  Bd,  Nr.  IX,  8®.  61^- 
Leipzig  1902. 

Die  Abhandlung  bildet  die  theoretische  Vorarbeit  zu  einer  vom  Var&i»sr 
am  30  cm  -  Refraktor  der  Leipziger  Sternwarte  ausgeführton  Beobachtung»- 
reihe  zur  Bestimmung  der  sei enographis eben  Lage  einer  größeren  Aiu*tl 
von  Punkten  der  Mondoberllüche,  Dte  vorteilhafte  Wahl  der  Gestalt  di* 
Hauptnetzes  ermöglichte  nun  aber  außerdem  eine  unabhängige  Be^tinmiiUJf 
der  Rotationselemente  des  Mondes.  Vor  der  Berechnung  unterwarf  indes  dsr 
Verfasser  die  mathematische  Behandlung  der  Monddrehung  einer  Reviäoöi 
deren  Ergebnis  den  Inhalt  dieser  Schrift  bildet.  Frühere  Bearbeitiiugfi" 
beschränkten  sich  bei  der  Integration  der  Bewegungsgl(^ichungen  anf  ^^ 
erste  Näherung  und  unterließen  den  Nachweis  der  verschwindenden  KleinliPi^ 
der  höheren  Glieder.  Es  sollen  hier  nun  die  Untersuchungen  so  weit  gefiW 
werden,  daß  die  Genauigkeitsgrenjce  selenozentrisch  2",  geozentrisch  aber  rf  Öl 
beb^ügt.     Das  entspricht  der  bei  analogen  irdischen  Vorgängen  festgebaitafl^^ 
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Scharfe.  Im  Gegensätze  zu  früheren  Bestrebungen,  die  die  physische  Mond- 
libration  mehr  geometrisch  anschaulich  geschlossen  darzustellen  suchten, 
will  Verfasser  sein  Ziel  nur  auf  dem  Wege  numerischer  Durchrechnung 
erreichen.  In  den  ersten  vier  Kapiteln  wird  von  der  direkten  Anziehungs- 
Wirkung  der  Sonne  auf  die  Botationsbewegung  des  Mondes  abgesehen,  der 
man  von  vorneherein  einen  sehr  geringen  Einfluß  zuschreiben  darf,  und  in 
der  Tat  lehrt  dann  das  fünfte  Kapitel,  daB  die  einzig  bemerkbare  Wirkung 
der  Sonnenanziehung  auf  das  rotierende  Mondellipsoid  darin  besteht,  daB 
hierdurch  die  mittlere  Neigung  des  Mondäquators  um  ein  geringes  sich 
anders  ergibt,  als  wenn  die  Erde  allein  wirkt.  Bei  der  Berechnung  der 
physischen  Libration  darf  der  EinfluB  der  Sonne  vernachlässigt  werden. 

Wenn  auch  das  Endresultat  der  schönen  und  interessanten  Arbeit 
darauf  hinausläuft,  „daB  schlieBHch  vielleicht  die  bisherigen  Entwickelungen 
dem  praktischen  Bedürfius  genügen  können,*^  so  wird  man  doch  dem  Verfasser 
durchaus  beistimmen,  „daB  es  jedenfalls  ein  wissenschaftliches  Interesse  hat, 
über  die  Botationsverhältnisse  des  Mondes  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
genau  unterrichtet  zu  sein;  auBerdem  entspricht  es  den  Gepflogenheiten  der 
Astronomie,  die  Unsicherheiten  der  Beobachtungen  nicht  durch  üngenauig- 
keit  der  Rechnung  zu  vergröBem.** 

Der  Veröffentlichung  des  II.  Teiles,  der  wohl  die  Bestinunung  der 
Botationselemente  des  Mondes  aus  den  Leipziger  Beobachtungen  bringen 
wird,  sehen  wir  mit  Interesse  entgegen. 

StraBburg  i  E.  C.  W.  Wibtz. 
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ZWEITE  AUFLAGE 
[Xn  u.  471  S.J    gr.  8.     1908.    In  Leinw.  geb.  n.  JC  10.— 

Gegenüber  der  im  Jahre  1900  erschienenen  ersten  Auflage 
sind  an  manchen  Stellen  kleinere  Änderongen  yoi^enommen 
worden,  wodurch  sich  der  Um&ng  des  Bandes  um  19  Seiten 
erhöht  hat.  Einem  mehrfach  geäuiserten  Wunsche  entsprechend 
habe  ich  diesmal  auch  ein  kurz  gehaltenes  Sachyerzeichnis  bei- 
gefögt. 

Oegen  das  ganze  Werk  sind  von  den  Herren  Weingarten 
und  Heun  zahlreiche  kritische  Bedenken  ausgesprochen  wolrden, 
die  ich  freilich  der  Mehrzahl  nach  nicht  für  berechtigt  zu 
halten  vermag.  Bei  der  Neuauflage  dieses  Bandes  hierauf 
einzugehen,  hatte  ich  indessen  keine  Yeranlassimg,  da  sich  die 
Einwendungen  der  beiden  Kritiker  gegen  ihn  nicht  richteten. 
Dagegen  behalte  ich  mir  vor,  bei  den  Neuauflagen  der  übrigen 
Bände  an  den  einzelnen  Stellen,  um  die  es  sich  dabei  handelt, 
auf  diese  Angriffe  zurückzukommen. 


InJbsUiübeliicht. 

Mit  Rtickeicit  auf  deu  eehnelleti  AbiataBj  den  die  schon 
in  einer  gegenüber  den  anderen  Bänden  verdoppelten  Anzahl 
gedruckte  erste  Auflage  dieses  Bandes  gefanden  hat,  iriirde 
tue  Neuauflrige  in  abermals  st^^rk  vergrafüefter  Auflagenhöhe 
hergestellt.  Man  darf  daher  annehmen,  dafs  der  Bedarf  jetzt 
für  eine  längere  Zeit  gedeckt  sein  wird. 

Münehen.  A.  FiSppK 
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Die  Determinantentheorie  hat  sich  sowohl  hei  Lebzeiten  Kronec&er' 
und  unter  seiner  wirksamen  Mitarbeit,  als  anch  in  den  zwölf  Jahren  ni 
seinem  Tode  so  stark  und  so  erfolgreich  entwickelt,  daß  die  bisher  r^r 
öffentlichten  Lehrbücher  dieser  Disziplin  nicht  mehr  eine  yollstlndige  Igel- 
stellung ihres  reichen  Lihaltes  geben.  Li  dieser  Beziehung  bildeten  di: 
Universitatsvorlesxmgen  Kroneckers  (1883 — 1891)  über  diese  Disziplc 
bereits  einen  bedeutsamen  Fortschritt.  Aber  auch  er  hielt  die  Zeit  sc«: 
nicht  für  gekommen,  seine  eigenen  tiefergehenden  üntersuchungoi,  so^.? 
die  erst  in  den  letzten  Jahren  vollständig  abgeschlossenen  Theorien  andere: 
Forscher,  welche  so  viel  zur  Vertiefung  und  Vereinfachung  dieser  Disdpl 
beigetragen  haben,  in  den  Kreis  seiner  Betrachtungen  zu  ziehen.  Nun  b 
sich  aber  gezeigt,  daß  man  gerade  diese  neueren  Probleme  der  Determinanki 
theorie  in  besonders  einfacher  Weise  durch  Benutzung  und  konsequente  Al^ 
gestaltung  der  Gedanken  behandeln  kann,  welche  Eronecker  in  seien: 
letzten  Vorlesungen  und  Arbeiten  über  diesen  Gregenstand  dargelegt  h' 
Aus  diesem  Grunde  entschloß  ich  mich,  die  Vorlesungen  Kroneckers  un^i^' 
sorgfältiger  Erhaltung  seiner  Grundprinzipien  und  unter  Benutzung  s^l^^ 
einfachen  und  wirksamen  Methoden  so  zu  bearbeiten  und  fortzuführen.  ^:: 
dieses  Werk  eine  systematische  Darstellung  der  modernen  Determinr^: 
theorie  und  ihrer  wichtigsten  Anwendungen  enth&li 

Der  Darstellung  der  allgemeinen  Theorie  geht  eine  sehr  einge:^.!: 
Untersuchung  der  Determinanten  zweiter,  dritter  und  vierter  Ordnu; 
voraus,  nebst  ihren  Anwendungen  auf  die  Geometrie,  die  Arithmetik  i::^ 
die  Formentheorie.  So  erreicht  Kronecker,  daß  der  Leser  mit  dr- 
Determinantenkalkul  wohl  vertraut  ist,  wenn  nun  alle  Gmndeigenschafiti 
der  Determinanten  n*®'  Ordnung  aus  der  Betrachtung  der  Lösung  tnf-. 
Systemes  von  n  linearen  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  mit  einem  Schlii^ 
in  Evidenz  gesetzt  werden. 

An  die  Stelle  der  älteren  Determinantentheorie  ist  heute  die  ünt^r 
suchuDg  der  Systeme  oder  Matrizen  getreten,  und  das  Rechnen  mit  diese:) 
Systemen  ist  jetzt  so  ausgebildet  und  vereinfacht  worden,  daß  die  üeütti 
Resultate  der  Determinantenlehre  zu  ganz  einfachen  Sätzen  einer  Aritliiiie:ii 
werden,  welche  nur  wenig  schwerer  ist,  als  die  elementare  Zahlentbeorie. 
Der  Darstellung  dieser  Arithmetik  unter  Benutzung  der  Kroneckerseb^n 
Methoden,  und  ihrer  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Elementarteiler,  uni 
auf  die  Äquivalenz  und  die  Teilbarkeit  der  Systeme  ist  der  von  mir  hinzu- 
gefügte letzte  Teil  des  vorliegenden  ersten  Bandes  gewidmet. 

Marburg  a.  L. 

K,  Hensel. 
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Im  gleichen  Verlag  erscMen  ferner: 

KroneolcerSy  Leopold»  Werke.  Heransgegeben  auf  Veranlassung  der 
Königlich  Preufilschen  Akademie  der  Wissenschaften  von  Kurt  Hensel. 
In  4  Banden.  Band  I,  mit  dem  Bildnisse  Eroneckers.  [IX  u.  484  S.] 
gr.  4.     1896.     geh.  n.  Jl  28.—. 

Band  IL  [Vm  u.  641  S.]  gr.  4.  1897.  geh.  n.  Jl  36.—. 

Band  ffl.    Halbband  I.    [VIII  u.  473  S.]    gr.  4.    1899. 

geh.  n.  Jl  36. — . 

Die««  GMamtenigab«  wird  di«  IM  ron  KroiMoker  lelbflt  rerOffentliohtan,  lowie  einige  naoh- 
f^elaeB«na  Arbeiten  enthalten  und  Torftoeelohtlioli  in  Tier  Binden  eraoheinen.  Nach  dem  Jetxt  ani- 
Kearbeitetoa  PUne  eoUen  im  ersten  und  sweiten  Bande  Kroneokers  Arbeiten  Aber  die  arithmetiiohe 
Theorie  der  elgebreiechen  Funktionen  im  weitesten  Sinne  vereinigt  werden;  der  dritte  Band  soU 
Kroneckare  Arbeiten  Aber  die  Theorie  der  algebraieohen  Gleichungen  und  Aber  reine  Zahlentheorie 
enthalten;  den  Inhalt  des  yierten  Bandes  bilden  die  Abhandlungen  Ober  Integralrechnung,  sur 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  und  Aber  Potentialtheorie,  femer  die  Arbeiten  Aber  Gegenstände 
der  matlieniatischen  Physik  und  einige  kleinere  Arbeiten  yermisohten  Inhalts.  Innerhalb  dieser 
großen  Abteilungen  wird  die  Anordnung  der  Abhandlungen  im  wesentUoheu  eine  chronologische 
sem;  ein  ▼oUstftndiges  Yerseiohnis  derselben,  welches  nach  der  Zelt  ihrer  YerOfrentlichnng  geordnet 
ist,  eoU  die  Übersicht  erleichtem. 

Band  m,  I  und  IV  befinden  sich  in  Yorbereitnng. 

— ^-^—  .^^—  Vorlesungen  über  Mathematik.  Herausgegeben 
unter  Mitwirkung  einer  Ton  der  Königlich  Preußischen  Akademie  der 
Wissenschaften  eingesetzten  Kommission.  Vorlesungen  über  die 
Theorie  der  einfachen  und  der  vielfachen  Integrale,  heraus- 
gegeben von  E.  Netto.    [X  u.  346  S.]    gr.  8.    1894.    geh.  n,  Jl  12.—. 

In  diesen  Vorlesungen  rereinigen  sieh  Originalit&t  und  Tiefe  der  Anschauungen  mit  reicher 
Fülle  an  Stoff;  die  lebendige  Darstellungsweise  sowie  gelegentliche  Bemerkungen  liefern  einen  wert- 
Tollen  Sinbli^  in  die  Forschungsweise  Kroneckers.  Bei  den  grundlegenden  Begriffen,  bei  der 
Benutsuns  des  Limes,  bei  der  Definition  der  Integrale  durch  Summen  tritt  sein  arithmetisches 
Genie  eb«nao  deutlich  heraus,  wie  in  der  Folge  sein  analytisches  Geschick  in  der  Handhabung 
Ton  Fonneln. 

£a  ist  Ton  hohem  Interesse,  su  sehen,  wie  Kronecker  Mittelpunkte  fAr  seine  Untersuchungen 
gewinnt:  ee  tritt  der  Beihe  nach  der  sweite  BUttelwertsats,  das  Cauchysche  Integral,  der  diskoU' 
tlnuierllohe  Faktor,  der  Differentialausdruck  des  mehrfachen  Integrals  nach  einem  Parameter  heraus. 

Von  dem  Mittelwertsatze  her  flieSt  das  Dirichletsche ,  das  Fouriersche  und  das  Poissonsoho 
Integral,  eowie  die  Fouriersche  BeUie. 

Auf  das  NachdrAckliohste  wird  die  Bedeutung  des  Cauchyschen  Integrals  und  besonders  der 
Umstand  betont,  daß  es  seine  Wirksamkeit  dem  Obergange  Ton  einer  su  zwei  Variablen  verdankt; 
d&B  man  nicht,  einem  AuBerlichen  Prinsip  zuliebe,  die  Behandlung  einfacher  und  doppelter  Integrale 
trennen  dfirfe.  Von  dem  Cauchyschen  Satze  aus  werden  die  Entwicklungen  in  Potensreihen,  funktionen- 
theoretisohe  Sitze,  die  Summation  der  GauBsofaen  Beihen,  die  Theorie  der  Gamma -Funktionen  und 
des  Integral -Logarithmus,  Grundformen  lAr  die  elliptischen  Funktionen  hergeleitet. 

Der  diskontinuierliche  Faktor  wird  sum  Zwecke  der  Reduktion  mehrfacher  auf  einfache 
lategrale,  insbesondere  fUr  Potentialberechnungen  benutzt.  Der  Hauptsache  nach  stützt  sich  aber 
die  Potentialtheorie,  soweit  sie  hier  Torgetragen  wird,  auf  die  Differentiation  mehrfacher  Integrale. 
Die  Frage  nach  den  charakteristischen  Eigenschaften  der  Potentialfonktionen  wird  auf  demselben 
Boden  behandelt 

Auch  als  Kommentar  fAr  Kroneckers  hinflg  nur  ganz  kurze,  in  den  Berliner  Akademie- 
berichten  und  dem  Crelleschen  Journal  yerOffentlichten  Mitteilungen  dienen  die  Vorlesungen  in 
reichem  ICafie.    Sie  liefern  eingehend  die  Ableitungen  der  dort  gegebenen  Besoltate. 

Als  Grundlage  fOr  die  Herausgabe  dienten  Nachschriften  aus  den  Jahren  1888/84,  1885,  1886, 
1891,  sowie  sämtliche  rorhandenen  Kroneckerschen  handschriftlichen  Vorlesungsnotizen. 

■  __  Vorlesungen    über   Zahlentheorie,   herausgegeben 

von  Kurt  HenseL     In  2  Banden.    Mit  Textfiguren.    I.  Band.    [XVI  u. 
509  S.]     gr.  8.     1901.     geh.  n.  Jl  18.—. 

Die  Herausgabe  dieser  Vorlesungen  wurde  durch  den  Umstand  etwas  verzögert,  daA  eine  in 
ihnen  enthaltene  neue  und  grundlegende  Untersnchung  Aber  die  Zerlegung  der  Divisorensysteme  in 
Faktoren  Ton  Kronecker  in  der  unmittelbar  vor  seinem  Tode  gehaltenen  Vorlesung  zwar  begonnen, 
aber  nicht  bis  sum  Ende  durchgefAhrt  worden  war.  Es  erschien  nun  wAnschenswert ,  dieses  Problem, 
das  letzte,  mit  welchem  Kronecker  sich  beschäftigt  hat,  yollständig  zu  lösen  und  die  hier  sich 
ergebenden  Beeultate  den  Kroneckerschen  Vorlesungen  einzuverleiben.  Zu  diesem  Zwecke  wurde 
▼on  dem  Herausgeber  eine  Beihe  eigener  Untersuchungen  durchgeführt,  welche  jetzt  beendet  sind, 
so  daft  die  Herausgabe  Jener  Vorlesungen  nunmehr  in  völlig  abgeschlossener  Form  erfolgen  kann. 


Vorlesungen  über  die  Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen,  herausgegeben  von  Kurt  Hensel.    In   2  Teilen,    gr.  8. 
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runden,  dte  Schärfe  der  Beebadilung  über  hau d  und 
beute  und  die  Fatfe  neuer  Mtrtidmfttjctter  und 
poTltlfdier  BuflditQile,  Ober  die  armen II die  frage 
wird  man  ohne  Kenntnis  der  Beobäditungen,  dJe 
P*  Rohrbadi  angdfellt  hat.  nldit  mehr  urteilen 
dürfen.  Biidi  In  hlEtorlfdier  und  ardiüelüglldter 
Beziehung  bietet  des  Buch,  das  wir  ü nieten  üeiern 
würm  cmplebJen,  i^iel  tntereffantes  und  Eleues/' 

c£ix  t«£f7  v^i^  t^  €^St  e^Sf  e^i?  ^s^i  iDresiIner  £lii;«l0tr,l 

rbeit  u.  Rhythmus.  Von 
Prof.  Dr.  Karl  Büdier. 

%  Etark  oerm.  Qulh  6eh.  7  iHk.,  gefdim.  geb.  8  Hlk. 
f^^i?  ,,Dle  Gbrfge  Gemeinde  atTgemein  Gebildeter« 
weldie  nidil  h\Q^  diele  oder  jene  CInfethelt  der  In 
der  Büdierldien  flrbell  enthaltenen  wUfetiidia1l> 
lldien  Errunge nid; alten  Interdllert,  fondern  die  lldt 
Iflr  die  GeEomfheft  de^  lelbitdndigen  und 
i^eltgrelfenden  ÜberbUd^s  über  den  vieU 
^erldilungenen  Zulammenbung  uon  Brbelt 
und  Rh^lhmus  aufrldilig  Irenen  dort,  wird 
meines  Craditens  dem  be^dlirten  Forfdier  audi  daiilr 
belenders  dankbar  ieln,  da^  er  Ihr  einen  wertyolltn 
Beitrug  m  einer  behre  geliefert  hat*  weldie  die 
edelElen  Senüfle  In  unferm  armen  Utenltf^en leben 
Eterrnittejt,  nflmllch  zm  btfhre  von  der  denkenden 
Be^büditung,  nldht  bloö  welterfchülternder 
Erelgnllfe,  londern  audi  alHdgtlcheT,  auE 
Sdirttt  und  Crltt  un^  begegnender  6e* 
l  Ch  e  h  n  1 1  f  e."     (9,  9,  m  a  t  r  in  der  BcUdfif  im  BBg.  ti^y 


DobtoT  marün  IiuiheL 
Von  D.öeorg  Bucfiwald. 

Des  Reformators  lieben  und  Wirken 
dem  deiiffdien  Volke  erzahlt,  t^it^a 

mit  118  flbbildp  u.  l  üylherblWnls*  ReJdt  geb»  6  Jllk. 
g^£ii  „edcllte  Populürlföt  auf  6nmd  oQUkomtnenir«f 
BeticrrfAirnft  des  Geflenffün^es  und  ein«  ynet. 
Idiöpfddien  PöiraJes  uon  IntcteJIanten,  ielleliideit, 
bekbijnden  einiel hellen  iMmm  dü5  mm  m%. 
Wie  idi^H;  wie  rtidilialtig  uus  Uutficrs  Briefen  unfl 
Sdtrllfeii  belebt  tjnd  geziert  11!  dei  Hblcitni" 
Uitthcfs'*!  Wie  trltl  do  der  wunderbat, 
dem  Klndtslteiien  und  dem  bllfeeudcn  ^cm  uno 
Pcdtodd,  mit  dem  besüub^Tnden  küdienjind  Sdierz«ii 
und  dem  imponkrendeii  ü^wenmut  üns?or  das  fluflif 


So  etwas  mfl^en  alle  CvanfldMen,  eföcnfnsJi  öllt 
Deulldien  lcleii<  um  Mz  und  warm  zu  werden  Aber 
dlelem  Urbild  deulldier  Creue  irnd  deuJfAer  Kratt. 
dfdem  großen  Borgen  der  ailrell  guten  Sedanken 
Sötte*  mit  lelneti  lieben  Dentldten/^  ft^  ^^^m 

e£i?  n£&  r^H  (ültcn  Ruitrlt<fifliJ  TDf  d.  eüatiü«!-  UeöttdilandO 

Hlmmclsbild  und  Welt- 
anschauung im  Wandel 

der  Zelten.  Von  Prof.  Croels-üund. 
HuforiHerle  Oberfe^ung  v.  k  Blodi. 
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L  HuH,  tn  üelöw*  gefdtmadto.  geb,  5  IHb* 
c^sp  ,,es  Ui  Sdjwung  lind  VOdrme  In  der  Oor- 
Üelluna^  u^d  man  Ift  edtüunt  über  die  glück« 
HdieKühntieHb  pleScr  Wendyngen.  nin  lo  mehr, 
ols  das  lo  eigenartig  ©efögfe  do*  den  Elndrud« 
des  mülietos  Scbndcnen  und  qüuz  ndörildi  Öuv 
gedraderen  madil.  ITlan  fleht,  dü|  dei  gelehrte 
Perbfle!  ftOTk  und  worm  etripHnde!  tind  an* 
Ididuend  denkt'**.  ,c^5?r;3£=i?c^^s»fti£S«ä^»* 
(Q.Wfllltnttli  l  dl  l^ditnidtrUf  lar  IftdnJdM  ^bUt^Joflle.) 


tu  deuMchen  Stoiuti  Irel  be<ffbfir' 
Idimud?  tjon  H*  üogel«T^Wor|«wt4< . 
Bild  nodi  Slotto  wn  £♦  Bwnaii«  vr 
eehehet  6  ITIk«.  i^rnottiit  ncbiui^CD 

^s£§t  tu  tienlldiw  Vcriai  u- 

^eblldeler  Spradte  nmldLi  tf«  ti^^ 

KomddU  In  breitfm  SttößC  tm 
Dil   bejjvgnen  -^ 

Ri3?füfliin0  de?  C  ^ 

luires  liei^  N  <liwt 

Li  die  KgmiN.  heug  mi*  I 

Rückblicken  und  Ski  ten 

ücgebcn*  *  .  ♦  Das  kii  -i?*f 

fdimad^oollen  Randlcilltin  uad  Sdili»_ 
l?a  gel  er 'Worpswede  gddimiadtt,  und  dQil 
Zierde  bl!'^  ladi  6tone>$  ftt*lt 

Cmptlndcii  LiHenc  BtidnH 

Dante  pon  t.  bnnmnd.  ♦  ,  »  0<t 
Podihammerf  wönldien  wir  dl«  \ 
PerbTeliunfj  und  die  emtinle  Wl^aft>; 
einer  fedit  umlongretdicn  Oontefönr*'"^ 

iond/^  tOm^teSmi   m.  Wt«I»  t  «L  D^ 

ante  flUghleris 
Komddle  d.  PtiJk 

ITletilldi  übertrogen  uöd  tn'* 
irlflutertingcn  perJelien* 
gelchmadtp, geh»  U  nik.  Buk  t  cjuv^ta 

fi^l*    Ofefe   Hii5gab«,    dt<?    cFn    fil« 
HumbQldt  als  einen  GliV  fi 

des  geistigen  bcbens  dcT 
bedart  keiner  €mplehtuF, ; 
tlekr  In  die  gro^ortlge  :     -     - 
dringen  will,  uncntbchTittii. 

/jrefundheitundK 
Win  der  flnfdiauim 

Zelten.  Pon  Croels*Uu 
einem  Bildnis  des  Verfaff 
riflerte  Überietjung  von  t 

ßehettet  ^  mk„  \n  Oilglnötband  «i*«^' 

f^^i?  p,au5  dlefem  langen  u 
der  Hellkunft  lo  bedeixtungspc 
die  wlditlgtfen  Cpodien  tterausgv 
loldier  VJflnne  und  oon  lo  cfhöbrnt'! 
ggf  getragen;  dü^  mandi: 
lU  telen  meint   und  fcl 
wtmdcrt  trdgt,  ob  ' 
dlelelbcn  6elctil£iit^> 
denen  Ihn  elnft  aküclc- 
ge^nodil  haben.   Dü%  Bl 
IBomentbndef    aus    de' 
yldfiung,  weldie  die  mt^i 
madien  mti^e^  um  oul  ^ic  »«tun^ 
gtidngen/'  G^R  fitfir  us^  (Sx^  < 


Stddfebau  nach  känff- 
lerifdien  Grundfätzen« 

|Regv-Raf  eamiüo  Sltie.  Ein 
^og  z.liCsuügni  odemer  Fragend. 
Ilektur  u*  monumentalen  PlalKk, 

jQ^ravQren  ynd  tO^  muftrallon^n  und  Detail* , 

3.  ButL    6elt.  ä  IBk,  60  Pff.,  In  Iielnu. 

,  mit.    (VerEofl  9*  Zmi  Bimhi  I  So.,  UJen.) 

.  *  Hudi  In  die  Praxis  (lad  (eine  önregungei 

vleüadi  uiTi§eft(ft  wordtn:  nodi  dem  Urteil 

'imdnnern  haben  He  dem  Slidtebau  bgar 

;&2  neue  Rldttung  gegeben.    Bkr  aueh  fClr 

ir    hntorüdie  Belehrung   fudtenden  tioJen 

ndi  cfas  Btidi  in  trleier  Beziehung  truditbarp 

\6q  der  PcrfaHi^T  leinen  lodiMlflenfdhalilidieri 

nU  Htitncr  zu  wönen  und  (diwlerige  Ptobleme 

^lue  klare.  natüTlIdie  DtirlteHung steife  zu  er- 

[MirÜehf    C^£%l    (Vclfermdntiidte  nicnatsfieftc.^ 

oftfrled  KeHer    Von 
'ProLDr.HlbertKöfter 

^9Tlelungen.    ülit  etnci  Reproduktion  der 
S-otlfTled  Kellers  von  Stauffei-Bern  In 
Binare«     6eh.  t  Hik.  10  Pfg.,  j^eldimncktioll 

,  Und  ef  wellte  den  Dlditet  nidil  lowohl 
und  krltldefen,  landeni  liilldii  erzählen, 
j^tUtr   geworden  Ilt  und  warum  er  h   und 
iders  hot  werden  mCiflen.    Bas  hat  er  aul 
Ratim  melüerhatf  getan.    Budi  flugerlidt 
Budi  zu  6.  Keiler,  durd}  leinen  lollden 
Pi   f€tjiea  tdiGnen  Druck  und  leine  ßülig- 
il«  Hnli<lradi(  der  heigegebenen  Radluiung 
"er  (In  HeHograuiüre}  atiEldllt/'  ^^miCä^^ 

Sit  i^    {0,  9.  @r«gfrt  L  4  DtullilL  mii§,  I9^.j 

^harakferköpfc  aus  der 
antiken  hlieraiur.   s^ 

Prof.  Dr.  Sdiwarö  In  Söttingen, 

PoTtrifc:  1.  Helbd  und  PInüar,  t.  Chiiktjdldes 
^urlpldes,  S.  So  k  rat  es  und  Pklo«  4,  Pc^ltjhlos  und 
donl^s^  5.  Cicero.  6eh.  t  Hlk.,  geb.  S  HTk.  &0  PEg. 

nDas  ßüdileln  will  nadi  der  Porrede  nidtt 
eaofien  bestimmt  lein*  6ewl^  lEf  uor 
['lAQntdien.  da^  der  weitere  Krets,  an  den 
M,  die  retdie  Belehrung  fudte,  die  er 
konn;  oler  idi  wü^H  nldif,  wer  ein 
{»dl  lu  genießen  befähigter  wdre  als  der 
Itnolle.  * ,  *  Die  Setter  haben  dzm  Perlalfer  ge- 
I,  ein  ctviit-Uv  tiiXt  zu  produzieren,  wie  dem 
l^madios;  das  Idimedei  vielen  nldit,  i.aelt  ik  an 
geldimacfalQ^t  Sa^lgkelt  des  p meinen  Bönigs 
pitt\  Und.  Bber  lo  Ilek'rn  Ihn  die  Bienen^  die 
Udi  «in  den  liellenfidien  Wärzkräutern  gendtirl 
Und  fielen,  denen  der  hloillxlftlldte  Zud^er* 
ziwidcr  ilif  wird  eben  dadurd)  das  edite 
\tim  wieder  genießbar  werden/' £;:£%?  c^^it 
B  (ZUrldi  v.Wlhimwr&'HtÖttfiiiä&ji; 


RenafffancelnFlorei 
u.  Rom.  Von  C.  Brandt, 

Pioteilcr  an  der  ünluerlltAt  3öttlngen.  t^a^it^& 
Zweite  Hullage.  6 eh.  S  111  k.,  ge!dimadei^.  geb.  ^  fHk« 
c^^i?  Mt  haben  ein  gani  trortrefflldtes  Budt  Dor 
uns,  das,  mit  welter  ÖkQinjmle  den  rddien  SlaEI 
beherrldiend,  weiteren  Krellen  der  Gebildeten,  die 
das  Bedürfnis  emptlnden,  die  unllerblldie  Kunft 
der  Itallenliiliea  Renalllance  fm  Zulominenhang 
mit  der  Zellgefdrlchte ,  9m  der  Ile  abhängig  Ilt, 
zu  begreifen^  nur  lebtiaf}  empli^hlefi  w«rden  kariE/' 
tt^ä^«i^M9^SM%£RMii  (KUn.  leihiRfl,  t^o».  nr,  Mtj 
CtfSi  i4nt  engllen  Raum  Uetl!  11  dt  die  gewalllgUe 
Zelt  dar,  mit  einer  Kraft  and  6ediucigenhelt<  Sd^ön« 
bell  und  KOrxe  des  Huidrudis,  die  klafllldi  Ift." 

R«»eö>ofi»B£%iß£iJ<ifci?K™rrÄ»  (Die  ncitton,  1*^»  Rr,  3IJ 
^0&  tfitüMh  Budi  bietet  wj  allem  hßdift  leben* 
dlge  S*tlderungen  der  Ifllirenden  Perfönlldikelten; 
die  Stelle  über  Hlldielangelo  gehört  zum  Bdten 
darin  und  icl^t  am  lidrklten  i^clles  Tllltempllnden 
und  tIeSes  eindringen,"     tßiitörijdi«  ZeiiicHrttr,   mti 


BuditdrrnitdiE  aus  BrirndL 

^as  moderne  Italien«  Von 
Pietro  Orll.  g???ig?ss 

SeEdtidtte   der   lefjten  130   ?ahre, 

flberfe^t  von  f.  6ae||,  6eheltet  5  IHk,  60  Pfg., 
uomehm  geb.  ^  ITIk.  10  PEg.    i^e^  c^i?  ^^ü 

^^^mt  „  *  _  Sa  ilt  denn  die  deutfdie  Busgabe 
In  jeder  Beziehung  dazu  angetan,  dem  Idi^nen 
Hüllen  mu]  reiner  6efdildtle  In  den  legten  anderthalb 
^ahrh  :ue  Freunde  zuznlahren/'     f^ii 

€^at^xi  ^fcscü    (üeipiffltr  Zeftiing.  190%  fit.  %0.) 

i^^v?  ,.3ut  ilreng  wlllenidialtltdier  Grundlage  Ilt 
tiler  das  getarnte  gedruckt  vorliegende  ITIaTerlal 
FHT  die  pulHlld^e  6e£chldite  Italiens  In  den  [etelfn 
anderttiaib  ^a!irhunderren  zu  einem  organUdicn 
0anien  verarbeitet«  Das  Sdtlu^kapltel  bletef  dann 
In  großen  Z0gen  einen  Überblldi  über  die  Haupi« 
erldielnungen  aul  den  Gebieten  i?on  Knntt  and 
l?lilenld\att.  Üas  ganze  Budi  zeldinet  lldi  dadurdt 
auSi  da^,  um  eine  trodtene  Bulzählung  der  Daten 
und  Crelgnlfle  tu  uermelden.  in  üugerft  geldildeter 
Weife  flusr^ge  aus  p"ä^t|»^-  ^^^iditigen  öedlditcn, 
Parlamentsreden  um!  in  dk  Darltdlung 

uerllocft^tTi  finrf  Cin  l. ._,.,.  .  crrng  Orlls  Ilt  der, 
da fjf  e r  1  i ge  Panel nolim e  i  ü  u e rmel d en  nn d 

den  p^  '  leen  und  ßeltrebungen  ITlazilnis, 

CauouTS,  idarlbaldls,  Crtspls  u.a.  gleldimi^Ig  geredil 
zu  i^rden  ludit.''   n^  «^  <D«un<!i«  yiienuiimihmia-) 


Bus  Odhnhardt:  RlOrdienbuch.    mOnfiencrzfllilcriiL   Zeldimmg  von  6.  Knifbao. 
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euüdies  üldrcfienbuch. 
Von  Dl  0.  Ddtmhardf« 

mit  vielen  Zeichnungen  u.  färb.  Originallithographien 
uon£.  Kulthan.  2  Bdnddien.  Geb. ]e 2 mit. 20 Pf g. 
c^i?  ,,£In  neues  flldrchenbuch  im  6eiit  und  Ge- 
wände der  lieben  aifen,  uns  aus  eigener  Kindheit 
oertrauten  nidrchenfaninilungen.  mit  phllologifdiem 
Willen  und  glücklicher  Hand  hat  Dr.  Dähnhardt 
aus  der  reichen,  nur  dem  Forfcher  beltannten 
(literahir  hier  Perlen  zufammengetragen«  die  In 
aniprediendem  Band  unfere  märchenfrolien  Kinder 
erfreuen  werden.  Hudi  die  Zeichnungen  find  gut 
und  zweckentiprediend,"  t^vt  (Die  Zeit,  1902,  nr.  13.) 

leHrcfieRoati«  VonFri^ 
und  Einily  Kögel.  s^ 
Reime  Ffir  Kinder  mit  Bildern 

pon  H.eidirodt,  0.  Flkentfcher,  B.  Haueifen,  F.  Hein, 
K.  Hofer,  H.  u.  Polkmann,  B.  Weite.  32  Seiten  mit 
24  plelfarbigen  Bildern  In  origln.  €lnb.  2  ITlk.  80  Pfg. 
c^«?  ,,In  der  Reform  des  Bilderbuchs  gebührt  der 
Hrdie  Iloah  ein  Ehrenplat). ...  Die  Bilder  dürften 
In  ihren  reinen,  hellen,  eindrudisuollen  Farben  und 
In  der  Klarheit  der  Zeldinung,  audi  in  der  Ein- 
fachheit des  Entvourfs  olelleidit  noch  größere  Hus- 
fidit  auf  das  Perltändnis  der  Kinder  haben  als 
mandie  der...  Bilder."  t^at^^  (Die Frau  1901.) 


Helmoikfdnge  aus  de: 
fdhen  Gaueit  s>s>^ 

Von  Dr.  Oskar  Dfifinhardt.  l 
Budirdimuck    Pon    Robert  Eri; 
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Bus  I>dhnhardf:  mdrchenbudi.    Zeidinuno  von  6.  Kuithan. 


L  Bus  marfdi  und  Heide.    Iliedt^ 
6edldite  und  GrzdhlungeiL    €iss^%^i(^Ji^ 
EtiSSi  IL  Aus  RebenHur  und  Waldesgruc^.  ' 
deutfdie  GedidUe  und   Erzflhiungen.  c^t^.^ 
AMR  UL  Aus  Hodiland  und  Sdineegel?;r,.  ^ 
deutfdie  6edldite  und   Erzählungen.   ^^^-^ 

In  kQnltlerifdiem  Omldilag  geheftet  je  2  D 
bunden  ]e  2  nik.  60  Pfg.  f^s^f^i^c^--' 

CMR   M .  •  .   Ein    ausgezeidineter  Ken^:^ 
deutidien  Dfalelitdldihing,  ein  ktlhnerCieüK; 
Im  deutfdien  Poilisgemate,  ein  wannher:iae;  . 
gog,  der  feinen  Sungen  die  öde  Sdiühr. 
behaglldien    Stdtte    traulidifter    Zwieipraiä 
echter    nidrdienftlmmung    umzuldiaftcn  ^r 
macht  hier  den  überaus  gut  gelungen^ü  Tr 
Sdiülem  und  hehrern  eine  Auswahl  de>  F 
vorzulegen,  was  die  heimildie  DialebiditJuu 
Pers  und  Profa  darbietet."     iß.  Sauer  im  i^  ■ 

Hnderfens  üldrcfien.  Vc  ■ 
VerfafferSelbttbeford/c 

deutfdier  CexL   3  flosgoben.  ^^ 

E^mi  1.  Sflmtllche  mardiem  13.  BuHagc.  T 
125  Illuftr.  Preis  reich  gebunden  \  lük.  30  ^ 
€^a  II.  ausgewählte  mflrdien  htr  die  I/l  ; 
mit  vielen  lüuihr.  IS.Bufl.  Preis  reidi  kart.  3 1 

v^ü  Ilf.  Die  fchOnlten  mdrdien  fOr  äs  ^^^^ 
mit  vielen  flluftratlonen.  Kleine  flusciab«.  V :. 
Inge.    Preis  hart.  1  nik.  50  m^u^^^^-^' 

v^^mi  Die  Ausgaben  zeichnen  Odi  durdi  ihre " ' 
lidie  Busltalhmg  und  billigen  Preis  aus.  c^^ 


Bus  Ddfuihontt:  Hdoidtkldnae.    Zeidmuag  von  R  ^ngej«. 


\euff(Ae6dtter-u.HeIden- 
ifageiL  Von  Dr. H.  hange« 

den  betten  Quellen  fflr  Haus  und  Sdiule  dar- 

It.   2.,  perb.auH.   IRit  12  Kflnftler-Steinzeldi- 

uon  (Originallithographien)  pon  Rob.  6ngels. 

.  6  [Rk.  ^  Budi  In  3  Teilen  zu  le  2.^  IRk.  geb. 

rr  Die   oltehrwflrdlgen  Sagen,  die  In  grauer 

eit  der  6elft  des  deutfdien  Polkes  Ildi  Don. 

^ü  Göttern  und  Helden  geldiaffen  hat  und  die 

treuelter  flusdrudc  feines  Welens  nodt  heute 

s  edit  deutfdie  Herz  anmuten  mflHen,  wollen 

ii  Langes  deutfdien  Götter-  und  Heldenlagen 

i  vreunde  unter  der  deutfdien  Tugend  gewinnen, 

iie  ihnen  Idion  üaufende  gewonnen  haben.  In 

er  Mialt,  ausgeftattet  mit  12  pröditlgen  mehr- 

ci  lithographierten  Cafein  des  rfihmlldift  be- 

len  KQnftlers  Robert  Engels,  tritt  das  Budi  oon 

m  por  feine  fiefer.    6eheimnisooII,  wie  das 

liien  der  deutfdien  Urwdider,  kliflgen  die  ITldren 

den  alten  deutfdien  Göttern,  pon  Ziu  und  Wodan, 

Donar  und  Baidur,  Pon  Freya,  Holda  und  flerthus. 

1  mächtig  und  ergreifend  klingt  die  Sage  pon  den 

cn  Caten  und  ergreifenden  Sdildifalen  unferer 

ien.  £s  ift  eine  Ffille  pon  reidi  belebten  Bildern, 

n  wciifelnden  Handlungen,  Pon  Freud  und  Iield. 

er  ceitalten,  die  In  Ihrer  ftrahlenden  Heldengröge 

er  in  Ihrer  hirditbaren  Wildheit  weit  Aber  menidi« 

Hts  lHa^  hinausragen,  dort  6rfdieinungen  pon  der 

leiten  tiieblidikeit  und  Hnmut,  finfterer  Cro^  neben 

noiter  Empfindung,  unerfdifltterlidie  Creue  neben 

'Mm  Venatf  Stoffe  und  Darftellung  find  gleidi 

■^\W\,  die  Tugend  zu  gewinnen  und  zu  begeiftern. 


*igismund  Rüftig,  der 
Bremer  Steuermann,  s^ 


) 


'in  neuer  Robinfon  n.  Kapt.  Illarry  at. 

^it  :ahlreidien  Bildern.  Gebunden  2  mk.  \0  Pfg. 
^  Diefe  f.  Zt.  Pon  Heinridi  Laube  Oberfe^te 
'^Mnionade  ift  bereits  in  mehr  als  100000  £xem- 
<^ren  perbreitet  und  ein  liiebllngsbudi  der  Knaben 
:i(i  nidddien  por  10—13  Sahren.    ti^^t^vt 


D 


eutfdie  Heldenfagen. 
Von  Karl  Heinr.  Keck. 

Dem  deutfdien  Poihe  und  feiner  Sugend  wltdeN 
erzdhlt.  Zweite,  poUft.  umgearb.  Huflage,  betorgt 
pon  Dr.  Bruno  Buffe.  1.  Band:  Gudrun  u.  Illbe- 
lungen.  Illit  KQnftIe^SteInzeidlnungen  (Original- 
lithographien) Pon  Rob.  Cngels.  Seb.  3  luk. 
t^Sk  In  feiner  Heldenfoge  hat  das  deutfdie  Polk 
des  ITlittelalters  fein  Denken  und  f  flhien,  fein  Iileben 
und  lein  Haffen  am  klarften  ausgeprögt,  in  ihr  offen- 
bart fidi  der  Geift  deutfdier  Vorzeit  nodi  heute  am 
editeften.  Darum  darf  die  deutfdie  Tugend  nie  per- 
geffen,  wie  Siegfried  mit  dem  Dradien  ftrltt,  wie  die 
Königinnen  miteinander  haderten,  wie  der  fhiftere 
Hagen  am  liindbrunnen  den  arglofen  Helden  er- 
fdilug  und  wie  die  hirditbare  Krlemhlld  den  Illord 
des  Gatten  an  den  fllbelungen  rddite.  Stets  foll  fie 
die  Erinnerung  an  Gudruns  ausharrende  Creue,  an 
die  Ilftenreidie  Perfdilagenhelt  des  fdimiedekundlgen 
Wieland,  an  die  kühnen  Caten  Dietrldis  Pon  Bern 
und  feiner  Gefellen:  des  greifen  Hildebrand,  des 
ftarken  Wittidi  und  des  grimmen  Heine  bewahren! 
Dazu  will  dies  Budi  zu  feinem  Celle  mit  helfen.  — 
Hudi  die  praditige  Husftattung  wird  hoffentlidi  dazu 
beitragen,  dem  Budie  viele  freunde  zu  gewinnen; 
die  iiithographien,  mit  denen  Robert  Engels  es 
gefdimüdit  hat,  perdienen  es,  und  |e  länger  er  auf 
fie  fdiGut,  delto  fdiwerer  wird  es  dem  aufmerklamen 
Betraditer  werden,  fidi  Don  ihrer  eindrudisuollen 
Gröge  loszureißen,  ^^wt  ^^^  t^a  x^at  t^mt 


Aus  Ddhnhordt:  lüdrcfienbudL    Zeidinung  von  6.  Kuithan. 


c^gci?  ,f'^m  dtn  BUdeniittcmehniuiigQa  Verlebten  Zahtz,  i^ 

üilLl  Ulli  la  liu^,  üüdi  rif  JliuiU"     €^&  C<^it  c^^r«  t,.^/  i^^i  ^^SJ  Cs^t  C-.^^»?  ittö 

i^  fr^  6^  fr<i  r^  Bisher  errdilenen  n.  a.  folgende  Blflfter:  t^ 

Dl«  mir  *  pcrfehenen  Bnder  und  tOx$^,  du  mJt  f  75xS5,  dk  anderoo  100: 
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H.  tJ.  Polkmiinii, 
H.  u.  P 


agna 


nin  akropolls 
m  die  Rüptfik 


t9. 

-ro, 

0. 

Ir.  Ur\L>ilLilii 

f.  iicrboote , 

iF*  Uc4i,  HlüTöen  im  Hodigcbifiik 

F.  5och,  Kidini 

f,  Küllmuraen,  Sn '  'Dgiriprer    . 

F.  KüjHiiiüröcit,  li  -WcrWritte 

•fl.  Könipi  Kflikr  wiinu;m  iL  .    .    ,    * 

6.  Kampmann,  mondiKifganfl  .   *  .    . 

fö.  y " '^-rglünd  im  Scfmee  , 

t^,  ►cn^Jrüt 

-rC  «  M.  (Icjcttt,  lieüifle  Iludit 

S-  .'rflut  Im  Walde.    .    ,    .    , 

t£.  ^....,....;ut.  Wem  6ot!  will  rediJe 

^unll  cmeüen , 


5- 


Rahmen 


Sditjfrohmeii  (Crientiols,  ofide  ProIH)   .  ,  »Ulk.   %.—,  f  Rllu 

Hgu:;rahmgn  (ErlentioLz.  mit  PraHI)  ...  *    „     S.W.  t    ^ 

auch  als  Wediiel*        «i^sf,,  mit  6ios ^  „    ^,— .  f  -   i< 

rahmen     ÜOrrÖfig   lalonrahinen  (nia!iügonipofi(uL  taU  5!fls)  "*    „  10.^,  t    .t    nj 


Kleine  Wandbilder  für  das  deutfdie 

Blldgrööe  4r^30  cm,  mit  Papierrand  57-44  cm.  -  Preis  eines  jeden  Bit 
te^St  einfadte  gefdimad^üolle  Haasfahmea  ous  gebeirkm  Crtenh^b  Qhm  6Iui  t  ülk., 
50  Pfg.     Pomehmt  Satgmglimen  mit  au^gdegter  [Tlatiagottlponttir  tiitil  6^ldlliiieti  ml 

Gefdrenk'RlaDDB    '^  kttnltlerflustöhrung,  je  10  Blätter  nadi  Wahl  (Ilr! 
MP.,^iP^>  ■.^^■>.>a^i^-Z  enthaltend,  SS  mk.,  die  moppe  allein  ohne  Bilder  8 1 
je  5  Blättern:  201—205,  206-210,  212-^216,  in  vornehmer  Karionmapßc 

20L  Lunö,   fllte^  Srüdtdien.  SO«.  ü.l?olkminn,  flhcnäwolk«n.  2I3f.  n        "      ^ 

202.  Biek  ehrlftmaikt.  207.  ükber.  Heldcrol.  213.  y  % 

nX  Hauefkn.  Ruhe.  208.  Bi?fe.  EinfümeT  Hot.  2  t*.  t 

204.  Hv^L  DüdiQys^rin.  20^.  Kat  Hülmer.  215.  s 

205,  wn  Polkmüftn,  Mhllng  210.  Bkentfdier,  niotmorgeu.  21fr.  v...  ..-...,..- 

ml  der  Weide.  21 L  Du  Bols<Kegm«iid«  äglna. 

Huf  Wunfdi  ausffiftriidie  tlluftrierte  Kataloge  unentgeltltdi  ui 


tere  niutteripradie«  Ihr 
Verden  und  Ihr  Weten. 

luUoge,    In  lj«lnw.  geb.  !  mh.  60  P{g. 

[tiettk  der  deuüdien 


rat  so  P!g, 

tiefte  Sprach«  und  Stil' 
ulter[tucke  deutrdier 

Profo,  SiSiSt  tmi*A"opV 
»roEeüor  Dr,  Oskar  Weite. 

ic«     TTltiiTt^rfnradie",  dei  pem  Hilöemeltien 

1  die  hödifte  bisher luerkannle 

»laui  ii  V   i.'K[iwurde,lftbcfond€isöeelgnet, 

ImrlTfiie  ÖufEäHuftg  ynlerer  Ittütti^r* 

2u  bekämpfen  und  die  Krelle  dei 

it««  Ober  f  tir  \^elen  zu  unterrldUen. 

j  m  mfr  Freuden  m  öcgrüfeen,  dö^  iinfere 

Sprcrdts    uudi    einmal    oon    älttiettEdien 

^unkkn  güs   belinditd  wird.    Das   Budr 

Idvon  üudi  fo  redit  den  WünEdien  RudotE 

entgegen  I  der  in  feinem  ..Detitidteii 

jidil"  wledeThoU  eihlfl  iüi  eine  derartige 

btldnng  eintritt,   lllööe  darum  nudi  das 

dos  oonüfliick  geelflnet  \K  den  Sinn 

Jtknn  auszubilden,  die  gleidie  t^erbreU 

^  töle  leine  ,,[llntierfpTüdie''r'  {[lUvRevuc) 

;  Budi  {Spradi«  und  Sflltehre)  Ht  feinem 

g~  ^e  aadi  darti  angetan  Jn  die  Fu^lapfen 
mdeis  2«  treten.   Die  kurzaef  diu  rite 
nfe  flft  der  Belehrung,  die  öefnfientlldx 
jilt  dem  RMtreug  der  gelehrten  geidiid^t- 
hanf  tu  priinben,  und  die  dodi  die  wobl- 
«i^eil  f  ibt»  da^  man  dem  Fütirer  allewege 
„  lann,  dos  lii  es,  was  Welles  Büdier  aus» 
0itd  pas  ihnen  k  ptele  Freunde  madit/' 

«  dSeiem  Budie  hat  Weife  dem  deuffdien 

ein   neues   weriuolles   Unterridilsmltte! 

. . ,    Sei»  Buch  enthält  eine  Reihe  mn 

Qdien,   an  deren  Sdilug  knn  auf  die 

Mewiefen  wird,  durdi  die  lldi  die  SdirelN 

»PeriölfeT  ousieldinet  und  non  der  anderer 

Rir  inteddieidef, , .  /*   iPreuft,  Kreus-IeliunaJ 


(om  paplernen  Sfil.  Von 
Prof.  Dl  Oiio  Sdiröder. 

I.  durdigefchene  flullage,  6ctie!tet  f  ITlk., 
öadiv^O  gebunden  f  mk.  80  Pig.  €s^%it^mt 
}  6ebN  bratidit  das  Euch  nidit  mehr  :u  werden, 
I  |et«(eu;  geleien  nidrt  non  ledermann,  wohl 
wr\  eilen,  die  tjcoiien  find,  ihre  Worte  zu 
t%  lit  keine  Sammiune  pon  IJoridiriften  und 
i  est^endet  Hdinldtt  fo  lehr  an  den  Uerltand, 
t  feineren  Regungen  det  Seele,  und  kann 
tii  |dv3  peralten.  €^m^i^t^s^^^i^ 


ieutfdieDidiler  des  neun- 
zehnten Bahrhunderts- 

flitheHIcfie  erlfluierungen  HJr  Schule 
u.  Baus,  ßerausg,  p,  Prof.  Dr-  üyon- 

^£il  Die  ^rjflutefungen  haben  den  Zweie,  zu  einem 
iieheus^ilenPerlidndnls  d^f  Diditung  des  neunzehnten 
Jahrhunderts  hinzulühTen.   Das  KünTIIerllche  fteht 
im  mitielpunkte  der  eiklÄmng.  Sie  will  helfen,  das 
Kunftwerk  als  6anies  lu  erlalfen,  hidem  IJc  Bulbüu 
und  Kunif mittel  2u  lebendlfltm  Bewutjtlein  bringl 
und  STundbeßTlffe  des  kQnmerlfdien  Sdiaffens  am 
konkreten  Beispiel  enlwideelt.     Das  Werk  wieder 
als  ©anzes  wirrt  oh  Zeugnis  der  fSch  entwld^einden 
Pertönlld:ikfit  aulnefafif  und  in  den  ^elf-  und  llte- 
raturgeldiiditüdien  Zufammenhang  eingereiht*   Die 
Clnzelerlduterung  wird  nidit  pernodildiriat,  dflfjel 
ttets  ihn  Bedeutung  ftlr  das  6on2e  (»erOd^Stditlgt. 
Sodtlldie  und   ipradilidie  SdtwierlgkeHen  werden 
kurz  erklärt,  das  SloflgeSdiiditlldie  und  rein  Biogra* 
phifdie  wird  aut  das  notwendige  bei*rünkt-  Der 
Umfcng  eines  Bdndciiens  betragt  2  -S  B^gen.  der 
Preis  5ö  PI    t,^  ßs£i*  c^i?  Cssi*  K^i*  <*^w 
f^it    Es   erfdiienen   bisher   folgende   Bänddien: 
fc^i?   \i  Frlb  Reuter.  Ut  mine  Stremtid,  pon 
Prof.  Dr^P.Pogcl    t:  Otto  üudwig,  makkaböer. 
t)on  Dr.  R.  Petfdi.    3:  Hermann  Sudermann» 
Frau  Sorgei  pon  Prd.  Dr*  3,  Boettidier.    4;  Cheo- 
dor  Storm,  Immeniec  und  CIn  grünes  Blatt,  oon 
Dr.  0.  üadendorL    5:   Wilhelm  Heinridi  uon 
Rlehl.nopeilen,  uon  Dr.Ch-  matlhlas.  6r  GuHao 
Fren  I  f  en,  der  Dichter  des  3örn  Uhl,  vm  üu  K.  Klnzei. 
7;  Helnrldi  P.  KleÜt,  Prinz  uön  Homburg,  mn 
Dr.R.Petldi.  8:  Sott Iried  Kelle i,  martin  Salan. 
der,  pon  Dl  R.  Fürft.   9t  Fr.  m.  Weber,  Dreizehn- 
linden*  pon  Dir.  Dr.  C,  WaHenleheL   10;  Richard 
Wagner,    Die  fllelfteriingcr,  üon  Dr.  R,  Petfdi, 

^nfere  Pflanzen.  Von  Dr, 
?rledrtdi  Sohns*  ^s^ 

Ihre  namenserklflTüng  und  ihre  Stellung  in  der 
Itiqthoiogie  und  Im  Poiksabergiantieti.  %  Auflage. 
6eldimad<yoll  gebunden  i  TTlk*  40  Pig,  t^^ts^mi 
ti^mi  mOos  Bidiletn  Ifl  mit  warmer  blebe  rur 
Hütur  und  za  unlerer  Itlutteripradie  gelditleben* 
eine  grofte  Unzahl  der  olt  uröiten,  flnnreldien 
Pflanzen-Polksnamen,  ober  deren  Urfprung  man 
ofl  uergeblldi  grübelt,  wird  hier  erklürt,  audi  der 
üofkshellkunde,  der  Pllan2en[ijinbolll<,  der  Dlditung 
und  tn^thologle  wird  an  paffender  Stelle  gedodit/^ 

laturgefdiiditliche  Polks- 
imärdicn  aus  nah  uJem. 

Gelammelt  pon  Oskar  Dflhnhardt 

6eidimüd?PQli  gebunden  t  ITlk*  t:^w^gm€i^i9 
i^s^t  Das  Büdüeln  yerelnlgt  Hiardicn,  dit  natur- 
ell* ei  nun  gen  lu  deuten  Indien,  die  finnige  fln* 
idiauung,  dldtieriJdies  Empfinden  und  herzlidien 
Hum^r  vereinigen«  und  die  lefgen,  wie  eng  die  llatur 
mit  dem  ^ematsltbea  dts  Polkes  gerwadifcn  lll 


fdfurffudlen  Im  HauTe, 

b  Plaudereien  In  der  Dämmtritunde. 

f.  Buü,  tu  gcfdtmadrv*  OHi.*kitwbd*  3  Ulli.  $0  Pf«, 

'aturffudien  fm  Garten. 

L  Plaudereien  ont  Sonntag  nadimiUag. 

naiurftudten  In  Wald  und 
rCld«    Spozlergangspldtjderelen. 

Drei  BQdier  fQr  die  Tugend,  Von 
Dr.  K*  Kroepelin,  Mt  Zeldinungen 
pon  0.  Sdiwindrazhelm-  t^^^r«^ 

i^i»  „Das  hentlffte  Wirk  elpet  l\di  Qidit  nut 
»erjiglldt  al?  ^efdierrk  für  bcgahte  firSfeerc 
Kna&en,.  brid^'m  au  dt  tik  HHFsmJtfet  tir  den 
üehrer  zur  Porbereltimg  auF  den  (ifiturteundödteii 
tlntenldtt/'  Cd^lf  C^^l  lEagT.  Lelircrttfl,,  l%*  U99.  tfOL) 


»7  i" 


'A 


kh 


■-^j. 


8iis  KraepeJIn;  natufllücTIfin  In  Wal^  uiMl  Feld, 

i^S^  mDqs  neue  Biidi  Ilt  ein  tlluft^r  fäi  ]edeii 

blologifdi^fi  ütiterrlrfit  In  der  S(iiu(e>  Die  Hrf  ond 
Wetfe,  i^le  die  fdl  Darwin  b  au^erürd entließt  hiU 
gffdirlll^nt:  Lebenskunde  der  Pflanien  und  tiere 
hier  im  Ploudefpewonde  oorgeführJ  wird,  und  zwar 
dem  neu  eilen  Standpunkte  der  WIKeiifcholt  ent* 
Ip redien d,  IFt  {leradezu  als  nnQbertTellÜdi  zu  be- 
zefdrnen.  CJn  habldieres  Gefdienk  lür  yj^be gierige 
knaben  Ift  katjm  zu  Hnden/'  \Z  r.  uu\ni  Schuieti  i^ou 
fi£^  <  Jür  die  Sdtölerbllllothekcn  tintertr  Bürger* 
fdttik'ti  gibt  es  kein  Buch,  wel4iGs  Iq  ^iselgnet  v?äre« 
den  Sditlkr  zu  Meferer  Ouffaflyng  des  nafuT{;anzen 
MnfuleKert,  Mt\t  dtefes.  Ein  leren  S^uüieunden 
aber  fwfen  wir  im  Wollf  Ihr  earer  heran- 
uaditenden  Suger^d  rechfe  Freude  bereiten« 
(a  gebt  Ihnen  ,,Kraepelin$  nnturÜndlen'V* 

gtfiagais^ifagangiii  iD^utFch«  $dtidzf|.,  4.  Sahrg.«  (U.  II J 


?lun  Von  B.  bant 


ejne  anleltt^' 
naluf  In  ni 
bewirbt  I  r<'- 

In  Orl|tinüi*c 


auliafi.    mit  M] 


lehren  drau|en  \\\ 

faiTer  der  Tugend 

ein  zweites  u 

and  das  redi.-     - 

wedeen«  duf  aukiiel  nut  cJgn^  üa 

m\\  eignem  Verltand«  in  lUlMtta.  ^ 

etn  Bodt  gon  reldiem  ladilidicB  In 

au  dl  ein  p^dagogUdies  WertrcN«. 

der  ßni?r'-!T:-     -^  ^^r'-^-'-'-T^i 

ledern  [u 

Ildtei    IT^~  ui^   «4Üi4Ü    ijfit'i^ 

find  mtii  lid  die  aoB 

Prelle  eui^^^^ua^.  DemMdit  Urdül 

bretluRg  m  ivOeidieti.''  m  i^Mids.  i « 

lüiengefielmnilfe. 
Dl  Seorg  WorgS 

SineBlQfeobloIogle  In  ElazeU 

mit  15  Bbhlldungen  Im  Ceil    Eü 
3>  P«  eiHorz*    Setanden  3  niott.] 

^^vt  ^.Oii  aoftreOlldi^' 

kleines  Rudi,   äü%  oll- 


uiei^eiiüiEKjtn  bLiJt'Euti! 
Crtebuerk  des  (^rganlidr 
nlllen  de r  B u  g c nwelt  i^  i  h  i  i  ^ .  ^^  m  w     m 

bbe  und  Flut  foi 
i9and(e  Crfdieinui 

im  Sonnenfgitem.  Von  6.  H«j 

But^rlüerle   dtutidie   Htisaiibc    mud 
englMen  ^ulltge  pon  El  Podicls« 
^Iniflhrungswort  pon  PreL  Df.  0.  ^^  ßl»! 
und  IS  aiuiir.  im  Cctt.    Gebandcf  ^  ''^  ' 

g^i»  ,,Wer  annetimefi  i^ollte.  in 

ledlgtldi   eine   Darffell u 

IdieJnunqcn  der  Ebbe  > 

kldrimgL:i:    .■y^^^^ll  ?ii  tjc^ 

Irren.  \    \\\  A(\% 

Mndlidi,   uijviH  es  gehl  w 

der  nblld^en  Oarltelhmg  dei 

Ilt  ein  Budi  einzig  in  "^^ 

den   6eophyl[ker  man  : 

Perk[kr,efnhodil^fn^^:f= 

bot  durdi  efgene  ''* 

0c;citenfheoric  tolci  i  , 

fldi  aui  die  RQlIe  beiki 

Krofl  des  nionfie'i  \ii  dtr   > 

und  lukünftlg  noch  fpteleti  wird,  "^pitu^ 

Kf^smelegle  IntereilJBrt,  wird  tn  dem  '^ 

oblgeiili?erkef  hohen  6eiiub  tlndca**'  fSi*^ 


s^Ritur  u.  öeiMesweir 

immlung  rolflenfdiafflldi-flemelnüerfJändlidier  ßsS 
'ftellungen  aus  allen  Sebieten  des  Wff^ens  C^S 

Idhen  9on  130—160  5ell€fi  zu  1  nik.i  in  gefdimackvoUem  Einband  zu 
^rg.    Sedes  Banddten  Ul  In  Üdi  obgeldiloflen  und  eimeln  hdurlldt. 

:  ■'  SeMefe  In  pla^ 

i:.      _■  ■ '     -^  ,.    ■     '  tL^relk  Jtnd  umi    ■.  ■■.   .  ■.... 

wertvolles^  nßtjüches  Gefdienk  empfehlen  fldi  befonders:  cmc>9 

n47     "    '  ift  pfmtnadtPoUem.  daiierbattem  SeldienkkdddieE,  (tos  lldi 


»graphiidie  Bibiiotliek. 

10 IS,  nieeres* 
Hi  loNj  irtenfdt 

ttdnnne  u.  ütindidiaftrn. 

I  cier  2c(t.  ig 

.^^m^dietfer, 

iStii  glPütef,  Wurme» 

irhltlQrtfdie  Bibliothek. 

»mundt.  Die  "  ^j  Bor  Ins  fei, 

Kaii^lili,  lituftraMoi).  m 

p   Wclii.\   Die  deuiidi^n  Polks* 

i'^t-ii^<[[C:tL     €^(  t-i^nft  fe^Ü  Fs^Ü 

le  Bibliothek. 

iL  DeuifclK^  Städte 

|ocRin^.  ■,•!• 

biiiu®0  'ulidie  Hund* 

Die  deiih silümme  und 

fis^l  Ca^fV  Ca^l  C^^i  C^ü^  C^£¥l 


nalurwirtenfdiQtlllche  Bibliothek. 

fluerlJüdi,  Dil*  Sruädljer ^^ '  ^'''  ---«—'-  T^atui» 
lehfc.  H  31 9dl  murin,  und 
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Beitrag  zur  Geometrie  der  Bewegung  ebener  Getriebe. 

Von  Otto  Mohb  in  Dresden. 

An  den  technisclien  Hochscbulen  fehlt  es  in  den  Vorlesungen 
über  Geometrie  und  Elementarmechanik  in  der  Regel  an  Zeit^  um  die 
geometrischen  Eigenschaften  der  Bewegung  starrer  Körper  und  zwang- 
laufiger  Eorperverbindungen  so  eingehend  zu  behandeln,  wie  die  Wich- 
^gkeit  des  Gegenstandes  und  die  sehr  zahlreichen  Anwendungen  in 
allen  Teilen  der  technischen  Mechanik  es  wünschenswert  erscheinen 
lassen.  Durch  Selbststudium  nachzuhelfen,  wird  dem  Anfänger  nicht 
leicht,  weil  die  betreffenden  Lehrbücher  und  Abhandlungen  seinen  Be- 
dürfiiissen  nur  wenig  angepaßt  sind.  In  der  nachfolgenden  Mitteilung 
habe  ich  daher  yersucht,  den  wichtigsten  Teil  dieses  Gebietes,  die  Be- 
wegung ebener  Getriebe,  mit  den  einfachsten  Hilfsmitteln  und  in  einer 
ffir  das  Selbststudium  geeigneten  Form  darzustellen. 

Meine  Absicht,  die  Ergebnisse  auch  auf  die  Kinetik  der  Getriebe 
anzuwenden,  mußte  ich  fallen  lassen,  um  den  Umfang  der  Arbeit  nicht 
übermäßig  auszudehnen.  Ich  behalte  mir  Tor,  diesen  Gegenstand  in 
einem  besonderen  Aufsatze  zu  behandeln. 

1.  Der  GescJimndigJceitsfian  einer  ebenen  Punktgruppe,  —  Wir  be- 
trachten während  eines  unendlich  kleinen  Zeitabschnittes  eine  Gruppe 
von  Punkten  AyB,CyD  .. ., 
die  in  einer  Ebene  sich 
bewegen,  und  deren  augen- 
blickliche Lage  durch  den 
Lageplan  Fig.  1  in  dem 
Maßstäbe  1  cm  gleich  fi  cm 
angegeben  wird.  Die  Qe- 
schwüidigkeiten  der  Punkte 
während  jenes  Zeitabschnittes  sollen  in  einer  besonderen  Zeichnung,  dem 
GeschwindigkeUspUm  Fig.  2,  durch  die  Strecken  P'A',  P'B\  P'C  . . . 
nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  und  zwar  in  dem  Maßstabe  1  cm 
gleich  IL  cm  •  sec  ^  dargestellt  werden.    In  den  Abbildungen  tragen  die 

Z«itochriit  f.  MAthematik  n.  Physik.  49.  Band.  1903.   4.  Heft.  26 


L.    Fig.  1.  G.    Fig.  S. 
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Lagepläne^  die  Geschwindigkeitsplane  und  die  Beschlennigniigsplane 
die  abgekürzten  Bezeiclinungen  L^  G  und  B.  Der  gemeinschaftliche 
Anfangspunkt  P'  aller  Geschwindigkeitsstrecken  heißt  der  Pol  des 
Geschwindigkeitsplans.  Die  Geschwindigkeit  P'B'  des  Ponktes  B  kann 
zusammengesetzt  werden  aus  der  Geschwindigkeit  P'Ä'  des  Punktes  A 
und  der  von  der  Strecke  Ä'B'  dargestellten  rdcUiven  Geschwindigkeit 
des  Punktes  B  gegen  den  Punkt  Ä.  Wir  zerlegen  femer  diese  relatiTo 
Geschwindigkeit  in  die  beiden  zur  Strecke  AB  parallel  und  normal 
gerichteten  Komponenten  A'b,  bB'  und  erhalten  hierdurch  folgendes 
Bild  von  der  Bewegung  der  zwei  Punkte  -4,  B:  Beide  Punkte  bew^^ 
sich  mit  der  gemeinschaftlichen  Geschwindigkeit  P'A\  während  B 
gleichzeitig  noch  zwei  andere  Bewegungen  mit  den  Geschwindigkeit^! 
A'by  bB'  ausfuhrt.  Infolge  der  Geschwindigkeit  A'b  ändert  sieh  die 
Länge  der  Strecke  AB  und  zwar  in  positivem  oder  in  negativem  Sinne, 
je  nachdem  die  beiden  Strecken  AB,  A'b  dem  Sinne  nach  überein- 
stimmen oder  einander  entgegengesetzt  sind.  Die  Strecke  A'b  bestimmt 
sonach  die  rdaüve  Dehnu/ngsgeschwindigkeit  des  Punktes  B  gegen  den 
Punkt  A  Das  Verhältnis  der  Geschwindigkeit  A'b  zur  Länge  AB, 
also  die  Große 

=  ^Tn  ^  sec-  ^ 
AB  fi 

heißt  die  DehnungsgeschwindigkeU  der  Strecke  AB.  Sie  gibt  an,  um 
welchen  Bruchteil  diese  Strecke  in  einer  Sekunde  ihre  Länge  veränderte 
Es  empfiehlt  sich^  das  Verhältnis  fi"  zu  fi  gleich  einer  runden  Zahl  zu 
wählen.  Im  folgenden  soll,  wenn  nichts  anderes  angegeben  wird,  stets 
yL   gleich  fi  angenommen  werden,  sodaß  die  Geschwindigkeit  d  durch 

die  Formel 

A'h 
ÄS' 


(1)  «=^«ec-^ 


bestimmt  wird.  Infolge  der  dritten  von  bB'  dai^esteUten  Geschwindig- 
keit des  Punktes  B  ändert  sich  die  Richtung  der  Strecke  AB^  wir 
nennen  diese  Komponente  daher  die  relative  Drehgeschtvindigkeii  des 
Punktes  B  gegen  den  Punkt  A  und  das  Verhältnis 

(2)  ci  =  ^sec-i 

die  Drehgeschwindigkeit  der  Strecke  AB.  Um  auch  den  Sinn  der  beiden 
Geschwindigkeiten  d,  cd  auf  algebraischem  Wege  angeben  zu  können, 
wird  es  nötig,  den  von  den  beiden  Strecken  ABy  A'B'  gebildeten 
Winkel  y  in  einer  bestimmten  Weise  zu  messen  und  zu  bezeichnen: 
Der  Winkel  y,  den  ein  Strahl  im  Sinne  der  Uhizeigerdrehung,  dem 
positiven  Drehungssinne,  zu  durchlaufen  hat,  um  von  der  Richtung  AB 
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nach  der  Richtung  Ä'B'  zu  gelangen^  soll  der  Geschmndigkeitsmnkel 
der  Strecke  AB  genannt  und  mit  (-4JB,  A'B')  bezeichnet  werden.  Bei 
dieser  Bezeichnung  kommt  nicht  allein  die  Aufeinanderfolge  der  Buch- 
staben^ durch  die  der  Streckensinn  angegeben  wird,  sondern  auch  die 
Reihenfolge  der  Strecken  in  Betracht;  z.  B.  ist 

(A'B\  AB)  =  3600  _  (j^^ß,  A'B') 

{BA,B'A')^(AB,  A'B^. 

Mit  Benutzung  dieser  Regele  die  bei  allen  Winkelbezeichnungen  an- 
gewandt werden  soll,  ergeben  sich  die  Geschwindigkeiten  S^  a  nicht 
nur  der  Größe,  sondern  auch  dem  Sinne  nach  durch  die  Formeln: 


(3) 
(4) 


d 


-^-g-  COS  {AB^  A'B')  =  -j^  cos  y 
-  -j^  sin  {AB,  A'B')  =  -j^-  sin  y. 


L,    Fig.  8. 


G.    Flg.  4. 


Denn  man  ersieht  ohne  weiteres,  daß  AB  sich  verlängert,  wenn  cosy 
positiv  ist,  und  daß  AB  im  positiven  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung 
sich  dreht,  wenn  siny  das  positive  Vorzeichen  trägt. 

2.  Der  Geschwindigkeitsplan  einer  starren  Punktgruppe,  Fig.  3  und  4. 
Wenn  die  bewegten  Punkte  A,  B,  C,  D  , . .  starr  miteinander  verbunden 
sind,  so  bleiben  die  Winkel 
zwischen  den  Strecken  AB, 
BC,  CA  . , .  unverändert. 
Daher  sind  die  gleichzeiti- 
gen Drehgeschwindigkeiten 
aller  Strecken  nach  Größe 
und  Sinn  einander  gleich. 
Die  Dehnungsgeschwindig- 
keit einer  jeden  Strecke  ist 
ihrer  Starrheit  wegen  gleich  Null.  Folglich  sind  die  Gesöhwindigkeits- 
Winkel  aller  Strecken  gleich  groß  und  zwar  entweder  alle  gleich  90^ 
oder  gleich  270^.  Im  ersten  Falle  hat  die  gemeinschaftliche  Dreh- 
geschwindigkeit den  positiven  Sinn  und  die  Größe 

^ ^A'C 

AB       ~^  "" 


A'B'    .    o^        ,  A'B'        ,   B'C 


AB 


BC 


+ 


während  sie  im  zweiten  Falle  den  negativen  Wert 

J3'C' 


(D  •■ 


'^'^'8in270o  =  -^'-®' 


AC 


A'C 


AB   "^"'^  AB  BC  ""        AC 

bat.    Da  diese  Gleichungen  f&r  je  zwei   einander  entsprechende  Drei- 
ecke  ABC,    A' B' C    gelten,    so    sind    die    beiden    Punktgruppen 


26* 
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ABCB  ..,,  Ä'B'CrD\ 
was  darcli  das  Zeichen: 


geonie^isch  äknlicJi  und  von  gteuAetn  Sinia-*! 


(6) 


A'B'C'D'...:zABCD, 


ausgedrückt  werden  soll.    Dasselbe  bringt  also  niebt  um-  die 

keit  der  beiden  Gruppen^  sondern  auch  die  Gleichheit  der  Geschwiirrz:^. 

digkeitswinkel   zur  Darstellung.    In  dem  besonderen  Falle,   weun  di^Hie 

Drehgeschwindigkeit  m  gleich  Null  ist,  üllen  alle  Punkte  Ä'B'C\   

zusammen.    Der  Geschwindigkeitsplan  besteht  dann  aua  einer  einzig^^— ^ 

Strecke  P'Ä'  und  bestimmt  eine  Pcmllä/verschipimng  der  Ptinktgrup^^^e. 

Der  mit  der  Ghruppe  starr  yerbundene  und  durch  die  Bedmgüi£rr:uT: 

PABC...-P'A'B'C\.. 

bestimmte  Punkt  P  heißt  der  GeschidndigkeU^pd  des  Lageplans,    ^^^^on 
allen  Punkten  der  mit  der  Gruppe  starr  yerbundenen  Ebene  ABC        jg^ 
P  der  einzige,  dessen  Geschwindigkeit  im  Zeitpankt  der  Betrachkzvi;|, 
gleich  Null  ist.    Die  Bewegung  der  starren  Punktgruppe   besteht  ^Jso 
aus   einer   unendlich  kleinen  Drehung  um  den  Pol  P  mit  der  Dr«^. 
geschwindigkeit  o.    Die  Geschwindigkeit  v  eines  Punktes  A  der  Qmpp& 
wird  bestimmt  durch  die  beiden  Bedingungen: 


(6) 


Ivm  PA 

\(PA,  v)'^9(fi   oder    -270», 


je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist. 

Der  Geschwindigkeitsplan  einer  starren  Punktgruppe  wird  bestimmt 
durch   die   Geschwindigkeiten   P'A',   P'B'  zweier  Punkte  -4,  B  der' 


L.    Flg.  6 


Gruppe.  Diese  beiden  Geschwindigkeiten  sind  von  einander  abhängig 
durch  die  Bedingung,  daß  A'B'  normal  zu  AB  gerichtet  sein  muß. 
Der  Plan  ist  femer  bestimmt,  wenn  außer  dem  Pol  P'  drei  Gerade  aa, 
bb,,  cc,  Fig.  5  und  6,   gegeben  sind,  auf  welchen  beziehungsweise  die 
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Punkte  A\  B*y  C  liegen  müssen.    Läßt  man  die  zwei  Ecken  a^,  b^ 
des  ähnlich-veränderlichen  Dreiecks 

^i^i^i  —  ABC, 
dessen  Seiten  a^^i,  b^c^,  c^a^  zu  den  Geraden  AB,  BCy  CA  normal 
gerichtet  sind,  auf  den  Geraden  aa,  bb  sich  bewegen,  so  beschreibt  die 
dritte  Ecke  c^  die  durch  den  Schnittpunkt  e  Yon  aa  und  bb  gehende 
Gerade  c^e.  Man  bestimmt  also  C  durch  den  Schnitt  der  Geraden  ec^,  cCj 
femer  einen  zweiten  Punkt  A\  indem  man  CA'  normal  zu  CA  zieht^ 
und  den  übrigen  Teil  des  Geschwindigkeitsplans  durch  die  Bedingung 

A'B'CB'.,,-ABCD,... 
In  dem  besonderen  Falle,  wenn  die  beiden  Geraden  cc,  c^e  zusammen- 
fallen, wird  der  Plan  unbestimmt 

3.  Ber  Creschmndigkeitsplan  einer  ähnlich-veränderlichen  Puhktgruppej 
Fig.  7  und  8.  Da  die  Winkel  zwischen  den  Strecken  AB,  BC,  CA  ... 
bei  der  ähnlichen  Veränderung  der  Gruppe  unverändert  bleiben,  so  sind 
die  gleichzeitigen  Dreh- 
geschwindigkeiten  aller  ^"  ^**  ^' 
Strecken  gleich  großf 
A'  3' 

WC 
-   Bö""'»'» 
CA' 

Auch   die  Dehnungsgeschwindigkeiten  aller  Strecken  sind  infolge  der 

ähnlichen  Veränderung  von  gleicher  Gboße: 

.       A'B'  B'C  CA' 

^^-AB-'^^y^^SG  ^^y»  "  -CA  ^^«y»  ="•••• 

Die  Geschwindigkeits Winkel  y^  y^,  y^  •  -  -  sind  daher  von  gleicher 
Größe  y  und  durch  die  Bedingung 

^  ^  ainy       cosy         AB  BG  CA 

bestimmt.    Folglich  ist  wie  bei  einer  starren  Punktgruppe 
(8)  A'B'C'B\..-ABCB... 

Der  gemeinschaftliche  Geschwind^keitswinkel  y  kann  jede  Große  an- 
nehmen; er  liegt 

im  ersten     Quadranten,  wenn  a>  positiv  und  8  positiv   ist 

„    zweiten    *       „  n      ^  positiv  „    S  negativ    „ 

„    dritten  „  99      o  negativ  „     8  negativ    „ 

„    vierten  „  „      g3  negativ  „     8  positiv 
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ist.    Zählt  man  alle  Pnnkte  der  Ebene  ABC  zur  ähnlich-yeränderlichen 
Gruppe,  so  enthält  dieselbe  nur  einen  einzigen  Punkt  P,  dessen  augen- 
blickliche Geschwindigkeit  gleich  Null  ist     Dieser  Geschwindigkeüspd 
des  Lagepians  ist  wiederum  bestimmt  durch  die  Bedingung 
(9)  FABC...-  P'Ä'B'C'.,. 

Jede  unendlich  kleine  Bewegung  einer  ähnlich-yeränderlichen  Panki- 
gruppe  besteht  demnach  aus  dieser  Veränderung  in  Verbindung  mit 
einer  gleichzeitigen  unendlich  kleinen  Drehung  um  einen  ruhenden 
Punkt  P.    Der  gemeinschaftliche  Geschwindigkeitswinkel 

y  -  {PA,  P'A')  =.  (PB,  P'B")  =  (PC,  P'C),.. 

wird  gleich  NuU  oder  360*^,  wenn  o  gleich  Null  ist,  er  wird  gleich  90* 
oder  270^  in  dem  besonderen  Falle,  wenn  d  gleich  Null  ist. 

Der  Geschwindigkeitsplan  einer  ähnlich -veränderlichen  Ponki- 
gruppe  ABC ...  ist  bestimmt  durch  die  voneinander  unabhängigen  Ge- 
schwindigkeiten P'A\  P'B'  zweier  Punkte  Ay  B  der  Gruppe.  Bleiben 
diese  beiden  Geschwindigkeiten  unverandert,  so  ändern  sich  auch  die 
Geschwindigkeiten  der  anderen  Punkte  nicht.  Wenn  also  zwei  Punkte 
einer  ähnlich -veränderlichen  Gruppe  mit  unveränderlichen  Geschwindig- 
keiten in  geraden  Linien  sich  bewegen,  so  beschreibt  auch  jeder  andere 
Punkt  der  Gruppe  mit  unveränderlicher  Geschwindigkeit  eine  Grcrade. 
4.  Der  GeschtpindigJceitsplan  eines  Stabpolygons,  Fig.  9  und  10. 
AB,  BC,  CD . . .  bezeichnen  m  starre  Körper,  die  parallel  zur  Bild- 
ebene sich  bewegen,  in  den  Punkten  A,  B,  C  , . .  durch  Gelenke  mit- 
einander verbunden  sind  und  eine 
geschlossene  Kette  bilden.  Durch 
die  Geschwindigkeiten  P'Ä,  P'B'f 
P'C  . . .  der  Gelenke  sind  die  Be- 
wegungen der  Korper  volLstandig 
bestimmt.  Sie  können  also  ersetzt 
werden  durch  starre  SiSheAB,  BC, 
CD  . . .,  und  ein  solches  Korper- 
polygon soU  daher  ein  Stabpoltfgon 
genannt  werden.  Die  geometrische 
Beziehung  des  Geschwindigkeits- 
plans  zum  Lageplan  besteht  einfach 
darin,  daß  jede  Seite  des  gesddossenen  m-Ecks  A'B'C'D'  . . .  su  der 
entsprechenden  Seite  des  m-Ecks  ABCD . . .  normal  gerichtet  sein  muß- 
Denn  der  Geschwindigkeitswinkel  eines  jeden  starren*Stabes  ist  entweder 
gleich  90^  oder  gleich  270*^.  Für  die  folgenden  Anwendungen  dieser 
Beziehung   kommt  nur   der   einfachste   Fall    inbetracht,    in   dem  alle 


Fig.  9. 
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L.    Flg.  11. 


O.    Fig.  19. 


Ecken  des  Polygons  AB'C'B' . , .  bis  auf  eine,  z.  B.  B'y  gegeben  sind. 
Man  zieht  AB'  normal  zu  AB^  C'B'  normal  zu  CB  und  bestimmt 
hierdurch  die  Geschwindigkeit  P'B'  des  Gelenkes  B  sowie  die  Dreh- 
geschwindigkeiten 

^'sin(^-B,  AW)  und  ^8in(BC,  B'C) 

der  beiden  Stabe  ABy  BC. 

6.  Der  Geschwindigkeit^lan  eines  Stabpolygons  mit  Schieberver- 
bindungen,  Fig.  11  und  12.  Es  seien  AD  und  BCE  zwei  Glieder 
eines  Stabpolygons,  die  in  den  Gelenken  A^  E  mit  den  benachbarten 
Gliedern  und  durch  den  Schieber  BC  miteinander  verbunden  sind. 
Der  den  Schieber  fahrende  Stabteil  BGB  bildet  einen  Kreisbogen  yom 
Mittelpunkt  Jf.  Wir 
nehmen  an,  daß  die 
voneinander  unab- 
hängigen Geschwin- 
digkeiten P'A\ 
P'E'  der  Gelenke 
A,  E  gegeben  seien. 
Die  relative  Bewe- 
gung der  beiden 
Glieder  gegenein- 
ander besteht  in 
einer  Drehung  um 
den  Punkt  M]  denn 
diese  Bewegung 
bleibt  möglich,  wenn  ein  Gelenk  im  Punkte  M  durch  einen  Stab  MD 
starr  mit  dem  Gliede  AD  und  durch  einen  zweiten  Stab  MC  starr  mit 
dem  Gliede  BCE  verbunden  wird.  Da  also  sowohl  die  Punkte  A  und  M 
als  auch  die  Punkte  E  und  M  starr  miteinander  verbunden  sind,  so 
bestimmt  man  die  Geschwindigkeit  P'M'  des  Gelenkes  M,  indem  man 
AM'  normal  zu  AM  und  E'M'  normal  zu  EM  zieht.  Hierauf  sind 
die  Punktgruppen 

A'M'D'  zz  AMD  und  M'B'C'E'  zi  MBCE 
zu  bilden. 

Zweites  Verfahren,  Man  kann  die  Bewegung  des  Gliedes  BCE 
zusammensetzen  aus  einer  Bewegung  in  starrer  Verbindung  mit  dem 
Gliede  AD  und  einer  gleichzeitigen  Drehung  um  den  Punkt  M,  Die 
erste  Bewegung  wird  durch  den  Plan  P'AD'B^C^E^,  die  zweite 
durch  die  im  Punkte  M'  sich  schneidenden  Geschwindigkeitsstrecken  JB^JS', 


400 


Beitrag  znr  Geometrie  der  Bewegung  ebener  Getaiebe. 


C^C,  E^E'  dargestellt.  Ebenso  laBt  sich  auch  die  Bewegnng  des 
Gliedes  ÄD  zusammensetzen  aus  einer  dnrch  den  Geschwindigkeiis- 
plan  P'B'C'E'Ä^Di  dargestellten  Bewegung  in  starrer  Verbindung  mit 
dem  Gliede  BCE  und  einer  gleichzeitigen  Drehung  um  den.  Punkt  If, 
bei  der  die  Punkte  ^1^  Z>  die  Geschwindigkeiten  Ä^Ä',  D^D'  annehmen. 
Man  bestimmt  also  die  Punkte  Ä^,  E^j  indem  man  E'A^  und  Ä'E^ 
normal  zu  ÄE,  femer  M'A'A^  normal  zu  MÄ  und  M'E^E'  nonnal 
zu  ME  zieht.     Alsdann  können  die  Punktgruppen 

AD'B^C^Ey^  -  A^D^B'C'E'  -  ADBCE 


L.    Flg.  IS. 


und  hierdurch  der  Geschwindig- 
keitspkn  P'A'B'CB'E'  ge- 
bildet werden. 

Diese  Bildungsweise  ist 
auch  in  dem  Falle  anwendbar, 
wenn  der  den  Schieber  fuhrende 
Stab  BGB  gerade  ist>  Fig.  13 
und  14  y  wenn  also  Aßt 
Punkt  M  unendlich  fem  liegt 
Um  den  Geschwindigkeitsplan 
P'A'B'C'B'E'  zu  bUden, 
zieht  man  A'E^  und  E'A^ 
normal  zu  AEy  femer  A'A^ 
und  E'E^  parallel  zu  BD 
und  bildet 

A'B'B,C,E^  -  A^B^B'C'E'  -  ABBCE. 

6.  Ber  Beschleunigungsplan  einer  Punktgruppe,  Fig.  15  und  16.    In 
ähnlicher  Weise  wie  der  Geschwindigkeitsplan  entsteht  der  BesdUeimiguHgS' 

plan   der   ebenen   Bewegang 
einer    Punktgruppe,    indem 
man    die    gleichzeitigen  Be- 
schleunigungen   der   Punkte 
Ay  Bj  (j  . , .  durch  Strecken 
Q"A",  Q"B",Q"C"  ..A^i- 
stellt,  die  Yon  einem  gemein- 
schaftlichen Anfangspunkt  Q"y 
dem  Pd  des  Besdüeunigong»- 
plans,  ausgehen.  Der  Maßstab  dieser  Darstellung^  1  cm  gleich  fi''cm8ec~~^ 
ist  zweckmäßig   so   zu   wählen,   daß   er  zum  Maßstab  des  Lageplans, 
1   cm   gleich   fi  cm,   in   einem   ein&chen   Verhältnis   steht     Für  die 


L.    Flg.  16. 


n 


A^ 
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folgenden  Anwendungen  wählen  wir,  wenn  nichts  anderes  bemerkt 
wird,  stets 

Aach  die  Zerlegung  der  Beschleunigungen  kann  in  derselben  Weise 
ausgeführt  und  bezeichnet  werden  wie  die  der  Geschwindigkeiten  im 
Abschnitt  1.  Wir  zerlegen  also  z.  B.  die  Beschleunigung  Q''B"  des 
Punktes  B  in  die  Beschleunigung  Q"Ä"  des  Punktes  A  und  die  rela- 
tive Beschleunigung  A"S'  des  Punktes  B  gegen  den  Punkt  Ä,  Der 
Winkel 

/  «  (AB,  A"B'^ 

wird  der  BesiMeunigungsmnkd  der  Strecke  AB  genannt  Wir  zerlegen 
femer  die  Beschleunigung  A"B"  in  die  zu  ^J?  parallel  und  normal 
gerichteten  Komponenten  A"hj  hB"  und  bezeichnen  erstere  als  die 
relative  Ihhnungsbeschleunigung,  letztere  als  die  relative  Drehbeschteimigung 
des  Punktes  B  gegen  den  Punkt  A.  Die  Verhältnisse  dieser  Be- 
schleunigungsstrecken zur  Länge  AB  bilden  die  DehnungsbescMeimigung  d' 
und  die  Drehbeschleunigung  m  der  Strecke  AB: 


(10) 


hB" 
AB 


Ä'h       Ä'B' 


d 


cos  (^5,  A"B") 
^^  sm{AB,  A"B") 


AB 


A^B^'  .      . 
-^jg-Biny. 


Fig.  17. 


Fig.  18. 


Sinn  und  Vorzeichen  dieser  beiden  Ghroßen,  deren  gemeinschafÜiche 
Maßeinheit  die  sec^'  ist^  werden  durch  cos/  und  sin^'  bestimmt. 

Läßt  man  gleichzeitig  mit  der  Bewegung  der  Punktgruppe  ABC..,, 
Fig.  17 — 19,  den  zugehörigen  Geschwindigkeitsplan  P'A'B'C ...  bei 
festliegendem  Pol  P'  sich  ändern,  so  bildet  der  Beschleunigungs- 
plan Q"A"B"C" ...  der  Gruppe  ABC. .  zugleich  den  Geschwindig- 
keitsplan der  Punkt- 
gruppe ^'J5'C'.... 
Denn  werden  die  Ge- 
schwindigkeiten der 
Punkte  A,B,C .., 
zur  Zeit  t  durch 
die  Strecken  P'A\ 
FB\P'C\..und 
zur  Zeit  t+dt  durch 

die  Strecken  P'A^,  P'^d  P'C^  . . .  dargestellt,  so  ergeben  sich  sowohl 
die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  A\  B',  C  . . .  als  auch  die  Beschleu- 
nigungen der  Punkte  A,  B,  C  . . .,  indem  man  die  unendlich  kleinen 
Strecken  A'A^,  B'B^,  CC^  ...   durch   die  unendlich  kleine  Zeit  dt 


402 


Beitrag  zur  Geometrie  der  Bewegang  ebener  Getriebe. 


diyidiert    Die  Sta'ecken  sind  im  ersten  Falle  mit  dem  LängenmaBstabe, 
in  dem  zweiten  mit  dem  GeschwindigkeitsmaBstabe  zu  messen. 

7.  Der  Beachleunigungsplan  einer  starren  Punktgruppej  Fig.  20—22. 
Wenn  die  beiden  Punkte  -4,  B,  Fig.  20,  starr  miteinander  Terbunden 
sind,   so   ist   zn  jeder  Zeit  die   Strecke   Ä'B',  Fig.  21,  normal  zor 


Strecke  AB  gerichtet.  Die  gleichzeitigen  Drehgeschwindigkeiten  dieser 
beiden  Strecken  sind  daher  nach  Gböfie  und  Sinn  einander  gleich: 

(11)  ^  -  ^  Bin  (Ä'B\  A"B")  =  ^'  sin  {AB,  A'By 

Da  demnach  die  gleichgroßen  Winkel  {AB,  AB'),  (k'B\  A"b)  beide 
entweder  gleich  90*  oder  gleich  270®  sind,  so  ist  der  doppelt  so  große 

^""^^^  (AB,  A"b)  -  (AB,  ÄW)  +  (AB\  A'h) 

entweder  gleich  180®  oder  gleich  540^,  d.  h.  der  Sinn  der  Strecke  Ä"b 
iM  in  jedem  Faü  dem  Sinn  der  Strecke  AB  entgegengesetzL  In  Ver- 
bindung mit  Gleichung  11  folgt  hieraus: 

(12)  • 
oder 


A'h  -  A'B"  cos  (AB,  A'B")  =  -  ^^1' 


(13) 


*'  = 


o  . 


d.  h.  die  Deimungshesckkunigung  einer  starren  Strecke  ist  in  jedem  Zeit 
punkt  gleich  dem  negativen  Quadrat  ihrer  Drehgeschunndigkeü  Alle 
Strecken  einer  starren  Punktgruppe  haben  dieselbe  Drehgeschwindig- 
keit  07,  also  nach  Gleichimg  (13)  auch  dieselbe  Dehnungsbeschleunigong  J'. 
Da  in  jedem  Zeitabschnitt  alle  Drehgeschwindigkeiten  um  gleiche 
Großen  sich  ändern,  so  haben  alle  Strecken  auch  gleiche  Dreh- 
beschleunigungen (o'  und  nach  den  Gleichungen  (10)  gleiche  Be- 
schleunigungswinkel y.    Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

(14) 


_9' 
cos/ 


sin  7 


41' ?r 

AB 


BC    "    CA 
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d.  h.  die  beiden  Piinktgnippen  Ä'B''C''B"  .  . .,  ABCD  . . .  sind  geo- 
metrisch ähnlich  und  von  gleichem  Sinn: 

(15)  A"B"C"D"  ...  -  ABCB  . . . 

Der  mit  der  Gmppe  ABC . . .  starr  yerbnndene  und  durch  die  Be- 
dingni^ 

(16)  QABC ...  -  Q"A'B"C"  . . . 

bestimmte  Punkt  Q  heißt  der  Beschleunigungspol  des  Lageplans.  Von 
allen  Punkten  der  bewegten  Ebene  ABC ...  ist  Q  der  einzige,  dessen 
augenblickliche  Beschleunigung  Null  ist,  der  also  in  zwei  aufeinander 
folgenden  unendlich  kleinen  Zeitabschnitten  mit  unveränderter  Ge- 
schwindigkeit in  gerader  Linie  sich  bewegt. 
Der  durch  die  Gleichung 

^^^^  C08/""a'""       «« 

bestimmte  Beschleunigungswinkel 

y=^iQA,Q"A")~(QB,Q"B")-... 

liegt,  weil  8'  stets  negativ  ist,  im  zweiten  oder  im  dritten  Quadranten, 
je  nachdem  a   positiv  oder  negativ  ist 

Die  Beschleunigungsstrecke  Q"A"  ist  proportional  der  Strecke  QA 
und  setzt  sich  zusammen  aus  der  relativen  Dehnungsbeschleunigung 
des  Punktes  A  gegen  den  Punkt  Q 

(18)  Q"a  ^d'  QA^-o}*  QA 
und  der  relativen  Drehbeschleunignng 

(19)  aA'  =  m    QA. 

Der  Beschleunigungsplan  einer  starren  Punktgruppe  wird  zufolge  (15) 
bestimmt  durch  die  Beschleunigungen  Q"A",  Q"B"  zweier  Punkte  der 
Ghuppe.  Diese  beiden  Strecken  sind  voneinander  abhängig  durch 
Gleichung  (12),  nach  der  die  Projektion  A"h  der  Strecke  A'B"  auf 

die  Gerade  AB  den  Sinn  BA  und  die  Größe  ^   .^^    haben  muß.    Der 

Plan  ist  femer  bestimmt,  wenn  außer  dem  Pol  Q''  drei  Gerade  aa,  66, 
cc,  Fig.  25,  gegeben  sind,  auf  welchen  beziehungsweise  die  Punkte  A", 
B",  C"  liegen  müssen.  Man  bildet  zwei  Vierecke  a^\c^e^  und  o^&t^e^, 
die  folgende  Bedingungen  erfüllen:  Die  Punkte  a^,  o,  liegen  auf  aa, 
&i,  &2  ^^  ^^)  ^®  Strecken  a^e^,  a^e^  haben  die  Richtung  und  den 
Sinn  BAj  Fig.  23 — 25,  und  die  gemeinschaftliche  Größe 

{A'By 


X.    Fig.  88. 
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Die  Strecken  e^b^,  e^b^  sind  normal  zu  AB  gerichtet^  und  endlich  ist 

ctih^Cj^  :z:  a^b^c^  :r  ABC. 

Erteilt  man  nun  den  Punkten  (hf^it  ^if  ^  gleichzeitig  die  Geschwindig- 
keiten ttiCi^y  b^b^,  c^c^f  e^e^  so  bleiben  bei  der  Bewegung  un^erandert: 

die     Richtongen 
der  Strecken  0,«!, 
e^b^y    die   Größe 
^  der  Strecke  a^e^ 

€i*  und  die  Winkel 
O  des  Dreiecb 
e  fl^feiq.  DerPunkt 

C"  des  Besohlen- 
nigungsplans  ist 
also  der  Schnitt- 
punkt der  beiden 
Geraden  cc  und 
c^c^.      Man    be- 


stimmt femer  einen  der  Punkte  Al\  B"  aus  der  Bedingung 

und  den  übrigen  Teil  des  Plans  nach  der  Bedingung: 
A"B"C''B"  ...  -  ABCB  . . . 


8.  Der  BesMeunigungsplan  eines  Stahpolygcns  mit  Gelenkverbindungen, 

Fig.  26 — 28.    Einem  Stabpoljgon  ABCB  Von  m  Seiten  entspricht  im 

Beschleunigungsplan  ein  Polygon  A'bB" cC dB" aA"  von  2  m  Seiten. 

In  dem  vorliegenden  Beispiel  ist,  wie  in  allen  folgenden  FäUen,  der 

Maßstab 

des  Lageplans:  1  cm  »  100  cm, 

des  Geschwindigkeitsplans:  1  cm  »  100  cm  sec~^, 

des  Beschleunigungsplans:    1  cm  «  100  cm  sec~'. 

Nachdem  der  Geschwindigkeitsplan  gebildet  worden  ist^  sind  von  jenen 

2  m  Seiten  nach  Gröfie,  Richtung  und  Sinn  m  bekannt: 

iA^'b  -  ^^^  ==  S  "  ^^^  ^°^  ^^^"**5  (^^'  ^"*)  "^  ^^ 

(B'cy     120« 

°"    60 


(20) 


Cd 
B"a 


BC 
CD 
DA 


240  cm  sec-«;  {BCy  B"c)  «  180« 


130 


»  ^^  =    58  cm  sec-»;  (CD,  C"d)  =  180» 


290 


(2)'^  _  ^  _    71  em  sec-'»;  {BA,  B"a)  =  180». 


90 
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B.    Flg.  i8. 


O.    Pig.  27. 


Von  den  übrigen  m  Seiten  sind  die  Richtungen  bekannt: 

(21)  hB"  J.  AB,  cC"  ±  BC,  dB''  JL  CD,  aA'  JL  BA. 

um    den    Beschlennigungsplan    des   Stabpolygons    bilden    zu    können, 
müssen  demnach  gegeben  sein:  der  Geschwindigkeitsplan,  Fig.  27,  die 
Beschleonigung    Q"  A' 
eines  Oelenkes  A  nnd  die 
Drehbeschleunigoi^en 
von  {m-'2)  Stäben  z.  B.: 

6JB"=  +  102cm8ec-»; 
also  {AB,  bB")  «  90^ 

cC"-:^  +  ISOcmsec-*; 
also  (BC,  cC")  =  90°. 

Dnrch  die  vorstehen- 
den Angaben  sind  die 
Punkte  Q'\  A'y  b,  B", 
Cj  C"  bestimmt.  Es  ist 
dann  aufzutragen: 

{AB,  A'd,)  =  180^    A'd^  =  B"a  =  71  cm  sec-» 

(CD,    C"d)  =  180<>,    Cd  =  58  cm  sec"« 

d^B"±AB,    dB"±CB. 

Die  g^ebenen  und  die  durch  Rechnung  bestimmten  Strecken  sind  in 
Fig.  28  wie  in  den  folgenden  Abbildungen  durch  klüftigere  Linien 
gekennzeichnet. 

9.  Ber  BesMeunigungspUm  eines  Siabpolygans  mit  Schieberver- 
Undungen.  —  Die  Figuren  29  und  30  bilden  eine  Wiederholung 
der  Figuren  11  und  12.  AB  und  BCE  sind  also,  wie  im  Ab- 
schnitt 5,  zwei  Glieder  eines  Stabpolygons,  die  in  den  Gelenken 
Ä,  E  mit  den  benachbarten  Gliedern  und  durch  den  Schieber  BC 
miteinander  verbunden  sind.  Gegeben  sind:  der  Geschwindigkeits- 
plan B'A'B'C'B'E',  Fig.  30,  und  die  voneinander  unabhängigen 
Beschleunigungen  Q"A",  Q"E"  der  Gelenke  A,  E,  Fig.  31.  Es  ist 
die  Aufgabe,  den  Beschleunigungsplan  der  beiden  Glieder  AB^  BCE 
zu  bilden. 

Erstes  Verfahren,  Im  Abschnitt  5  wurde  gezeigt,  daß  die  Schieber- 
verbindung ersetzt  werden  kann  durch  das  Gelenk  M,  mit  dem  die 
Glieder  AB,  BCE  durch  Stabe  MB,  MC  starr  zu  verbinden  sind. 
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Man  bestimmt  also  nach  Abschnitt  8  die  Beschleunigong  Q"M''  des 
Gelenkes  M,  indem  man  auftragt: 

{AM,  Ä"m)  «  180«;  Ä"m  -  ^^^  =  ^  =  200  cm  sec"« 

(EM,  E"m,)  «  180»,  E"m^  =  ^^^^  =  W  ="  ^^^  ^"^  ^"* 

mM"±A"m,    m^M"±E"m^. 

Der  Beschleunigongsplan   der  beiden  Glieder   wird  «.liMlftTin  durch  die 
Punktgmppen: 

Ä"D"M"  -  ADMy    B"C'E"M"  -  BCEM 
gebildet. 

Zweites  VerfaJiren.    Man  kann,  ahnlich  wie  es  im  Abschnitt  5  mit 
den  Geschwindigkeiten  geschehen  ist,  die  Beschleunigung  Q"A"  eines 


B.    Fig.  81. 

jeden  Punktes  A  des  einen  Gliedes  AD  zusammensetzen  aus  der  Be- 
schleunigung Q"A^y  die  dieser  Punkt  in  starrer  Verbindung  mit  dem 
anderen  Gliede  BCE  annehmen  würde,  und  einer  zweiten  Beschleunigong 
A^A".  Man  kann  femer,  wie  es  am  Ende  des  Abschnittes  6  gezeigt 
ist,  den  Beschleunigungsplan  Q''A''A^B"  . . .,  Fig.  31,  ansehen  als  den 
Geschwindigkeitsplan  der  in  Fig.  30  dargestellten  Punktgruppe  A'A^F- 
Hiemach  ist  Q"A"  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  A%  Q"A^  die  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  A^  und 
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die  Drehgeschrnndigkeit  der  Strecke  A^A\  Diese  Ghroße  steht  in  einer 
bemerkenswerten  Beziehung  zu  den  Drehgeschwindigkeiten  m^j  o^  der 
beiden  Qlieder  ^D  und  BCE,   Es  ist  nämlich  im  Sinne  der  Achse  MAi 

also 

o^a"  =  Jlf^((ö|-ciJ). 

Femer  ist  im  Sinne  einer  Achse  FM^  die  mit  MA  den  Winkel  {FM,  MA) 
gleich  90^  einschliefit: 

M'A'  ^-^MA  Ol,    M'A, MA  o„ 

folglich 

A^A'  =  MA(a}^  —  ©i). 

Die  Drehgeschwindigkeit  a  der  Strecke  A^A'  hat  also  den  algebraischen 
Wert 

Da  dieser  Wert  unabhängig  ist  von  der  Wahl  des  Punktes  Ay  so 
haben  aUe  Strecken  A^A\  B^B'y  C^C,  D^B\  E^E'  eine  gemeinschaft- 
liche Drehgeschrnndigkeit  (Oy  die  gleich  ist  der  algebraischen  Summe  der 
Drehgeschtoindigkeiten  a^,  (o^  der  beiden  durch  den  Schieber  verbundenen 
Glieder  AD  und  BCE.  Vermittels  dieser  Beziehung  lassen  sich  die 
Punkte  A^y  E^  bestimmen ^  auch  wenn  die  Punkte  My  M'y  M"  nicht 
auf  das  Zeichnungsblatt  fallen.     Für  das  vorliegende  Beispiel  ist 

«,,  =  ^-^-8in(Jlf^,Jlf'J,)-  +  |g 

a  =0», +  0,-  +  ^ 
Da  dieser  Wert  positiv  ist,  so  sind  die  Winkel 

{A'A^,  A"a)  =-  iE' El,  E"e)  -  90». 
Ferner  ist  aufzutragen : 

A"a  -  a"a,  -  A'A^  ©  -  85  ^  -  177  cm  sec" » 

E"e  =  E'E^  0»  -  80 ^  -  166  cm  sec-» 

(EA,  E"ai)  -  (AE,  ^"Cj)  =-  180« 

aA^±A"a,    eE,±E"e,    o,^J.i5"o„    eiE,±A"ei. 
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L.    Fig.  SS. 


Nachdem  hierdurch  die  Punkte  A^^  ^  bestimmt  worden  sind, 
kann  der  Beschleunigongsplan  Q" A"B'C"I)"E"  gebildet  werden  naeli 
der  Bedingung 

Wenn  der  den  Schieber  fahrende  Stabteü  BOB,  Fig.  32—34, 
gerade  ist,  so  verein&cht  sich  das  Verfahren,  weil  die  Drehgeachwindig- 

keiten  m^^  m^  da*  bei- 
den Glieder  AB,  BCE 
gleich  groß  sind,  und 
also  die  gemeinschafir 
liche  Drehgeschwindig- 
keit der  Strecken  A^Ä) 
B^B',C^C\B^B\E^E' 

(23)  (D  =  2a>i  =  2©, 

wird.  Da  femer  auch 
die  Drehbeschlennigun- 
gen  und  die  Beschku- 
nignngswinkel  f&r  beide 
Glieder  gleich  groß  sind, 
so  sind  die  FwM- 
grwppenA"B"B^C^E^, 
A^B^WCE"  hm- 
gruent  und  könnendmxk 
Paraüeherschiebui^  zur 
Bechung  gd)racki  werden.  Die  Strecken  A"A^,  ^"A^  ^^"y  ^i^'» 
EfE"  sind  daher  gleich  groß  und  gleich  gerichtet,  und  von  den  beiden 
Punkten  A^j  E^  braucht  nur  einer,  z.  B.  ^,  bestimmt  zu  werden.  Im 
vorliegenden  Beispiel  ist 


O.    Fig.  88. 


B.    Fig.  84. 


also 


Ol  -  «0,  -  ^  sin  (AE,  Ä'E,)  =  -  ^  =  _  .»  ßec-», 


a ' 


Folglich  ist  aofzotn^en: 


2o»i  =•  —  1  sec"*. 


E'\ 


A"e 


{E'E^,  E'\)  -  270» 
•  E'Ei  o  -  E'E^  -  150  cm  sec"* 
(ÄE,  Ä"e)  =  180» 
(A'E,y       180»       »„  _, 

eiEt±E"e^,    eE^LA"e. 
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Man  bestimmt  dami  A^,  indem  man  der  Strecke  Ä"A^  Qroüe,  Richtung 

und  Sinn  der  Strecke  E^E"  gibt,  und  bildet  endlich  die  Punktgruppen: 

A"B"B^C^E^  -  Ä^D^B"C"W'  -  ABBCE. 

10.  Geschwindigkeitspläne  und  Beschleunigungspläne  ebener  Getriebe. 
Eine  in  der  Ebene  sich  bewegende  Stabverbindung,  die  so  gestützt 
und  so  geführt  wird,  daß  in  jeder  Lage  ihr  Geschwindigkeitsplan  be- 
stimmt ist,  wird  ein  ebenes  Getriebe  genannt.  In  der  Begel  besteht  die 
Stützung  und  die  Führung  des  Getriebes  darin,  dafi  ein  Glied  fest- 
gestellt ist^  während  ein  zweites  Glied  um  einen  Punkt  des  festgestellten 
Gliedes  mit  gegebener  Drehgeschwindigkeit  geführt  wird.  Diese  An- 
ordnung ist  jedoch  nicht  wesentlich;  es  können  anstatt  dessen  auch 
zwei  Glieder  auf  vorgeschriebenen  Bahnen  mit  gegebenen  Geschwindig- 
keiten geführt  werden. 

Die  Geschwindigkeiten  in  zwei  unendlich  nahe  auf  einander  folgenden 
Zeitpunkten  sind  durch  die  Drehgeschwindigkeiten  der  geführten  Glieder 
bestimmt,  um  den  Beschleunigungsplan  des  Getriebes  für  einen  Zeitpunkt 
darstellen  zu  können,  müssen  also  außer  den  Geschwindigkeiten  aller 
Glieder  noch  die  Drehbeschleunigungen  der  geführten  Glieder  ge- 
geben sein. 

Bei  der  Bildung  der  Geschwindigkeitspläne  und  der  Beschleunigungs- 
pUne  ebener  Getriebe  kommen  in  erster  Linie  die  in  den  vorstehenden 
Abschnitten  beschriebenen  Gesetze  zur  Anwendung;  außerdem  noch 
einige  Regeln  über  die  Zusammensetzung  mehrerer  Bewegungen,  für 
deren  Darstellung  wir  folgende  Bezeichnungen  anwenden: 

Die  Glij/eder  des  Getriebes  werden  mit  den  Nummern  0, 1,2,  3,..., 
verschiedene  Bewegungen  des  Getriebes  mit  I,  U,  UI  . . .  bezeichnet. 
Om«  und  d^  bezeichnen  die  Drehgeschwindigkeit  und  die  Drehbeschleu- 
nigung des  Gliedes  m  in  der  Bewegung  n.  h)  hf  h  -  "  ^^^  ^^ 
Längen  der  Seiten  eines  Stabpolygons,  dem  die  Glieder  1,  2,  3,  . . . 
angehören.  Zur  Darstellung  einer  geometrischen  Summe  benutzen  wir 
das  Summierungszeichen  4". 

Wir  erinnern  daran,  daß  der  G^schwindigkeitsplan  P'A'B'C'B'E', 
Fig.  26  und  27,  eines  Stabpolygons  ABCB,  dem  die  Glieder  1, 2,  3, 4 
angehören,  nur  die  eine  Bedingung  zu  erfüllen  hat: 
(24)  ZjOi  +  ZjCöj  +  ZjCöj  +  l^m^  =  0, 

d.  h.  die  Seiten  A'B\  B'C\  C'B'  B'A'  von  den  Längen  l^m^,  Z,©,  . . . 
und  den  gegebenen  Richtungen 

A'B'LAB,    B'a±BCwl 
bilden  ein  geschlossenes  Polygon   und   haben  daher  eine  geometrische 
Summe  gleich  Null.     Ebenso  hat  der  Beschleunigungsplan  des  Stab- 

Zeitochrift  f.  MaUiemfttik  u.  Physik.  49.  Band.  1903.  4  Heft.  27 
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polygOM  Q''Ä"bB"cC'dD''aÄ'',  Fig.  28,  nur  eine  Bedingraig  m 
erfüllen: 

(25)    /,aij  +  Wt  +  Wz  +  «X  +  l,G^[  +  l^m^  +  1,01^  +  k<  =  0, 

4  h.  die  Seiten  Ä"b,  B"c,  C"rf,  B"a,  von  den  Größen  I^of,  J,s|, 
/joj,  ?4CdJ,  deren  Richtung  und  Sinn  durch  BA,  CB,  DC,  AD  ge- 
geben sind,  müssen  in  Verbindung  mit  den  Seiten  bB'\  cC",  dB'', 
aA"  von  den  Richtungen 

hB"JLABy    cC"±BC... 
und  den  Langen 

bB"^l^<ol,    cC'^hm^  ... 

ein  gescUassenes  Polygon  bilden.  Diese  Bedingungen  gelten  in  gleicher 
Form  auch  für  Stabpolygone  mit  Schieberverbindungen,  wenn  man 
nach  den  Abschnitten  5  und  9  die  Schieber  durch  Gelenke  ersetzt 

1.  Bezeichnet  P'A'B'C  . . .  den  Geschwindigkeitsplan  einer  Be- 
wegung I  der  Stabverbindung  ABC  . . .  und  Pj  irgend  eiaen  Pimkt 
der  Ebene,  so  ist  P^A'B'C  . . .  der  Geschwindigkeitsplan  einer  «ö^ 
liehen  Bewegung  11,  d.  h.  einer  Bewegung,  die  von  der  Stabyerbindung 
gestattet  wird.  Denn  die  Bedingung  (24)  wird  von  jedem  Stabpolygon 
für  beide  Bewegungen  in  gleicher  Weise  erfüllt.  Die  Bewegung  D 
entsteht,  indem  man  die  Bewegung  I  zusammensetzt  mit  einer  gleich- 
zeitigen Parallelverschiebung,  die  allen  Punkten  die  gemeinschaftücfae 
Geschwindigkeit  P^P'  erteilt. 

2.  Bezeichnet  Q"A*'B"C"  . . .  den  Beschleunigungsplan  einer  Be- 
wegung I  der  Stabyerbindung  ABC  . .  .  und  Q,  irgend  einen  Punkt 
der  Ebene,  so  ist  Q^A"B"C"  . . .  der  Beschleunigongsplan  einer  mg- 
liehen  Bewegung  11  des  Getriebes.  Die  Bewegung  11  entsteht,  indem 
die  Bewegung  I  zusammengesetzt  wird  mit  einer  ParaUelyerschiebang 
yon  beliebiger  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  Q^Q"-  Die 
Bewegung  11  ist  möglich,  weil  die  Bedingungen  (25)  für  beide  Be- 
wegungen I  und  n  gleich  lauten. 

3.  (VergL  Beispiel  5.)  Bezeichnen  P[A[B[C[ . . .  und  Pj-4^5jC,.. 
die  Geschwindigkeitsplane  zweier  Bewegungen  I,  11  der  Stabyerbindung 
ABC  ...y  abo 

®01>       ®U>      ®81*      ©81   •  •  • 

und 

^^7     ^nf     ®28;     ©M  •  •  • 

die  Drehgeschwindigkeiten  der  Glieder  0,  1,  2,  3  ...  in  diesen  beiden 
Bewegungen,  femer  g^,  g,  zwei  beliebige  positiye  oder  negative  Zahlen, 
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SO  wird  der  Geschwindigkeitsplan  P^Ä^B^C^  . . .  einer  möglichen  Be- 
wegung in  gebildet;  indem  man 

P3^-f,  p;^;  +  5,  p,A, 

P^B^^t,  PiA'+S,  P^B^nsl 

auftragt.  Die  Drehgeschwindigkeiten  der  Glieder  0,  1;  2  . . .  erhalten 
in  der  Bewegung  IQ  die  Großen 

Ist  {;  negativ,  so  ist  der  Sinn  der  Drehgeschwindigkeit  ^(d  dem  Sinn 
von  (D  entgegengesetzt.  Der  Beweis  der  vorstehenden  Behauptungen 
ergibt  sich,  indem  man  för  jedes  Stabpolygon  die  Bedingung  (24)  fär 
alle  drei  Bewegungen  bildet  und  beachtet,  daß  die  Bedingung  der  Be- 
wegung m  unmittelbar  aus  den  Bedingungen  I  und  U  zu  folgern 
ist.  Sind  die  Drehgeschwindigkeiten  a^^  (o^^  etoeier  Glieder  0,  1  in 
der  Bewegung  m  gegeben,  so  sind  die  beiden  Zahlen  ^j,  ^  durch 
obige  Gleichungen  bestimmt: 


(26) 


It     =3  '"öS^H 

-«ii»o« 

^'            «01  «1. 

^        "o«"ii 

-»ii»o« 

—  »18  «Ol 

^            "'0t"'ll 

-"nO^oi 

Bei  Anwendung  dieser  Zusammensetzung  kann  man  in  der  Regel 
als  Bewegung  II  eine  Drehung  aller  Glieder  in  starrer  Verbindung  mit 
einander  und  zwar  mit  der  Drehgeschwindigkeit 

+  1  =  G>oa  =»  cjij  =  cö„  -=    •  • 
wählen;  dann  wird 


(27) 


y^        «11  — «Ol 

4.   (yergl.  Beispiel  6.)    Für  eine  Stabverbindung  sei  gegeben  die 
Bewegung  I  durch  ihre  Drehgeschwindigkeiten: 

^QU    ^lU    0^217    0^81      •• 

und  ihre  Drehbeschleunigungen: 

•  ö'ou  ®iV  ®M>  ®si  "y 
Ferner  die  Bewegung  II  durch  ihre  Drehgeschwindigkeiten: 

27* 
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und  ihre  Drehbeschlennigungen: 

a  bezeichnet  eine  beliebige  positive  oder  negative  Drehgeschwindigkeit 
Eine  solche  Bewegung  nennt  man  eine  Anfangsbewegung,  weil  sie  an 
den  Ruhezustand  sich  anschließt  Sie  ist  möglich,  weil  der  6^ 
schleunigungsplan  der  Bewegung  11  dem  Gteschwindigkeitsplan  der 
Bewegung  I  geometrisch  ähnlich  ist,  und  weil  infolgedessen  die  Bedin- 
gung  (25)  für  jedes  Stabpolygon  erfüllt  ist 

Gegeben   sei   endlich   die  Bewegung  lU,   ebenfalls  eine  Anfangs- 
bewegung,  durch  ihre  Drehgeschwindigkeiten: 

und  durch  die  Drehbeschleunigungen 

Der  Beschleunigungsplan  dieser  Bew^ung  III  ist  dem  LagqiUm  geo- 
metrisch ähnlich;  es  ist  also  fOr  jedes  Stabpolygon  die  Bedingung  (25) 
erfüUt 

Es  soll  eine  Bewegung  lY   gebildet  werden,  die  in  ihren  Dreh- 
geschwindigkeiten mit  der  Bewegung  I  übereinstimmt: 

während  für  zwei  beliebige  Glieder  0  und  1  die  Drehbeschlennigungen 
^049  ^14  vorgeschrieben  sind.  Die  Bewegung  lY  entsteht  durch  Zu- 
sammensetzung der  Bewegungen  I,  II,  IQ.    Hierdurch  wird: 

®i4  ==  '"ii  +  ^^n  +  «' 

o^  =  (Djj  +  «oijj^  +  a'   usf. 

Die  Drehgeschwindigkeit  a  und  die  Drehbeschleunigung  a  werden 
durch  die  ersten  beiden  Gleichungen  bestimmt: 


(28) 


«^  —  «Ol  4"  <Pii "~  "i^ 


11 


«      =   0|U  ®A1    ^^i 


Ol 


5.  (Vergl.  Beispiel  8.)  Wenn  einem  Stabe  eines  Getriebes,  z.  B. 
dem  Stabe  3,  die  Eigenschaft  der  Dehnbarkeit  beigelegt  wird,  so  erhalt 
die  Stabverbindung  einen  höheren  Grad  der  Beweglichkeit,  sodaB  eine 
ihrer  Bewegungen  erst  bestimmt  wird,  wenn  die  Drehgeschwindigkeiten 
und  Drehbeschleunigungen  von  drei  Gliedern,  z.  B.  der  Glieder  0,  1,  -, 
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gegeben  sind.  Es  seien  die  Geschwindigkeiten  der  Bewegungen  I  und  11 
bestimmt  durch  die  gegebenen  Größen 

(Dqi  =  0,    ©11  =  0,    Oji  =  +  1  sec"^ 
und 

cjQg  =  0 ,    ©12  =  +  1  sec"  ^,     CD^  =  0. 

Aus  den  Geschwindigkeitsplänen  dieser  beiden  Bewegungen  können  die 
Dehnnngsgeschwindigkeiten  d,^,  d^^  des  dehnbaren  Stabes  3  entnommen 
werden. 

Es  sei  nun  die  Aufgabe^  die  Geschwindigkeiten  einer  Bewegung  IQ 
zu  bestimmen,  f&r  die  vorgeschrieben  ist:  die  Drehgeschwindigkeit  des 
GUedes  0 

femer  die  Drehgeschwindigkeit  d^,  des  Gliedes  1  und  endlich  die 
Starrheit  des  Stabes  3 

Diese  Bewegung  m  kann  also  von  dem  Getriebe  ausgef&hrt  werden. 
Sie  wird  gebildet  durch  Zusammensetzung  der  ^^^  fachen  Geschwindig- 
keiten der  Bewegung  I  mit  den  ^-fachen  Geschwindigkeiten  der  Be- 
wegung II,  wenn  die  beiden  Zahlen  i^,  ^  folgende  zwei  Bedingungen 
erfüllen:  Die  Drehgeschwindigkeit  des  Gliedes  1  muß  die  vorgeschriebene 
Größe  oii3  erhalten: 

®i3  =  ti(On  +  gjCDij  =  g,  sec-* 
oder 


Femer  muß   die   Dehnungsgeschwindigkeit   des  Stabes  3   gleich  Null 
werden: 

woraus  folgt: 

(30)  e.  =    * 


^3j  1  8ec~i 


Die  Drehgeschwindigkeiten  der  Bewegung  UI  haben  demnach  die 
Größen: 

Es  sei  femer  die  Aufgabe^  die  BescMeunigungen  der  Bewegung  ni 
zu  bestimmen,  wenn  vorgeschrieben  ist:  die  Drehbeschleunigung  a)[^ 
des  Gliedes  1  und  diejenige  des  Gliedes  0. 

OJo3  ==  0. 
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Man  erteilt  wieder  einem  Stabe  3  die  Eigenschaft  der  Dehnbarkeit 
und  bestimmt  durch  einen  Plan  die  BescUeunignngen  der  BewegmiglV, 
deren  Geschwindigkeiten  mit  denen  der  Bewegung  m  übereinstumnen 

wahrend  die  Drehbeschlennigongen  der  drei  Glieder  0,  1,  2  die  Grofien 
»M  — 0,    »14  — ©j',,    01^4  — 0 

erhalten.  Mit  V  beaseichnen  wir  ferner  eine  Bewegung,  deren  Ge- 
schwindigkeiten alle  gleich  Null  sind: 

und  deren  Drehbeschleunigungen  den  bekannten  Drehgeschwindigketten 
der  Bewegung  I  proportional  sind: 


< 

— 

«0»« 

-0 

< 

- 

««»11 

-0 

9 

- 

«On 

—  «Bec- 

■  i 

< 

- 

«»M 

QBf. 

Die  Beschleunigungen  der  yorgeschriebenen  Bewegung  m  entstehen 
durch  Zusammensetzung  der  beiden  Bewegungen  lY,  Y,  wenn  die  un- 
bekannte Drehgeschwindigkeit  a  so  gewählt  wird,  daß  die  Dehnung»- 
beschleunigung  des  Stabes  3  die  einem  starren  Stabe  entsprechende 
Große   erhalt.    Die  Drehgeschwindigkeit  dieses  Stabes  hat  die  Größe 

Seine  Dehnungsbeschleunigung  d^  in  der  Bewegung  lY  kann  aus  dem 
Beschleimigungsplan  dieser  Bewegung  entnommen  werden,  während 
seine  Dehnungsbeschleunigung  in  der  Bewegung  Y  durch  die  Gleichung 

aus  dem  Geschwindigkeitsplan  der  Bewegung  I  ermittelt  werden  kann. 
Die  Größe  a  wird  demnach  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

oder 

(31)  „  =  _!?k±*SL. 

Nachdem  a  bestimmt  worden  ist,  ergeben  sich  die  Drehbeschleuni- 
gungen der  Bewegung  HI  durch  die  Gleichungen: 

*^13  ="  ^'u  +  «»11  =  »13 
®28  ™  ®»4  +  ^*^21 
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11.  Beispide  und  Aufgäben,  —  Die  yorstehenden  Regeln  sollen 
an  einer  Reihe  von  Beispielen  erläutert  werden.  Wenn  nichts  anderes 
bemerkt  wird,  ist  der  Maßstab 

des  Lageplans  L\    1  cm  =>  100  cm 
des  Geschwindigkeitsplans  G\    1  cm  »  100  cm  sec"^ 
des  Beschlennigungsplans    B:    1  cm  »  100  cm  sec~~^.  ^ 
In  den  Lageplanen  sind  die  Gelenke  durch  kleine  Kreise,  die  ruhenden 
Gelenke  durch  Doppelkreise  bezeichnet.    Li  den  Geschwindigkeitsplänen 
und  den  Beschleimigungsplanen  sind  die  Pole  P'  und  Q"  durch  Kreise, 
rechte  Winkel   durch 
Viertelkreise,  die  ge-  ""  ""'^'"^ 

gebenen  und  durch 
Rechnung  bestimmten 
Strecken  durch  kräfti- 
gere Linien  bezeichnet. 
Beispiel  1.  Das 
Getriebe  Fig.  35  be- 
steht    aus    den    vier 

Gliedern  ABy  AE,  ED,  DC,  die  in  dieser  Reihenfolge  mit  0,  1,  2,  3 
bezeichnet  sind.     Das  Glied  0  ist  festgestellt: 


G.    Fig.  S6.  B.    Fig.  87. 


On 


0,       CDo'«0, 


das  Glied  1  wird  geführt  mit  der  gegebenen  Drehgeschwindigkeit 

©1  ==  —  1,08  sec"^ 
und  der  Drehbeschleunigung 

©;  -  -f  0,33  sec-*. 

Der  GeschwindigkeUsplan  Fig.  36.  Die  Punkte  A\  B'  fallen  mit 
dem  Pol  P'  zusammen,  weil  die  Punkte  Aj  B  ruhen.  Die  Strecke 
ÄE'  ist  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  durch  die  gegebene  Dreh- 
geschwindigkeit (9|  bestinmit: 

~-  %m{AE,  AK)  -  -  1,08  sec-*; 


demnach  ist  der  Winkel 
und 


{AE,  AE^  =  270^ 
AE'^  1,08  .  AE^  1,08  •  197  =  213  cm  sec-*. 

Die  Punkte  C,  B'  fallen  zusammen,  weil  alle  Punkte  des  Schiebers  CB 
dieselbe,  zum  ruhenden  Stab  AB  parallel  gerichtete  Geschwindigkeit  P'C 
haben.     Man  bestimmt  also  den  Punkt  C'B\  indem  man 

P'C'MJS    und    E'B'±EB 
zieht. 
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Der  Beschleunigungsplan  Fig.  37.  Die  den  ruhenden  Punkten  A,  B 
entsprechenden  Punkte  Ä",  B"  fallen  mit  dem  Pol  Q"  zuBammen. 
Femer  werden  die  Strecken  Ä'e^  eE"  durch  die  gegebenen  Großen 
d.,  (o[  bestimmt 


AE 
Ä^E'' 


folglich  ist 

(AE,  A"e)  =  180%    A"e  ^AE  m\^  197  •  1,08«  =  230  cm  sec-» 
{AE,  eE")  =  90<>,      eE"  ^  AE  m' ^  0,33  •  197  ^  65  cm  sec"» 

Die  Punkte  C'\  D"  fallen  zusammen,  weil  alle  Punkte  des  Schiebers  CD 
dieselbe  zu  ^JS  parallel  gerichtete  Beschleunigung  Q"C"  haben.  Durch 
diese  Bedingung  und  durch  die  Dehnungsbeschleunigung  des  Stabes  EB 
ist  der  Punkt  C"D"  bestimmt: 

{ED,  E"d)  =  180»,    E"d  =  %P^  •=  w  »-  67  cm  sec"« 


ED 


234 


dD"±E"d,    Q"D"^AB. 


o.  ng.  s9. 


L.    Fig.  88. 


Beispiel  Z,  Fig.  38 — 40.     Das  Getriebe  besteht  aus  dem  ruhenden 
Gliede  EF,  dem  mit  der  Drehgeschwindigkeit 

©1  -=  —  1,40  sec"^ 
und  der  Drehbeschleunigung 


COt 


2,14  sec-* 
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geführten  Gliede  FÄj  dem  Stabe  AD  und  dem  um  das  Oelenk  E  sich 
drehenden  Schieber  BC. 

Der  Geschwindigkeitsplan  Fig.  39.  Da  die  Gelenke  Ej  F  ruhen, 
so  fallen  die  Punkte  E',  F'  mit  dem  Pol  P'  zusammen.  Der  Punkt  Ä 
wird  bestimmt  durch  die  Bedingung: 

~-  mi{FA,  F'A^  ^(o, 1,40  sec-S 

also  ist 
(FA,  F'A')  =  270^    F'A'  ^FAta^^  150  •  1,40  =  210  cm  sec"^ 

Im  übrigen  ist  die  Bildung  des  Geschwindigkeitsplans  vollständig  im 
Abschnitt  5  beschrieben.  Man  bestimmt  hiemach  die  Geschwindigkeit 
P'E^  des  Tom  ruhenden  Gelenke  E  gedeckten  Punktes  des  Stabes  ADy 

indem  man 

A'E^±AE,    E'E^^AD 

zieht.  Dann  entsteht  der  Geschwindigkeitsplan  P'A'B'CJD'E'j  indem 
man  die  Punktgruppen 

A'B^C^D'E^  -  ABCBE 

™  A^B'C'B^W  =  ÄB^C^B'E^ 

bildet  Die  relative  Geschwindigkeit  der  Punkte  des  Stabes  AB  gegen 
den  Schieber  BG  wird  durch  die  Strecken 

A^A'  =  B^B'  =  120  cm  sec-^ 
dargestellt. 

Ber  Beschieunigungsflan  Fig.  40.    Die  Punkte  E",  F"  fallen  mit 

dem  Pol  Q"  zusammen.    Femer  wird  der  Punkt  Ä'  bestimmt  durch 

die  gegebenen  Großen  O]  und  (o[i 

(FA,  F"a) « 180« 
r'a  =  F^  cdJ  =  150  . 1,4«  =  294  cm  sec"« 

{FA,  aÄ')  -  270« 
aA'  ^FA  m[^VbO'  2,14  «  321  cm  sec"* 
Der  Punkt  E^  wird  nach  Abschnitt  9  bestimmt: 

{AE,  Ä'e)  -  180« 

.,,        {A*E^y      170«      QQ  , 

A  e«L_^«__«88cmsec-« 

{E'E^,  W\)  -  (AB,  A'B')  -  270« 

E''e,  -  2E'E^  ^  =  2  .  120yj  «  124  cm  sec"* 

eE^±A"ey    e^E^±W\. 
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Nachdem  die  Strecke  Ä"Ä^  nach  Ghroße,  Richtung  and  Sinn  gleich 
E^E"  aufgetragen  ist,  können  die  Punktgruppen 

A"B''B^C^E^  -  A^B^B'C'K'  -  ABBCE 

und    hierdurch    der   Beschleunigungsplan    Q"Ä'B"B"C"E"    gebildet 
werden. 

Beispiels.  Fig.41-43.  IndemsechsgliedrigenOetriebe^BCD£FG; 
Fig.  41,  ist  das  Glied  AB  festgestellt;  wahrend  das  Glied  BCD  mit 
der  Drehgeschwindigkeit 

©j  —  —  1,17  sec'^ 

und  der  Drehheschleunigung 

©i-  — 1,18  sec-» 

geführt  werden  solL   Da  die  Stabvierecke  ABBF  und  CBEG  in  dieser 
Reihenfolge  nur  je  zwei  Glieder  mit  unbekannten  Drehgeschwindigkeiten 


Wa'B' 


enthalten,   so  kommen  die  Regeln  der  Abschnitte  4  und  8  zur  An- 
wendung, wie  folgt: 

Ber  Oeschwindigkeitsplan  Fig.  42. 

(BB,  B'B')  -  2700 

B'D'  ^BB  m^^  173  •  1,17  -  202  cm  sec-* 

ÄF±AF,    B'r±BF 

B'C'B'-BGB,    B'E'F'-BEF 

C'G'±CG,    E'G'±EG. 
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Der  BesdUeunigung^lan  Fig.  43. 

(BD,  B"d)  -  180* 
B"d -  5D  ©«  -  173  •  1,17»  =  236  cm  aec"» 

(BD,  dD")  =  270« 
dD"  '^BD  o'^  173  . 1,18  =  204  cm  sec"? 

(AF,  Ä"f)  -  180« 


166» 
"  108  " 

225  cmsec-* 

(DF, 

D'Yi)  =•  180* 

j)"f  -  ^^'^y 

^  A  -     BF 

'       188» 
860 

«  70  cm  sec-* 

fF"±Ä"f,    f,F"±D"f, 

B"C"D"  ~  BCD,  D"F"E"  ~  DFE 

(CG, 

Cg)" 

180« 

178» 
190 

'155  cm  sec* 

(EG, 

£'Vx)  - 

-180« 

^  9i-     EG 

'       106" 
140 

=  80  cmsec-* 

Beispid  4.   In  dem  achtgliedrigen  Getriebe  Fig.  44  ist  das  Glied  AB 
festgestellt,    während    das   Glied  BCD  mit    der   Drehgeschwindigkeit 

Oj  =  —  0,95  sec"  ^ 

mid  der  Drehbeschlennigong 

©;«  — 0,63  sec-* 

geffilirt  werden  solL  Das  Getriebe  enthält  nur  ein  Stabyiereck  ABDF^ 
alle  übrigen  Stabpolygone  enthalten,  abgesehen  von  den  starren  Stab- 
dreiecken, mehr  als  yier  Seiten.  Die  Pläne  für  den  Teil  ABC  DEPO 
des  Getriebes  werden  wie  im  Beispiel  3  gebildet;  die  Beschreibung 
braucht  hier  nicht  wiederholt  zu  werden. 

Im  GeschwindigkeUsplan  Fig.  45  sind  darauf  die  drei  Geraden 

C'M^K'±CMK 
G'LiH'±GLH 
LJ'E'M^  J.  LIEM 
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zu  ziehen  nnd  auf  diesen  nach  Abschnitt  2  die  dem  starr^i  Drei- 
eck KHI  entsprechenden  Punkte  K' y  B,\  V  zu  bestimmen.  Statt 
dessen  kann  man  auch  die  Punktgruppe 

bilden,  da  den  Dreiecken  LHI^  HIKy  IKM  die  ähnlichen  Drei- 
ecke L^HT,  RTK'j  I'K'M^  entsprechen.    Der  Geschwindigkeitsplan 


L.    Fig.  44. 


wird  unbestimmt y  wenn  die  drei  Geraden  G'K\  G'H'^  ET  in  «wo» 
Punkte  sich  schneiden. 

Im  Beschleunigungsplanj  Fig.  46,  sind  die  Winkel 

{CK,  C"k)  =  {GH,  G''K)  =  {EI,  E"%)  =  180^ 

darauf  die  Strecken: 

und  die  Geraden: 

kK''±C'%    hH"±G'%    il"  ±E"i 

aufzutragen.  Die  Lage  des  Dreiecks  K"H"T'  konnte  darauf  durch 
das  im  Abschnitt  7  und  in  den  Figuren  23 — 25  beschriebene  Verfahren 
bestimmt  werden. 

Beispiel  5.  In  dem  Getriebe  des  vorigen  Beispiels,  Fig.  44,  soll 
das  GKed  4  {GB)  festgestellt  und  das  Glied  1  {BCD)  mit  der  Dreh- 
geschwindigkeit -j-  0,67  sec'^  geführt  werden.   Es  sind  die  Geschwindig- 
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keiten  dieser  Bewegung  III  zu  bestimmen.  Man  bildet  die  Bewegung  IQ 
nach  Abschnitt  10^  3  dnrcb  Zusammensetzung  der  ^j- fachen  Geschwindig- 
keiten der  im  vorigen  Beispiel  bestimmten  Bewegung  I  mit  den  S^- 
£achen  Geschwindigkeiten  der  Bewegung  11,  in  der  das  Getriebe,  ohne 
seine  Form  zu  änd€m,  mit  der  Drehgeschwindigkeit  +  1  ^t^  irgend 
emen  festen  Punkt  sich  dreht.  In  der  Bewegung  I  haben  die  Glieder  1 
und  4  die  Drehgeschwindigkeiten 


und 
Damit 


werde,  ist 


©11  =  -  0,95 
(D^  ^  %%  sin  {GH,  G'H') -'^  =  -  0,37. 

-1,15 


und 


^        —  0,96  +  0,37 


&  =  -  fi«4i  =  -  1,15  •  0,37  ==  -  0,42 

zu  wählen.    Die  folgende  Tabelle  enthalt  die  aus  Fig.  45  entnommenen 

Drehgeschwindigkeiten  a^  der  Bewegung  I  und  die  nach  der  Formel 

©5  -=  -  1,15  ©1  —  0,42 
berechneten  Drehgeschwindigkeiten  der  Bewegung  UI 


aued 

0 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

7 

Ol 

0 
-0,42 

-0,95 
+  0,67 

-0,38 
+  0,02 

-1,17 
+  1^5 

-0,37 
0 

-0,69 
+  0,37 

-0,83 
+  0,53 

^0,74 
+  0,43 

Will  man  den  Geschwindigkeitsplan  der  Bewegung  m  auftragen,   so 
genügt  die  Berechnung  von  etoei  Drehgeschwindigkeiten,  z.  B. 

(D53-+l,35,     ©53  =  +0,37. 

Der  Pol  des  Geschwindigkeitsplans  P'  fallt  selbstverständlich  mit  den 
Punkten  G',  B!  zusammen. 

Beispiel  6.  Das  Getriebe,  Fig.  44,  hat  bei  der  durch  die  Fig.  45 
und  46  dargestellten  Bewegung  I  folgende  Drehgeschwindigkeiten  Oj 
und  Drehbeschleunigungen  cd,. 


GUed 

0 

1 

8 

3 

4 

6 

6 

7 

Ol 

f 

Ol 

o; 

0 
0 
0 

-0,95 
-0,63 

+  1;27 

-0,38 
-0,45 
+  0,32 

-1,17 
-1,33 

+  1.01 

-0,37 
-0,75 
-0,01 

-0,69 
-0,88 
+  0,50 

-0,83 
-0,98 
+  0,68 

-0,74 
-0,70 
+  0,78 
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Es  soll  die  Bewegung  IV  des  Getriebes  gebildet  werden,  deren  Ge- 
schwindigkeiten mit  der  Bewegung  I  übereinstimmen,  während  die  Dreh- 
beschleonigung  des  Gliedes  5  die  Größe 

mj^^  +  OjbO  sec-* 
erhalten  soll. 

Nach  Abschnitt  10^  4  entsteht  die  zu  bestimmende  Bewegung  IT, 
indem  man  die  Bewegung  I  zusanmiensetzt  mit  einer  Bewegung  Y,  in 
der  alle  Geschwindigkeiten  die  Größe  Null  haben 

0  «=  JDo6  "-  ©16  "*  fl>tt  =  •  •  • 

und  deren  Beschleunigungen  durch  die  Gleichungen: 

bestimmt  werden,  wenn  man  die  Größe  a  so  wählt,  daß  die  aus  der 
Zusammensetzung  der  beiden  Bewegungen  I  und  Y  entstehende  Dreh- 
beschleunigung des  Gliedes  5  die  vorgeschriebene  Gh-öße  erhalt: 

Om  =  +  0,50  -  ©;!  +  «©51  «  -  0,88  -  0,69  a. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  also 

_  0,60  +  0,88  _  _  2  00  sec- » 

Die  in  der  letzten  Reihe  der  vorstehenden  Tabelle  ang^ebenen  Dreh- 
beschleunigungen der  Bewegung  lY  wurden  demnach  durch  die 
Gleichung 

(o\  —  ©1  —  2,00  ®i 
bestimmt. 

Beispiel  7.  Das  Getriebe,  Fig.  47,  enthält  acht  Glieder,  nämlich 
das  ruhende  Glied,  zu  dem  die  Gelenke  Ä,  G  und  der  Schieber  I  ge- 
hören, femer  die  sechs  aus  Stäben  gebildeten  Glieder  ABC,  BE,  CD, 
DEF,  FGj  HI  und  den  Schieber  H.  Das  Glied  ABC  wird  mit  der 
Drehgeschwindigkeit 

©1  =  +  1,75  sec*"^ 

und  der  Drehbeschleunigung 

cd;»0 
gefährt. 

Der  Geschwindigkeitsplan,  Fig.  48.  Durch  die  gegebene  pontire 
Drehgeschwindigkeit  des  Gliedes  ABC  ist  vorgeschrieben: 

(J?C,  J?'CO  -  90o 

B'C  -  ^C  ©1  =  200  . 1,75  «  350  cm  sec-» 

B'C'A'  -  BCA 
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Der  Pol  P'  und  die  Punkte  G'^  T  fallen  mit  Ä  zusammen.  Durch 
die  Bedingungen; 

B'M^E'JLBEM,    C'LJ)' JLGBL,    L^G'rM^±LGFM 

sind  femer  die  drei  Geraden  B'M^E\  C'L^B\  Ly^G'FM^  gegeben,  auf 
welchen  die  dem  starren  Dreieck  £2)1^  entsprechenden  Punkte  E'^  D\  F' 
liegen  müssen.  Man  bestimmt  ihre  Lage  entweder  nach  dem  im  Ab- 
schnitt 2y  Fig.  5  und  6,  beschriebenen  Verfahren  oder  einfacher  durch 


Q.    Fig.  48. 


B.     Fig.  49. 


U                   n' 

V 

P 

\ 

r  H 

b*'"    ,---" 

JC' 


A'^ 


L,    Fig.  47. 

die  Bedingung,  daß  den  Dreiecken  DLF,  DFE,  EFM,  DEK  die 
ähnlichen  Dreicke  D'L^F\  D'FE',  E'F'M^,  D'E'K'  entsprechen, 
und  daß  folglich: 

L^F'M^E'K'D'  -  LFMEKB 

ist.  Das  Gelenk  H  bewegt  sich  infolge  der  Führung  durch  den  festen 
Schieber  I  auf  der  festen  Geraden  HI\ 

Fff  I  IE, 

und  da  sein  Abstand  KH  Tom  Mittelpunkt  des  Führungsstabes  unver- 
änderlich ist,  so  ist 

'  K'H"  J_  KH. 

Die  Strecke  H^H'  bezeichnet  die  relative  Geschwindigkeit  des  Schiebers  H 
gegen  den  Führungsstab. 
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Der  Beschleunigungsplan,  Fig.  49.    Da  die  Drehbeschleimigang  des 
geführten  Oliedes  ABC  gleich  Null  gegeben  ist,  so  ist 

{BC,  B"C'')  -  180^ 
B  C   »^-^«_»613cmsec-« 

™*     .  B"C''Ä''  -  BGA 

aufeutragen.  Mit  A"  fallen  die  Punkte  G",  r  und  der  Pol  Q"  zu- 
sammen.  Die  Dehnungsbeschleunigungen  der  Stabe  BE,  CD,  GF 
bestimmen  femer  die  drei  Geraden  eE",  dD'\  fF'\  auf  donen  die  dön 
starren  Dreieck  EDF  entsprechenden  Punkte  E'\  D'\  F"  liegen  müssen: 

{BE,  B"e)  -  {CD,  C"d)  =  {GF,  G"f)  -  180« 

x>,/         iß'Ey       210»       ..„  , 

B  e-^-5^-  35^^-147  cm  sec-« 

p..,       (C-Dy       240«        .„ 

ci:"J.J5"c,    dD"±C"d,    fF'±G"f, 

Das  im  Abschnitt  7,  Fig.  23  —  25,  beschriebene  Verfahren  ergab  die 
Lage  des  Dreiecks  E"D"F"  und  durch  die  Bedingung: 
D"E"F"H^K"  -  DEFHK 

wurden  darauf  die  den  Punkten  H^,  K'  entsprechenden  Punkte  fl^,  If" 
bestimmt.  Die  Beschleunigung  Q"H'^  des  Gelenkes  H  hat  drei  Be- 
dingungen zu  erfüllen:  Sie  ist  infolge  der  Führung  des  Stabes  IH 
durch  den  festen  Schieber  /  parallel  zu  IH  gerichtet: 

Q"H"  II  IH, 
wegen  Starrheit  der  Strecke  KH  ist  femer: 

{KH,  K'h)  =  ISO« 

^*  =  -55r    ==240  =  427  cmsec 

Hierdurch  ist  der  Punkt  H"  bestimmt.  Eine  dritte  Bedingung,  die 
man  als  Probe  benutzen  kann,  ergibt  sich  nach  Abschnitt  9  aus  der 
Drehgeschwindigkeit  oj  der  Geschwindigkeitsstrecke  H^H\  Die  Dreh- 
geschwindigkeiten der  beiden  Glieder  DEF  und  H  sind: 

^8m(irff,Z'J?.)  =  +  £?«««="' 
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Folglich  ist 


H^\  =  H^K   o  =  50^7^  +  ^^Q  _  123  cm  sec-» 


240 


L.    Flg.  50. 


aufzutragen.     Diese  (Gerade  \H"  moB  darch  den   bereits  bestimmten 
Punkt  H"  gehen. 

Beispid  8.  In  dem  zehngliedrigen  Getriebe^  Fig.  50,  ruht  das 
Glied  0  (AB),  wahrend  das  ÖHed  1  (BCD) 
mit  der  Drehgeschwindigkeit  +  0,50  sec~* 
und  der  Drehbeschleunigung  +  0,20  sec"*  ge- 
führt wird.  Da  das  Getriebe  kein  einziges  Stab- 
yiereck  enthält,  so  ist  das  im  Abschnitt  10^  5 
beschriebene  Verfahren  anzuwenden. 

Die  Geschwindigkeiten,  Wir  erteilen  dem 
Stabe  3  (C£)  die  Eigenschaft  der  Dehnbarkeit 
und  bestimmen  die  Geschwindigkeiten  zweier 
Bewegungen  I,  11,  die  bestimmt  sind  durch 
folgende  Annahmen: 

Bewegung   I:  ©oi  =  0,    o^  =»  0, 

Bewegung  11:  ©o,  =*  0,    lo,,  =  +  0,50  sec"S  o«  =  0. 


91 


18 


+  1  sec"* 
+  0,50  sec"*,  (»22  ' 


Die  Bildung  der  hier  nicht  mitgeteilten  Geschwindigkeitsplane,  deren 
Ergebnisse  in  den  ersten  beiden  Reihen  der  folgenden  Tabelle  zu- 
zusammengestellt sind,  bietet  keine  Schwierigkeit,  da  in  den  Stab- 
polygonen ABDFH,  ABDEKI,  EFGLK  in  dieser  Reihenfolge  nur 
je  zwei  Glieder   mit   unbekannten  Drehgeschwindigkeiten   vorkommen. 


«0 

»1 

CD, 

«8 

«4 

«6 

»• 

Ö>T 

»8 

^9 

^8 

Bewegung    I 
Bewegung  n 
Bewegung  DI 

0 
0 
0 

0 
+  0,60 
+  0,60 

+  1,00 

0 
+  0,54 

+  0,98 
—  0,32 
+  0,21 

+  1,08 
—  0,83 
+  0,26 

—  0,57 
+  0,62 
+  0,21 

—  0,43 
+  0,66 
+  0,43 

—  0,75 
+  0,86 

—  0,04 

+  0,87 
+  0,34 

+  0,54 

+  0,68 
-0,11 
+  0,26 

—  0,61 

+  0,33 

0 

Die  von  der  Aufgabe  geforderte  Bewegung  III  ergibt  sich  durch  Zu- 
sammensetzung der  Geschwindigkeiten  der  Bewegung  11  mit  den  g-fachen 
Geschwindigkeiten  der  Bewegung  I,  wenn  man  die  Zahl  g  so  wählt, 
daß  die  Dehnungsgeschwindigkeit  d^  des  Stabes  3  in  der  zusammen- 
gesetzten Bewegung  HI  gleich  Null  wird: 

o==e*M  +  <ys2  =  -o,6i  e  +  0,33. 


S  =  +  S  =  +  0,54. 

Zeitachrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  49.  Band.   1908.  4.  Heft. 
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Der  BescMmnigtingsplan,  Fig.  49.    Da  die  Dreht^^. 
geführten  Gliedes  ABC  gleich  Null  gegeben  ist,  so 

(BC,  B"C")  -  180°       > 


'^. 


ji"r"  =  (*'51)*  =  ?5ö!  =  613  er 


und 


aufzutragen.     Mit  ^"  faUen  die  Punkte  G'   f. 
sammen.     Die  Dehnung8beschleunigungen,^     '.^ 
bestimmen  femer  die  drei  Geraden  eE",  r  -     \ 
starren  Dreieck  EDF  entsprechenden  Pu,^  T  i        ^ 
(B£,  B"e)  =  (CD,  Cd)  f     '■ 


eE"±B"e,    d  {' ^ 


iOeiL^  nämb'cb 


^  der  nachBt^ 
ist  zusammen^ 
.indigkeiten  also  s 
Drehgescliwiiidigkeitoz?!^ 


Das  im  Abschnitt  7,  Fig.  2' 

Lage  des  Dreiecks  E^D''^];  21,     <  =  ««'m  ^ 

D"^"  jigsbeschleunigTiiig  «35  ^^  ^^^^ 

wurden  darauf  die  den  Pi  _  ^  j    , 

b-timmt     Di.  B«|*l..         J  ^;^  Delu,u,.g.b«hl»mig»8  -3, 

wegen  Starrheit  de»    ^^i^Uenwerte  erhält  man 

«.'.  +  »'«_.  0^1+^  =  +  0,20. 

^„  TabeUenreihe  zusammengestellten  Drehbescblea- 
,  ^der  Aufgabe  geforderten  Bewegung  111  ergaben  mcU 
Hierdurch  ist/  ;''  gieichung; 
man  als  PrcA/''^ 
Drehgeachvf  -■ 
geschwind' 


o'  =  iD^+«<ai  =  ci;  +  0,20»i 


■>^  0,05 1:^0  06   \+0.1l   l+O-ä«    +»'««    1+"'**    +■'"' 


\ 


-0,6U 


rn, 


^*^f 


"^Je. 


'«0 


"^^t. 


'"o  (i^^t. 


'■y9; 


^     Off 
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^3«Ä»  e/n€5  Punktes  und  ihrer  Evolute. 
''WC  Zeit  ^  in  -4,   Fig.  51,   und  zur 
'^n  Erümmungshalbmesser 


^K>. 


^   der  Sinn  -B^  bei- 
uwindigkeit  v,  die  Be- 
schleunigung zweiter  Ord- 
ciben  in  den  Richtungen  der 


+  cr 


^    ^^   T\   ^^^     Bahntangente   die   Komponenten   n\  u'   und 
vui   *^^  ^^^xmormalen   geben  wir  dem  Sinn  AB,   auf  der 
^  deTJ^  *^^       ^i^^  Bedii^ui^ 

g^  AO     das  positive  Vorzeichen.     Um  allgemein  gültige 

eatüaTtöteia    -^ß7.ie\iTXixgen  zu  erhalten,  betrachten  wir  einen  Fall,  in  dem 

^e^^^f         d»3   positive  Vorzeichen   tragen.     Die   Geschwindigkeiten 

ftUe  ^^'^^^^^^gvmgen  sind  in  einer  besonderen  Figur  52  dargestellt, 

\m4  ^®®     y^\x  kleinen  Änderungen  natürlich  in  unendlich  starker  Ver- 

Qvxe  uneuaU^    ^^^    unendlich   kleinen   Zeitabschnitt   von   ^  bis   ^  +  dt 


Zerrung. 


ün 


4ett  Bi 


V  (AD)  in  I?  +  dt?  {AF) 
v\AH)  mv+  dv'{AK) 
u\AG)  in  u+du{AJ) 
n{G  ff)  in  n  +  dn\JK). 


28" 


426 


Beitrag  zur  Geometrie  der  Bewegung  ebener  Getriebe. 


Die    in   der  letzten  Tabellenreihe   angegebenen  Drehgeschwindigkeiten 
der  Bewegung  III  konnten  demnach  durch  die  Gleichung 

©8  =  Oj  +  fall  =  o,  +  0^  ©1 
bestimmt  werden. 

Die  Beschleunigungen.  Wir  erteilen  wieder  dem  Stabe  3  {CL)  die 
Eigenschaft  der  Dehnbarkeit  und  bestimmen  die  Beschleunigungen  einer 
Bewegung  IV^  deren  Geschwindigkeiten  mit  der  Bewegung  m  über- 


einstimmen: 


©a 


(Oi 


'os; 


©1 


14 


©1 


189 


während  die  Drehbeschleunigungen  durch  die  Annahme 

©^  =  0,     ©,'^  =  +  0;20  sec"*,     ©g^  =  0 

bestimmt  sind.  Der  betreffende  Plan  bietet  nichts  Bemerkenswertes 
und  ist  daher  hier  nicht  mitgeteilt.  Das  Ergebnis  desselben,  namlicb 
die  Drehbeschleunigungen  aller  Glieder  und  die  Dehnungsbeschleunigong 
d^  des  dehnbaren  Gliedes  3  ist  in  der  ersten  Reihe  der  nachstehenden 
Tabelle  zusammengestellt.  Diese  Bewegung  IV  ist  zusammenzusetzen 
mit  einer  Anfangsbewegung  Y,  deren  Geschwindigkeiten  also  sämtlich 
Null;  und  deren  Drehbeschleunigungen  den  Drehgeschwindigkeiten  der 
Bewegung  I  proportional  sind: 

In  dieser  Bewegung  hat  die  Dehnungsbeschleunigung  6'^  des  Stabes  3 
die  Größe 


*35 


ad] 


81- 


Die  Größe  a  ist  so  zu  wählen,  daß  die  Dehnungsbeschleunigung  6^ 
der  aus  IV  und  V  zusammengesetzten  Bewegung  UI  dem  starren  Stabe 
3  entspricht:  ^,  ,        *'    .      * 

Mit  Benutzung  der  Tabellenwerte  erhält  man 


a  =  — 


,  +  ^ai 


+  °-?^^-  +  o^. 


Die  in  der  letzten  Tabellenreihe  zusammengestellten  DrehbescUen- 
nigungen  der  von  der  Aufgabe  geforderten  Bewegung  III  ergaben  sich 
demnach  aus  der  Gleichung: 

©3  =  ©4  +  a©i  =  ©4  +  0,20©^. 


Bewegung  IV 
Bewegung  V 
Bewegung  III 


+  0,20 

0 
+  0,20 


0 

+  1,00« 
+  0,20 


—  0,06 
+  0,98  a 
+  0,16 


—  0,06 
+  1,08« 
+  0,16 


+  0,11 
—  0,67« 
0,00 


+  0,26 
—  0,43« 
+  0,17 


+  0,08    :+0,24 

—  0,76« '+0,37« 

—  0,07     +0,31 


+  0,03    -{^'^ 
+  0,68o-'-'.6ti 

+  0,17    -0-«' 
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12.  Die  Krümmung  der  Bahn  eines  Punktes  und  ihrer  Evolute, 
Der  bewegte  Punkt  befindet  sich  zur  Zeit  ^  in  .^^  Fig.  51^  und  zur 
Zeit  ^+  c2^  in  C.     Die  Bahn  ÄC  hat  den  Krümmungshalbmesser 

ÄB^r, 

ihre  Evolute  BD  hat  den  Krümmungshalbmesser 

BE  »r^. 

Der  Strecke  r  wird  der  Sinn  AB,  der  Strecke  r^  der  Sinn  BE  bei- 
gelegt. Der  Punkt  Ä  hat  zur  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  v,  die  Be- 
schleunigung erster  Ordnung  v'  und  die  Beschleunigung  zweiter  Ord- 
nung v'\    Die  Beschleunigungen  v',  v"  haben  in  den  Richtungen  der 


Ti  s 


Kg. 

52. 

A 

a    /r  if 

JF         4 

^ 

r 

F 

j 

^ 

z 

.+ 

^ 

H 

±c 


Bahnnormalen  und  der  Bahntangente  die  Komponenten  n\  u'  und 
n'\  u'\  Auf  der  Bahnnormalen  geben  wir  dem  Sinn  AB,  auf  der 
Tangente  dem  durch  die  Bedingung 

{AC,  AB)  =^90^ 

bestimmten  Sinn  AC  das  positive  Vorzeichen.  Um  allgemein  gültige 
algebraische  Beziehungen  zu  erhalten^  betrachten  wir  einen  Fall^  in  dem 
alle  Größen  das  positive  Vorzeichen  tragen.  Die  Geschwindigkeiten 
und  Beschleunigungen  sind  in  einer  besonderen  Figur  52  dargestellt^ 
ihre  unendlich  kleinen  Änderungen  natürlich  in  unendlich  starker  Ver- 
zerrung. In  dem  unendlich  kleinen  Zeitabschnitt  von  t  bis  t  +  dt 
ändert  sich 

V  (AD)  in  V  +dv  (AF) 

v\AH)  in  V  +  dv\AK) 

u\AG)  in  u'  +  du{AJ) 

n'iGH)  in  n  +  dn\JK). 
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Die  Geschwindigkeitssta^cke  AF  (v  +  dv)  bildet  die  geometrische 
Summe  der  zwei  Geschwindigkeiten  ÄD(v)  nnd  DF(v'dt)  oder  der 
drei  Geschwindigkeiten. ^D(t?),  DE{udt)  und  EF{n'dt).    Da 

AE^AD^-DE 

{v  +  dv)  cos  rfg)  =  t;  +  ^'dt 
ist,  so  folgt 

(32)  «'-^. 

Die  Richtung  der  Geschwindigkeit  v  dreht  sich  in  der  Zeit  dt  m  posi- 
tivem Sinne  um  den  Winkel 

(33)  d^^"^-'^. 

Daher  hat  der  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  die  Größe 

(34)  r-j: 

und  die  Strecke  AB  hat  stets  den  Sinn  von  n. 
Aus  der  Zeichnung  ist  zu  ersehen: 

AN^AG  +  HL  +  MJ 

oder: 

(u  +  du')  cos  dg)  =  m'  +  u"dt  +  {n'  +  dn')  sin  dq> 
oder: 
/Qt\  "       du'  ,d<p       du'       n'* 

femer: 

QH+LK^NJ+MK 

oder: 

n'  +  n"dt  =  (u'  +  du)  sin  dy  +  (n'  +  dn')  cos  dy 
oder: 

(36)  n"-^'  +  ^. 

Auch  der  Krümmungshalbmesser  r^  der  Evolute  durchlauft  in  der 
Zeit  df  in  positivem  Sinne  den  Winkel  d%  wobei  jedoch  zu  beachten 
ist,  daß  die  Änderung  dr  von  r  negativ  ist^  wenn  r^,  d.  h.  die  Strecke 
BE,  den  positiven  Sinn  AC  hat: 

,  dr       vdt 

woraus  folgt 

r  V  di' 

Aus  Gleichung  (34)  ergibt  sich  durch  Differenzieren: 

dr       f^  V  dv         V*  dn' 


Von  Otto  Mohr. 

und  nach 

Gleichung  (32) 

und 

(36) 

Daher  ist: 
(37) 

dr 
dt 

r 

„vu' 
vn" 

n" 

Zu' 
n' 
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Der  Krümmungshalbmesser  BE  hat  den  positiven  Sinn  ACy  wenn 
algebraisch 

vn"  >  3u'n' 

ist.  Der  Punkt  Ä  kann  seine  Bahn  mit  verschiedenen  Geschwindig- 
keiten und  Beschleunigungen  durchlaufen.  Bei  einer  zwangläufigen 
Bewegung^  d.  h.  bei  gegebener  Bahn  haben  aber  in  jedem  Bahnpunkte 
die  Großen 

—  und  (— T r) 

unveriLnderliche  Werte. 

13.  Die  Beschleunigungen  zweiter  Ordnung  der  ebenen  Bewegung 
einer  starren  Pwiktgruppe.  —  Wir  wählen  für  die  relative  Bewegung 
des  Punktes  Ä  gegen  den  starr  mit  ihm  verbundenen  Punkt  B  die 
Bezeichnungen  des  vorigen  Abschnittes^  und  da  bei  dieser  Bewegung  A 
den  E[reis  vom  Halbmesser 

r^AB^a 

um  den  ruhenden  Punkt  B  beschreibt,  so  ist: 


(38) 

wenn  wie  früher  mit 

V 

die  Drehgeschwindigkeit   der    Strecke   BA   im   Sinne   der   Uhrzeiger- 
bewegang  bezeichnet   wird.     Femer  ist  nach   den    Gleichungen   (32), 
(35),  (36): 
(30)  «---o^-ao,, 

//iA\  "       du'       n'*  /d*ai  .\  /da'  .\ 

und 

(41)  w"  =  -37  +  --^  =  ^^®  df  ^"  ^^®'  ^  Samto', 

Die  Tangentialbeschleunigung   zweiter  Ordnung  u"  hat  den  positiven 
Sinn  AC,  wenn  algebraisch 

da'  ^      j, 
dt   -^ 
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ist^  und  die  Normalbeschleuiiigang  n"  hat  den  positiven  Sinn  ÄBj 
wenn  o  und  to'  gleiche  Vorzeichen  haben.  Gleichung  (41)  folgt  auch 
aus  Gleichung  (37),  wenn  r^  gleich  Null  gesetzt  wird.  In  Überein- 
stimmung mit  den  Abschnitten  1  und  6  nennen  wir  das  Verhältnis 

(42)  «,    =._  =  __a,»-^-fi,» 

die  Drehbeschleunigung  zweiter  Ordnung  und  das  Verhältnis 

(43)  (J"  =  -!^  =  -3a)a)' 

die  Dehnungsbeschleunigung  zweiter  Ordnung  der  starren  Strecke  a.  Es 
ist  hierbei  zu  beachten,  daB  die  relative  Dehnungsbeschleunigung  ad" 
des  Punktes  A  gegen  B  den  positiven  Sinn  BA  hat,  wenn  n"  ne- 
gativ ist 

Da  die  gleichzeitigen  Werte  der  Drehgeschwindigkeit  &  f&r  alle 
Strecken  AB,  BC,  CA  . . .  der  starren  Punktgruppe  ABC  . . .  gleich 

groß  sind,  so  haben  auch  die  Größen  ^,  ^,  o",  *"  für  alle  Strecken 

gleichzeitig  dieselben  Werte.  Werden  von  einem  Punkte  J5'"  aus  die 
Strecken  B"'A''\  B"'C'",  B'"D"\...  aufgetragen,  welche  die  nach 
Gleichung  (40)  und  (41)  bestimmten  relativen  Beschleunigungen  zweiter 
Ordnung  der  Punkte  A^  C,  D  . , .  gegen  den  Punkt  B  darstellen, 
so  entsteht,  wie  in  den  Abschnitten  2  und  7,  eine  Punktgnippe 
A'"B'"C'"D"'  . . .,  die  der  starren  Gruppe  ABCD  ...  des  Lageplanes 
geometrisch  ähnlich  ist: 

(44)  A"'B'"C'"D'"  ...  -  ABCD  . . . 

Der  gemeinschaftliche  Beschleunigungswinkel  zweiter  Ordnung: 

y"  =  {AB,  A"'B'")  =  {BC,  B'"C'") 

wird  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

^^^^  cos/'  ""  sin /'  ""     AB     ""     BG 

Dieser  Winkel  kann  alle  Größen  annehmen,  da  die  Werte  von  9"  nnd 
o"  positiv  und  negativ  sein  können.  Dem  gegenüber  erinnern  wir 
daran,  daß  der  GeschtvindigJceitsmnkd  y  einer  starren  Strecke  gleich 
90^  oder  gleich  270^  ist,  und  daß  der  Winkel  y'  der  Beschleunigungen 
ersier  Ordnung  an  die  Bedingung 

90^  <  y'  <  270« 
gebunden  ist. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergibt  sich,  daß  der  Plan  der  Beschleu- 
nigungen  zweiter  Ordnung  Bf" A'"B'"C"' ...   für  eine  starre  Punkt- 


Von  Otto  Mohb.  431 

gruppe  ABC  . . .  gebildet  werden  kann^  wenn  außer  den  Größen  ai, 
-^,  -jp  noch  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  R'"B'"  irgend  eines 

Punktes  B  der  Gruppe  bo^annt  ist.  Denn  die  Beschleunigung  zweiter 
Ordnung  R'"C'"  irgend  eines  anderen  Punktes  C  bildet  die  geome- 
trische  Summe  aus  R'"B'"  und  der  relativen  Beschleunigung  B"'C''' 
des  Punktes  C  gegen  B,  B'"  ist  also  der  Pol  des  Beschleunigungs- 
planes.    Der  im  Lageplan  durch  die  Bedingung 

BABC.,,-R'"A'''B'"C",,. 

bestimmte  Pol  B  ist  der  einzige  Punkt  der  bewegten  Ebene  ABC, 
dessen  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  zur  Zeit  t  gleich  NuU  ist. 
Für  jeden  Punkt  A  ergibt  sich  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung 
A.A^  aus  den  algebraischen  Gleichungen: 

\AA^  sin  {BA,  AA^)  =  ©"  BA 


^^^^  l  AA^  cos  {BA,  AA,)  ^6"  BA, 

14.  Der  Plan  der  Beschleunigungen  ziveüer  Ordnung  eines  ebenen 
Getrid^es,  —  Es  erscheint  zweckmäßig,  an  dieser  Stelle  die  nahe  Ver- 
wandtschaft hervorzuheben,  die  inbetreff  ihrer  Entstehung  zwischen  dem 
Oeschwindigkeitsplan  und  den  Beschleunigungsplänen  eines  Getriebes 
zu  bemerken  ist. 

Der  Geschunndigkeitsplan  kann  gebildet  werden,  wenn  außer  dem 
festgestellten  Gliede  die  Drehgeschwindigkeit  eines  Gliedes  bekannt  ist. 
Dem  Bildungsgesetz  liegt  die  Bedingung  zu  Grunde,  daß  die  Dehnungs- 
geschwindigkeit eines  starren  Stabes  gleich  Null  ist. 

Der  Plan  der  Beschleunigungen  erster  Ordnung  kann  gebildet 
werden,  wenn  außer  dem  Geschwindigkeitsplan  noch  die  Drehbeschleu- 
nigung erster  Ordnung  für  ein  Glied  gegeben  ist.  Dem  Bildungsgesetz 
liegt  eine  ähnliche  Bedingung  zu  Grunde:  Die  Dehnungsbeschleunigung 
eines  jeden  Stabes  im  Getriebe  ist  gleich  dem  negativen  Quadrat  seiner 
Drehgeschwindigkeit;  sie  ist  also  bestimmt  durch  den  Geschwindig- 
keitsplan. 

Um  endlich  die  Beschleunigungen  zweiter  Ordnung  bilden  zu 
können,  muß  außer  den  Geschwindigkeiten  und  den  Beschleunigungen 
erster  Ordnung  noch  die  Drehbeschleunigung  zweiter  Ordnung  für  ein 
Glied  bekannt  sein.  Denn  für  jeden  Stab  des  Getriebes  ist  die  Dehnungs- 
beschleunigung zweiter  Ordnung  bekannt:  sie  ist  gleich  dem  negativen 
dreifachen  Produkt  aus  der  Drehgeschwindigkeit  des  Stabes  und  seiner 
Drehbeschleunigung  erster  Ordnung. 

Es  wird  demnach  genügen,  die  Bildung  eines  solchen  Planes  aü 
einem  Beispiel  zu  erklären. 
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Beispid  9,    Für  das  geführte  Glied  BCB  des  in  den  Fig.  41  u.  53 
dargestellten  Getriebes  möge  g^eben  sein: 


CD 

= 

— 

1,17 

sec~^ 

dm 
dt 

= 

* 

-- 

1,18  sec- 

■  t 

d*m 

SS 



2,64 

sec-'. 

In  den  Figuren  42  und  43   sind  die  Geschwindigkeiten  und  Be- 
schleunigungen erster  Ordnung  in  den  normalen  Maßstäben  dargestellt 

Das   nachstehende 
L.  «gM.  B.  Fig. 64.  ^         Veraeidmis     ent- 

-  ^-"         "^-^Jl*    halt  die  aus  jenen 

Figuren  entnom- 
menen Werte  der 
Stablangen  a^  der 
Geschwindigkeiten 
ao;  der  Beschleu- 
nigungen am  und 
die  hieraus  berech- 
neten Werte  yon 
ad"  =  —  %amm 


Stab 

a 
cm 

am 
cm  860"  1 

aa' 
cm  sec"* 

a9" 
cm  sec-* 

BD 

173 

-202 

-204 

-715 

ÄF 

108 

-156 

-246 

-1066 

FD 

250 

-132 

-175 

-277 

CO 

190 

-172 

-180 

-489 

EQ 

140 

-106 

-132 

-300 

Der  in  \  der  normalen  Große ,  also  in  dem  Maßstabe 

1  cm  «»  300  cm  sec"' 

dargestellte  Beschleunigungsplan  zweiter  Ordnung,  Fig.  54,  ergibt  sich 
aus  den  folgenden  Bedingungen: 

j5'"d==.-715cmsec-», 


daher 


(J5D,  B"'d)  =  180^ 
dD"'=  a(^  -  ci»)  =  173(-  2,64  -f  1,17«) 


180  cm  sec-*. 
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daher 


daher 


daher 


daher 


daher 


{BD,  dD'")  =  270«. 
^'Y=._.1066cm8ec-S 

{AF,  Ä"f)  «  180«. 
B'"f^ 277cm8ec-», 

{DF,  D'"/i)  =  180«. 

fF"  _L  Ä"f,  /;  r"  _L  D' Yi . 

B"'C'"D'"  -  BGB,    B'"E'"F"  -  BEF 
0"^=-  — 489cm8ec-», 

{CG,  C'"g)  -  180«. 

K"g^  =  —  300  cm  sec-», 

{EG,  E'"g^)  -  180«. 

9G'"±C"'g,    g,G"'±E'"g,. 


15.  Bie  Krümmung  der  Bahn  und  der  Bahnevolute  eines  mit  einem 
Getriebegliede  starr  verbundenen  Punktes,  —  Nachdem  für  irgend  eine 
Bewegang  des  Getriebes,  d.  h.  bei  will- 
kürlicher Wahl  der  Drehgeßchwindig- 
keit  und  der  Drehbeschleonigungen 
des  geführten  Gliedes ,  die  Plane  der 
Geschwindigkeiten  und  der  Beschleu- 
nigungen erster  und  zweiter  Ordnung 
gebildet  worden  sind,  können  die 
Krümmungshalbmesser  der  Bahn  und 
ihrer  Evolute  für  jeden  mit  einem  Ge- 
triebegliede  starr  verbundenen  Punkt 
nach  den  Gleichungen  (34)  und  (37)  er- 
mittelt werden,  indem  man  die  algebra- 
ischen Werte  der  vier  Gh-ößen  v,  n\ 
u,  n"  aus  den  Planen  entninmit.  Ein 
Beispiel  möge  zur  Erläuterung  dienen. 

Beispiel  10.    Das  Gelenk  G  des  Getriebes  Fig.  41  und  53  hat  die 
Geschwindigkeit 

^^P'G'tGg,    Fig.  42  und  55 

die  Beschleunigung  erster  Ordnung 

v'^  Ö"G"1  Gg",    Fig.  43  und  55 
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und  die  Beschleunigong  zweiter  Ordnung 

v"  -  K"G'"L  Gg"j    Fig.  54  und  55. 

V    ist  in  dem  Maßstabe    1  cm  =»  100  cm  sec  * 
v'   „    „      „  „  1  cm  =  100  cm  8ec~* 

t?"  „    }7     n  97  1  cm  =  300  cm  sec"' 

dargestellt    Mit  Berücksichtigung  dieser  Maßstäbe^  entnimmt  man  ans 

Fig.  55: 

Gg'^v  =  — 280cmsec-* 

Gh"^u' 310cmsec-« 

ÄV  =  «'  =  +  270cm8ec-« 

h'"g'"  «  n"=  +  850  cm  sec"». 

V  und  «'  sind  negativ^  weil  die  Winkel 

(v,  n-)  =  (u',  nO  =  270^ 

sind,  n"  ist  positiv,  weil  der  Sinn  von  n"  mit  dem  von  n'  fiberein- 
stimmt.   Nach  den  6L  (34)  und  (37)  ist  also 

ff^  =  r-^*  =  290cm 
und 

Da  r^  positiv  ist,  so  ist  der  Winkel 

(KM,  GK)  -  (r^,  r)  «  90«. 

16.  Die  geometrische  Bewegung  einer  Ebene.  —  Die  Krümmungen 
der  Bahnen  und  der  Bahnevoluten  aller  Punkte  einer  bewegten 
Ebene    werden    fUr    einen    gegebenen   Zeitpunkt   bestimmt   durch  die 

Lage  der  drei  Pole  P,  Q,  R  und  durch  die  drei  Ghrößen  cd,  -^ ,  -j^,  • 

Für  eine  zwangläufige  Bewegung,  die  z.  B.  von  einem  GetriebegUede 
und  von  der  starr  mit  ihm  verbundenen  Ebene  ausgeführt  wird, 
sind  die  Bahnen  der  Punkte  bestimmt  und  unabhängig  von  den  ge- 
nannten   drei   Größen.     Zu   jeder   Gruppe   von   willkürlich   gewählten 

Werten  o,   -^,  -j-^    gehört   eine   bestimmte  Gruppe  von  drei  Polen 

P,  Q,  R.  Die  hier  inbetracht  kommenden  Beziehungen  nehmen  ihre 
einfachste  Form  an,   wenn  man  a  gleich  der  positiven  Zahleneinheit 

und  -^  sowie  -,-"   gleich  Null  wählt.     Wir  nennen   diese  Bewegung 

die  geometrische  Bewegung,  weil  die  Zeit  aus  ihrer  Betrachtung  beseitigt 
wird.    Nicht  nur  die  Geschwindigkeiten,  sondern  auch  alle  Besohlen- 
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(47) 


(O 


(D 


Fig.  68. 


nignngen  werden  lediglicli  dorch  die  Längeneinheit  gemessen  und 
können  im  Maßstab  des  Lageplans  dargestellt  werden.  Für  die  geo- 
metriBclie  Bewegung  ist  also 

-•  +  1 
*'  -  -  CD«  =  -  1 

y    -  180» 

d" 3aj(o'  =  0 

d?-«»' — 1 

\y    =  270». 

Wenn  die  drei  Pole  Pg,  Qg,  jR^  der  geometrischen  Bewegung  bekannt 
sind,  80  bestimmt  man  für  jeden  Paukt  A  der  Ebene  die  Geschwindig- 
keit v,  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  v' 
und  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  v" 
durch  folgende  Bedingungen,  Fig.  56: 

y  -(PoA  «)    -90»,       V  ~P^A 

(48)      y'  -  (^0^,  »O  =  180»,     v'  =  Q,A 

ly"-(Uo.4, 0  =  270»,     t>"-.JJoA 

Durch  den  ßeschwindigkeitsplan  und  die 
beiden  Beschleunigungspläne  eines  Getriebes 
sind  für  den  Zeitpunkt  der  Betrachtung  und 
für  jedes  Glied  gegeben:  die  Lage  der  Pole  P,  Q,  R  und  die  algebraischen 
Werte  der  Größen  cd,  d\  cj',  *",  oj".  Es  ergibt  sich  also  die  Aufgabe, 
hieraus  die  Pole  Pq,  Q^,  Bq  der  geo- 
metrischen Bewegung  zu  bestimmen. 
Wir  benutzen  zu  diesem  Zweck  ein 
rechtwinkliges  Koordinatensystem, 
Fig.  57,  dessen  Anfangspunkt  mit  P, 
dessen  j/- Achse  auch  dem  Sinne  nach 
mit  PQ  zusammenfällt,  und  dessen 
o;- Achse  durch  die  Bedingung: 

(y,  x)  ^  900 
bestimmt  ist.    Der  Geschwindigkeits- 
pol Pq  fällt  auf  den  ruhenden  Punkt 

der  Ebene,    also    auf   den  Pol   P.     Wir    bezeichnen    die    bekannten 
Koordinaten   der  Punkte   Q  und  R   mit  Xq,  y^  und  x^,  y^,  femer  die 


Fig.  67. 
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unbekannten  Koordinaten  der  Punkte  Q^  und  B^  mit  x^y  j^  und  j^  y^ 
Die  Gleichungen  zur  Bestimmung  dieser  vier  unbekannten  Großen  er- 
geben sich,  indem  man  f&r  zwei  beliebige  Punkte  A,  B  der  Ebene 
nach  Abschnitt  12  die  Bedingungen  bildet,  daß  jede  der  beiden  Größen 

,  und  (    ,Y  —  3  -  ]  in  der  geometrischen  Bewegung  denselben  Wert  haben 

muß  ¥rie  in  der  gegebenen  Bewegung.  Um  diese  Bedingungen  tunlichst 
einfach  zu  gestalten,  wählen  wir  für  den  Punkt  A  die  Koordinaten 

und  fOr  den  Punkt  B: 

Die  Komponenten  der  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  dieser 
beiden  Punkte  haben  die  in  dem  nachstehenden  Verzeichnis  zusammen- 
gestellten Werte. 


Pnnkt  A  in  der 

Punkt  JB 

'  in  der 

gegebenen 

geometriüchen 

gegebenen 

geometriBchen 

Bewegung 

Bewegung 

Bewegung 

Bewegung 

V 

+  y,o 

+  yi 

+  XiG} 

+=h 

n' 

(yo-ViW 

Vi -Vi 

—  Xi©*  — y^G}' 

Xt-Xx 

u' 

(yi  -  %)»' 

+  Xf 

^1®'  — yo®* 

-9t 

n" 

+  xy 

-^^ 

-yiCD- 

+  y. 

Die  bezeichneten  Bedingungen  lauten  also  für  den  Punkt  A: 

y! 


y!«' 


(yo-yi)'«* 

und  fär  den  Punkt  B: 


(yo—yi)«*     yi  — yi 
»(yi— yo)«'  ^  _    yjg» 
(yo  -  yi)»* 


jcfc 


(y.-yi)* 


yi  —  yi 


__5_yi^ 
(«1  «* + 


yo«  )• 


«1«'  — yo«*  gty» 


r.+ 


3y, 


«i«*  +  yo»' "~  (^  — «i)*  '«1  —  ^1 

Beachtet  man,  daß  nach  den  Gl.  (17),  (43),  (45): 
co'  =1  —  C3*tgy' 

c"«  -  3cd(d' tgy"  =  +  SoHgy'tgy' 
ist,  so  folgt  aus  den  yorstehenden  Gleichungen: 


(49) 


X, 


yotg/ 


yj-yo 

xt  =  3tg/(yi  -  yo  -  «1  tgy") 

y»  =  stgy'Ootgy'-  «1  -yitgy")- 
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Aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  ersieht  man^  daß  der  Beschleu- 
i^g^^uigspol  Q  bei  jeder  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  der  Be- 
wegung auf  dem  festen  Kreise  vom  Durchmesser  PqQq  liegt',  und  daß 
der  Winkel  {QPq,  PqQo)  gleich  dem  Beschleuniguugswinkel  y'  der 
gegebenen  Bewegung  ist. 

Für  die  folgende  Darstellung  der  geometrischen  Bewegung  einer 
Ebene  empfiehlt  es  sich,  ein  Polarkoordinatensystem ^  Fig.  58,  anzu- 
wenden,  dessen  Anüerngspunkt  mit  dem  Pol  Pq  und  dessen  feste  Achse 
auch  dem  Sinne  nach  mit  P^Qq  zusammenfällt.  Wir  bestimmen 
die  Lage  des  Poles  Q^  durch  den  Vektor 

femer    die  Lage   des  Poles  22^  durch  den 

'''''^'  (Poöo,Poi^)=-. 

und  den  Vektor 

endlich  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  Z      \ 
der  Ebene  durch  den  Winkel  \ 

und  den  Vektor 

PoZ""-  " "' 

Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  Z  hat,  da  a  gleich  +  1  ist,  die  Größe 

(50)  v^  +  z, 

während  Richtung  und  Sinn  durch  den  Winkel 

bestimmt   sind.     Die  Beschleunigung   erster  Ordnung   des  Punktes  Z 
hat  Größe,  Richtung  und  Sinn  der  Strecke  ZQq,  weil 

O   =   jT  =  v) 


und  daher  der  Beschleunigungswinkel 

y'  =  18(y> 
ist.    Folglich  ist: 

tn^  ZA  =  P^A  -  P^Z^%  cosg  -  i? 

Hierbei   ist  zu   beachten,  daß   auf  der  Bahnnormalen    der   Sinn   des 
Vektors  P^Z  und  auf  der  Bahntangente  der  Sinn  von  t; .  das  positive 


(51) 
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Yoizeicben  tragt    Die  Beschlennigimg  Zureiter  Ordnung  des  Punktes  Z 
hat  9  weil 


*' 3 


oo 


0 


0 


d*fl 


r  um  m  ^ 


ist,  die  Größe 


y"  -  270» 


während  Richtung  und  Sinn  durch  den  Winkel 

bestimmt  sind.    Demnach  ist 

(52)  n"  ^ZB^CR^^r^  sin  (S  -  q). 

Nach  den  61.  (34)  und  (37)    ergeben   sich   die   Krünunnngslialb- 
messer  r,  r^  der  Bahnkurve  und  deren  Evolute  für  den  Punkt  Z: 


(53) 
(54) 


^-^(S 


'zr^  Bin (t—g) 


cos  f- 


zy  "^  q^coBi 


^) 


Fig.  59. 


Diese  Formeln   werden   durch  Fig.  59   geometrisch    dargestellt     Man 
zieht  im  Kreise   vom  Durchmesser  PqQq  die  Sehne  Q^X  parallel  lur 

Sehne  PqZA,  femer  die  Ge 
rade  ZCEB  normal  eu  P^Z 
Die  Gerade  XC  schneidet  dann 
die  Gerade  P^Z  im  Krüm- 
mungsmittelpunkt  K  der  Bahn- 
kurve des  Punktes  Z.  Denn 
wegen  Ähnlichkeit  der  Punkt- 
gruppen 

CP^ZK^  CQ,EX 

ist 


also 


ZK 

XE 

z 

ZK 
z 

q^co^t  —  z^ 
ZK^r. 
Man  macht  femer 

zieht   im  Kreise   vom  Durchmesser  Q^R^   die  Sehne  R^  Y  parallel  zu 
P^Z,  dann  XB  parallel  zu  YZ,  ZB  parallel  zu  BA  und  macht  KU 
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gleicli  3KD]  dann  ist  M  der  Erümmungsmittelpunkt  der  Bahnevolute 
des  Punktes  Z.    Denn  es  ist: 

^r=|roSin(g  — p),    ZA^q^cost  —  e 


ZB^ZE+XE^^^^q^sint  +  is 


roBin(g— g) 
'  8(^0  cos  ^  —  ;?) 


JüTJf« 


KD'^  ZK 


ZB 
ZA 

KM 


\3(2o  cos  t  —  i?)»  "^  teo  cos  f  — 


^)/ 


'1- 


Wir  entnehmen  aus  den  Gleichungen  (53)  und  (54)  die  folgenden 
Sätze,  wobei  wir  absehen  von  den  Grenzfällen,  in  denen  z.  B.  einer 
der  drei  Pole  Pg,  Q^j  B^  unendlich  fem  liegt,  oder  zwei  von  ihnen 
zusammenfallen. 

1.  Der  Pol  Pq  ist  der  einzige  Punkt  der  Ebene,  dessen  Bahn  einen 
Krümmungshalbmesser  von  der  Größe  Null  hat. 

2.  Der  Krümmungshalbmesser  r  der  Bahn  hat  ftir  alle  Punkte 
innerhalb  des  Kreises  PqQo  ^^len  positiven,  für  alle  Punkte  außerhalb 
dieses  Kreises  einen  negativen  Wert.  Im  ersten  Falle  hat  also  die 
Strecke  ZK  den  Sinn  P^Z  im  zweiten  den  Sinn  ZPq.  Für  alle  Punkte 
des  Kreises  PqQo  ^^  ^  unendlich  groß;  die  Richtungen  der  Geschwindig- 
keiten aller  dieser  Punkte  gehen  durch  den  Pol  Q^,  Man  hat  den 
Kreis  PoQo  ^^^  Wendekreis  des  Bewegungszustandes  und  den  Punkt  Q^ 
den  Wendepol  genannt. 

3.  Für  alle  Punkte  der  zu  Pq^o  normal  gerichteten  Geraden  Po-f, 
Fig.  64,  fällt  der  Krümmungsmittelpunkt  der  Bahn  mit  dem  Pol  P^ 
zusammen. 

4.  Bezeichnet  Ky  Fig.  60,  den  Krüm- 
mungsmittelpunkt der  Bahn  eines  auf  der 
Achse  PqQo  liegenden  Punktes  Z,  und 
sind  KK^j  QoQiy  ^^i  ^i©  von  den  Punk- 
ten Ky  Qqj  Z  auf  eine  durch  Pq  gehende 
Gerade  gefällten  Lote,  so  ist  K^  der 
Erümmxmgsmittelpunkt  der  Bahn  des 
Punktes  Z^,    Denn  es  ist 

ZK 


Z^K^iP^Z^iZ^Q^^  ZKiP^ZiZQ^ 


folglich 


Die  Bahnen   aller  Punkte   des  Kreises   vom  Durchmesser  P^Z  haben 
ihre  Krümmungsmittelpunkte  also  auf  dem  Kreise  vom  Durchmesser  P^JT. 
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5.  Durch  die  ErOmmoiigsmittelpunkte  K^,  E^  zweier  Punkte  Z^, 
Z^y  Fig.  61—63,  sind  die  Pole  Pq,  Qq  der  geometriscben  Bewegung 
und  also  die  Erümmungsmittelpmikte  der  Bahnen  aller  Punkte  der 
Ebene  bestimmt.  Pg  ist  der  Schnittpunkt  der  Geraden  K^Z^y  ^Z^\ 
Q^  wird  bestimmt  durch  die  Bedingung,  daß  die  Projektionen  Z^A^y 


/.  It  ^  Strecken  Z^Q^^  Z^Qq  auf  die  Krümmungshalbmesser  Z^K^^ 
S^  £i  d<4i  Sinn  dieser  Halbmesser  und  die  Größen 


180 
360 


-  =  90cm,    Z,^  =  ^^|=3^  =  143cm 


v»Niit  müssen. 

X  Kür  alle  Punkte  des  Wendekreises  PqQq  mit  Ausnahme  des 
^  •  v-^^  f  #  ^uid  des  auf  dem  Kreise  QqRi  liegenden  Punktes  0,  Fig.  59, 
^    .«<    Krümmungshalbmesser    r^    der    Bahnevolute   unendlich   groß 

;;^iv>   Punkte,   deren  Bahnevoluten  einen  Krümmungshalbmesser 
«I   ^%Kiße  Null  haben  y   liegen  auf  einer  Kurve  dritter  Ordnnng 
*'ji^  t>4,  von  der  Gleichung: 

SqlninicoaS 


Sgoßinf  — ro8in(f— ^) 
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(yergl.  OL  54).     Jede  durch  Pq  gelegte  Gerade  sclineidet  diese  Eurre 
zweimal  im  Pnnkte  P^;  den  dritten  Schnittpunkt  Z^  Fig.  64,  bestimmt 
man  durch  die  Gerade  XYZ, 
indem    man   in  den  Kreisen  ^^'  **' 

^0^0.  Qo^  diö  Sehnen  ^o^, 
jß^  T  parallel  zn  P^Z  zieht. 
Denn  wegen  Ähnlichkeit  der 
rechtwinkligen  Dreiecke 

PoZX,  QoXY  int: 

P^Z:P,X^QoX:Q,T 

Die  zu  QqJR|  parallel  gerich- 
tete Gerade  P^G  schneidet 
die  Kurve  in  ihrem  unendlich 
fernen  Punkte. 

8.  Der  Fufipunkt  0  des 
von  Qq  auf  die  Gerade  Poi2o 
gefällten  Lotes  Qq  Oj  also  der 
zweite  Schnittpunkt  der  beiden  Kreise  PqQq,  QqRi  ist  der  einzige  Punkt 
der  Ebene;  dessen  Geschwindigkeit  v  mit  seinen  beiden  Beschleunigungen 
v',  v"  in  einer  Geraden,  der 
Geraden   OQ^  zusammen- 
fallt, der  also  in  drei  auf- 
einanderfolgenden   unend- 
lich kleinenZeitabschnitten 
in  einer  Geraden  sich  be- 
wegt.  Für  diesen  Punkt  0 
ergibt      Gleichung     (54), 
ebenso  wie  für  P^,  einen 

unbestimmten  Wert  von  —  • 

Wenn  nicht  die  Pole 
der  geometrischen  Bewe- 
gung;  sondern  für  irgend 
eine    andere    Wertgruppe 

®'  %   W   ^^^  ^^^®  ^' 
Q,   22   und    also    die   zugehörigen   Beschleunigungswinkel  y'y  y"  be- 
kannt   sind,    so    bestimmt    man    den    Punkt    0   in    folgender   Weise 

Z«ltoclizlft  f.  UAthaniftUk  n.  Pbyiik.  49.  Band.  1908.  4.  Haft.  29 


Fig.  66. 
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(Fig.  65):  Man  zieht  die  beiden  Q^ttden  PA,  PB,  die  durch  die 
Bedingungen: 

(«P,P^)  =  /±90^,    (BP,  PB)  =  y"  ±  90» 

bestimmt  sind;  femer  den  Kreis  PQ,  der  die  Qerade  PA  berührt»  und 
den  Kreis  PR,  der  PB  berührt  Der  zweite  Schnittpunkt  der  beiden 
Kreise  ist  der  Pnnkt  0.  Denn  die  Geschwindigkeit  v  dieses  Punkte 
ist,  ebenso  wie  seine  beiden  Beschleunigungen  v\  v'\  normal  zur  Ge- 
raden PO  gerichtet  Da  der  Pol  B^  auf  der  Geraden  PP^O  liegt,  so 
kann  man  zur  Bestimmung  dieses  Pols  die  vorstehende  Konstruktion 
in  Verbindung  mit  einer  der  beiden  nach  Gleichung  (49)  zu  berechnenden 
Koordinaten  x^^  y,  anwenden. 

9.  Wenn  für  zwei  Punkte  Z^,  Z^  der  Ebene  außer  den  Krümmungs- 
mittelpunkten  JT^,  K^  der  Bahnen  auch  die  Krümmungsmittelpunkte 
Jlf^,  Jf,  der  Bahnevoluten  gegeben  sind,  so  können  die  Pole  P^,  Q^, 
B^  der  geometrischen  Bew^ung  und  hierdurch  die  Krümmungsmittel- 
punkte aller  Bahnevoluten  bestimmt  werden  (Fig.  61 — 63).  Die  Be- 
stimmung der  Pole  Pg,  Qq  ist  unter  Nr.  5  dieses  Abschnittes  be- 
schrieben worden,  um  den  Pol  B^  zu  bestimmen,  berechnet  man  mu^h 
Gleichung  (54)  für  jeden  der  beiden  Punkte  Z^,  Z^  Große  und  Vor- 
zeichen der  Strecke 

(66)      r.8m(e-p)-»(«'^^^-'>(^^(g,co»6-ir)-g,8ine} 

also  die  Abstände  des  Punktes  B^  von  den  beiden  Geraden  P^Z^j  ^A- 
In  dem  durch  Fig.  61  dargestellten  Beispiel  (Mafistab  1 :  100)  ist 


1.  für  den  Punkt  Z^\ 

e  -  P^  =  -f- 180  cm 
r  =-  Zi  JEi  cos  (Po^i,  Z^K^)  =  —  360  cm 
ri  «  Zi  Jfi  sin  (Po^i,  K^  Jfi)  =  -  150  cm 
Po^i  -  20  cos  l  =  PoCo  cos  (PoCo,  ^o^i)  -  +  90  cm 
ÖoA  -  «0  8Ü1  5  =  l'o^o  8Ü1  (Po^o;  ^o^i)  -  -  185  cm, 
also  nach  Gleichung  56: 
ro  sin  {i-9)^  P^B,  sin  {P^B^,  P,Z,) 

-  '-2^52(^^(90  -  180)  +  186)-  -  268  c». 
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2.  fOr  den  Punkt  Z,: 

e  =  P„Z,  -  +  260  cm 
r  =  Z^K^  C08  (PoZ„  Z, Z;)  =-  -  390  cm 
rj  =  ijlf,  sin  (PoZj,  ^,  Jf,)  -  +  120  cm 
Po  J,  =  Po  ^0  cos  (Po^o,  -Po^j)  -  ?o  C08  g  =  +  87  cm 
^0^  -  Po ^0  sin  (Po öo,  Po^t)  -  go  sin  g  =  +  187  cm, 
also  nach  61eichang  (56): 
ro  sin  (g  -  p)  =  PoIJ;,  sin  (PoiJ^,  PoZ,) 


^P[-  rSö(87  -  260)  -  187)  =  +  338  cm. 


260         18-  890 ' 

Demnacli  ist,  um  den  Pol  Bq  zu  bestimmen, 

(PoZi,PoC,)=    9(y>,    P,C,  =  268cm 

(Po-Z„PoQ)==270«,    PoC;-338cm 

Cii?Q±.PQCi,  CjJ^_LPqCj 

aufzutragen. 

17.  Die  Zrümmtin^  der  Bahnen  des  Geschmndigkeüspols.  —  Zur 
Zeit  t  möge  der  Geschwindigkeitspol  der  mit  einem  Getriebegliede  starr 
verbundenen  Ebene  die 
Lage  Pq  haben.  Die- 
ser Pol  beschreibt  in 
der  ruhenden  Ebene 
die  ruhende  Polbahn 
CPoPi-D,  Fig.  66,  und 
zugleich  in  der  beweg- 
ten Ebene  die  bewegte 
Polbahn -Bul^  ff.  Zur 
Zeit  ^faUt  der  Punkt  ul 
der  bewegten  Ebene  mit 
dem  ruhenden  Punkte 
Pq  zusammen;  die  un- 
endlich kleine  Strecke 
AAi  dreht  sich  also 
um  Ä.  Zur  Zeit  t  +  dt 
fällt  der  Punkt  Ä^  der 
bewegten  Ebene  mit 
dem   festen  Punkt   P^ 

zusammen,   und  AÄ^   dreht  sich  in  diesem  Zeitpunkt  um  A^.     Man 
ersieht  hieraus,  daß  die  mit  der  bewegten  Ebene  EG  starr  verbundene 

29* 
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Polbahn  EAA^G  auf  der  festen  Polbahn  CP^P^D  rolll  In  den 
Lehrbüchern  werden  diese  Polbahnen  benutzt^  nm  die  Bewegung  d^- 
zustellen  und  insbesondere  die  Krümmungen  der  Bahnkturen  zu  be- 
stimmen. Es  kommt  daher  in  Frage ^  welche  Beziehungen  zwigcku 
den  Bahnen  des  Oeschwindigkeitspols  und  den  im  vorigen  Abschnitt 
benutzten  Polen  P^,  Qq,  Rq  der  geometrischen  Bewegung  bestehen. 
Wir  nehmen  an,  es  sei  g^^eben:  der  Qeschwindigkeitspol  Pq,  der 
Erümmungsmittelpunkt  F  der  festen  Polbahn  und  der  Erümmungs- 
mittelpunkt  B  der  bewegten  Polbahn.  Das  positive  Vorzeichen  tragt 
auf  der  Polbahnnormalen  BFPq  der  Sinn  BPq,  auf  der  Polbalm- 
tangente  der  durch  die  Bedingung 

(BP,,  PoJ?)  =  900 
bestimmte  Sinn  PqH.  Der  Krümmungshalbmesser  der  bewegten  Polbab 

BP^^b 
hat  denmach  stets  einen  positiven  Wert,  während  der  Erümmungshalbmeaser 

FPo-f 

positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  die  beiden  Polbahnen  gleich  oder 
entgegengesetzt  gekrümmt  sind.  In  der  geometrischen  Bewegung  durch- 
läuft die  Ebene  in  der  Zeit  dt  den  Winkel 

BA^Bi  «  dt 

Die  Drehgeschwindigkeit  r  des  Halbmessers  FP,  der  festen  Polbahn 
ergibt  sich  demnach  aus  der  Gleichung 

FP^  ~~^  ^^~  FB  ~  b-f 

Die  Drehgeschwindigkeit  r  hat  den  positiven  Sinn  der  ührzeiger- 
bewegung,  wenn  algebraisch  b  größer  als  f  ist.  Der  Pol  Pq  verschiebt 
sich  mit  der  Geschwindigkeit 

(68)  p  =  /-r  =  ^ 

und  zwar  im  Sinne  PqH  oder  in  dem  negativen  Sinne  HPq,  je  nach- 
dem f  und  X  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Der 
Pol  der  Beschleunigungen  erster  Ordnung  fällt  mit  dem  Punkte  Vo 
der  bewegten  Ebene  zusammen,  dessen  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  nach 
Größe,  Richtung  und  Sinn  mit  der  Verschiebungsgeschwindigkeit  fx 
von  Pq  übereinstimmt,  der  also  in  der  Zeit  dt  den  Weg 

Q,QilPoPt^frdt 
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zurücklegt.  Denn  die  Geschwindigkeit  dieses  Punktes  Qq  ändert  in  der 
Zeit  dt  weder  ihre  Richtung  noch  ihre  Größe,  weil  die  Drehgeschwindig- 
keit der  Ebene  die  unveränderliche  Größe  +  1  hat.  Der  Pol  Qq  liegt 
daher  auf  der  Polbahnnormalen,  und  die  Strecke  PqQq  hat  die  atge- 
hraische  Größe 

(59)  PoQo=P-fr^B^- 

Die  Strecke  PqQq  hat  den  positiven  Sinn  BP^,  wenn  f  und  r  gleiche 
Vorzeichen  tragen. 

Der  Pol  der  Beschleunigungen  zweiter  Ordnung  fällt  mit  dem 
Pankte  R^  der  bewegten  Ebene  zusammen,  dessen  Geschwindigkeit  zur 
Zeit  t  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  mit  der  noch  unbekannten  Ver- 
schiebungsgeschwindigkeit  q  des  Poles  Qq  übereinstimmt,  der  also  in 

der  Zeit  dt  den  Weg 

RoIinlQoQz-idt 

zurücklegt.  Denn  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  von  Rq  wird  zur 
Zeit  t  nach  Größe, «Richtung  und  Sinn  durch  die  Strecke  RqQq  und  zur 
Zeit  t  -{-  dt  durch  B^Q^  dargestellt;  sie  ändert  in  dieser  Zeit  also  weder 
ihre  Größe  noch  ihre  Richtung.  Der  Punkt  B^  wird  demnach  bestimmt 
durch  die  Bedingimgen: 

(Poi?„,g)  =  90o,    p^R^^q. 

Der  Punkt  Q^  verschiebt  sich  auf  der  Polbahnnormalen;  seine  Ge- 
schwindigkeit q  setzt  sich  also  zusammen  aus  der  Geschwindigkeit 
q  sin  (hj  q)  des  mit  ihm  zusammenfallenden  Punktes  der  Polbahnnor- 
malen und  einer  Verschiebungsgeschwindigkeit  q  cos  (6,  q)  von  der 
Richtung  dieser  Normalen.  Die  erstgenannte  Komponente  ist  zur  Pol- 
bahntangente parallel  gerichtet  und  hat  die  algebraische  Größe 

qBmQ>,q)^FQ,x^f{\  +  x)x, 

Da  der  Winkel 

(6,g)  =  (fe,Po2Jo)  +  90o 

ist,  so  ist 

q  sin  (6,  q)  =  P^B^  cos  (fe,  P^B^)  =  f{l  +  t)x, 

d.  h.   die  Projektion  P^B  der  Strecke  Pq-Rq  ^^  ^^  Polbahnnormale 
hat  die  algebraische  Größe 

PojB  =  /-T(l-f-T). 
Daher  ist 
(60)  «oÄ  =  /-T». 

Die  zweite  Komponente   q  cos  (&,  q)   der  Geschwindigkeit  g,   also   die 
Strecke  BB^  kann  nur  bestimmt  werden,  wenn  die  EJrümmungshalb- 
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messer  der  Evoluten  beider  Polbahneii  bekannt  smd,  worauf  hier  licht 
weiter  eiBgegattgen  werden  soll  Wir  entnekmeii  aus  den  Gleicbungeii 
(57)j  (59),  (60)  die  folgenden  Beziehungen;  ^ 

/«t*l  *      ^?-  ^  ^»*'>  =  ^^?-      ^      J^ 

IW/  T  -  ^^j,       ^p^       p^^^  =  ^^^  =  ^^^ 

Wl 

(69)  BF:BP^:BQ^:BE=l:z:t^:t^. 

In  dieser  geometrischen  Reihe  aind  je  zwei  aufeinander  folgend« 
Strecken  dem  Sinne  nach  gleich  oder  entgegengesetzt,  je  nachdem  z 
positiv  oder  negativ  ist.  Die  geometrische  Bedeutung  der  vorgstekn- 
den  Gleichungen  wird  durch  Fig.  66  dargestellt  Tragt  man  die  drei 
gleich  großen  und  gleich  gerichteten  Strecken  FF^j  ^ü^h  QitQt  ^ 
so  schneiden  sich  die  drei  Geraden  Pq-^w  Qa^tf  -Bft  ^^  Biüem  Punkte  1^ 
der  zu  FF^  parallel  gerichteten  Geraden  BB^. 

Sind  von  den  fünf  Punkten  B,  F,  P^,  Q^^  B  entweder  B,  F,  F^ 
oder  Po,  <?(j?  ^  bekannt^  so  können  hiemach  die  beiden  anderen  Punkte 
bestinunt  werden.  Es  ist  aber  zu  beachten,  daß  durch  die  drei 
Punkte  Bj  Ff  P^  wohl  der  Punkt  JR,  nicht  aber  der  Pol  B^  beitimmt 
wird«  Zur  Bestimmung  der  Erümmungsmittelpunkte  der  BahneToluteo 
genügen  also  nicht  die  drei  Funkte  B^  F^  P^,  wohl  aber  die  drei 
Pole  P,,  ft.  Ro- 

Wenn  fOr  zwei  Punkte  Zj^,  Z,,  Fig.  61,  der  Ebene  die  KnimmungB- 
mittelpnnkte  der  Bahnen  und  der  Bahnevolnten  K^,  K^,  M^,  M^  be- 
kannt sind,  so  können  die  Krümmungsmittelpunkte  der  festen  und  der 
bewegten  Polbahn  F,  B  auch  auf  folgendem  Wege  bestimmt  werden. 
Man  bildet  das  Getriebe  M^K^Z^Z^K^M^  aus  den  sechs  Gliedern  M^Mf, 
M^K^j  M^K^f  K^Z^,  J^Z^,  Z^Z^j  die  in  dieser  Reihenfolge  mit  den 
Nummern  0  bis  5  bezeichnet  sind.  Das  Glied  0  iiiht;  die  Glieder  1,  3 
und  2,  4  sind  durch  Schieber  miteinander  verbunden.  Die  Stäbe  3,  4 
sind  an  ihrer  Kreuzungsstelle  durch  zwei  Schieber  gefiilirt,  die  durch 
ein  Gelenk  Pq  miteinander  verbunden  sind.  Wenn  die  Gelenke  Zj,  2% 
auf  ihren  gegebenen  Bahnen  geführt  werden,  so  beschreibt  das  Gelenk  Po 
die  feste  Polbahn  des  Gliedes  5,  also  der  Ebene  Z^  Z^,  Zur  Bestimmung 
des  Krümmungsmittelpunktes  F  dieser  Polbahn  sind  demnach  nur  die 
Geschwindigkeit  p  und  die  Normalbeschleunigung  n  des  Gelenkes  Po 
erforderlich.  Wir  erteilen  dem  Gliede  5  die  geometrische  Bewegung, 
setzen  also  seine  Drehgeschwindigkeit  gleich  + 1,  seine  Drehbeschleunigung 
gleich  Null.  Im  Geschwindigkeitsplan,  Fig.  62,  ist  hierdurch  die 
Strecke  Z[Z'^  bestimmt  durch  die  Bedingungen: 

(Z,Z„Z;z;)  =  90o,    Z[Z'^^Z,Z^. 
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Die  Punkte  K^,  K^  der  Stabe  3,  4,  die  zur  Zeit  t  mit  den  Erümmungs- 
mittelponkten  K^,  K^  zusammenfallen^  rulien  in  diesem  Zeitpunkt.  Die 
Punkte  K^j  K[  fallen  also  mit  dem  Pol  0'  des  Qeschwindigkeitsplans 
zusammen  und  werden  durch  die  Bedingungen: 

Z[0'±Z^K^,    Z'^0' JLZ^K^ 

bestimmt  Die  Geschwindigkeit  0''P'^  des  Oelenkes  Pq  kann  zerlegt 
werden  in  die  Geschwindigkeit  O'T'^  des  vom  Gelenk  P^  gedeckten 
Punktes  P,  des  Stabes  3  und  der  Geschwindigkeit  PjPq;  womit  der 
Schieber  auf  dem  Stabe  3  sich  bewegt.  Sie  kann  femer  zerlegt  werden 
in  die  Geschwindigkeit  0''P'^  des  vom  Gelenk  gedeckten  Punktes  P^ 
des  Stabes  4  und  der  Yerschiebungsgeschwindigkeit  P4P0  des  Schiebers 
auf  diesem  Stabe.    Demnach  wird  die  Polgeschwindigkeit 

bestimmt  durch  die  Bedingungen: 

p;p',iK,z,,  p:p,ik,z,. 

Wie  oben  gezeigt  ist  (Gleichung  59)^  bestimmt  die  Polgeschwindigkeit;) 
die  Lage  des  Beschleunigungspols  Q^  im  Lageplan: 

(Po«o,  O'Pi)  =  90»,    P,Q,  =  0'P;,^p. 

Im  Beschleunigungsplan,  Fig.  63,  ist,  da  die  Drehbeschleunigung  des 
Gliedes  5  gleich  Null  ist: 

(z;z;,  z^z,)  - 180«,  z;'z;  =  z^z^ 

und  der  mit  0"  bezeichnete  Pol  ergibt  sich  aus  der  Bedingung: 

0''Z['Z^'^Q,Z,Z,. 

Die  Beschleunigung  des  von  K^  gedeckten  Punktes  K^  läßt  sich  nach 
dem  zweiten  Verfahren  des  Abschnittes  9^  jedoch  einfacher  noch  durch 
folgende  Überlegung  ermitteln.  Zur  Zeit  t  ruht  der  Punkt  £,;  zur 
Zeit  t  +  dt  ist  der  Punkt  J  des  Stabes  Berührungspunkt  der  Evolute, 
und  die  Strecke  K^J  hat  die  Länge 

da  der  Stab  3  in  positivem  Sinne  mit  der  Drehgeschwindigkeit  ^r-^ 
sich  bewegt.     Die   unendlich  kleine  Geschwindigkeit   des  Punktes  K^ 
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hat  zur  Zeit  t  +  dt  demnach  Richtaiig  und  Sinn  der  Strecke  M^Ki 
nnd  die  Große 

Daher   hat    die  Beschleunigang    0"K^'    des   Punktes  iST,    zur   Zeit  t 
Richtung  und  Sinn  Ton  Mj^K^  und  die  Große 

0"K  -  ^^1^0)*  -  150Q*  =  38  cm  sec"«. 

Ebenso  hat  die  Beschleunigung  0"K^  des  von  K^  gedeckten  Punktes  K^ 
des  Stabes  4  Richtung  und  Sinn  von  M^K^  und  die  Große 

0"K' -  M,K,(^y  -  120Q* -  53  cm  sec-. 

Die  Beaehleanigoiig  0"P'^   des  Gelenkes  P,  wird  nach  Abschnitt  9 
bestimmt: 

K:iP';z';  ~  K^p^z, 
{p^p;,,  P'^p,)  -  (P,z„  p;zo  -  90» 

P;A  -  2PiP,'^  -  2  ■  185  .  g;  -  185  cm  sec"« 

iPiP',,  p:p:)  -  iP,z„  p:z;) = 90» 

Pi'p,  =  2P;Pi||  =.  2  .  187?g  -  249  cm  sec- 

p,p:±p;;p„  p,p;'±p:p,. 

Die  Projektion  0"p  der  Beschleunigung  0"P^'   des  Gelenkes  P^  auf 
die  Polbahnnormale  BF  hat  die  Größe 

n'  =  0"i>  =  124  cm  sec** 

Der  Krümmungshalbmesser  P^F  der  festen  Polbahn  hat  den  Sinn  0"p 
und  die  Größe  (Gleichung  34) 

/■-  F^F^  -^.—  -  ^^  =  339  cm. 

Der  Krümmungshalbmesser  b  der  bewegten  Polbahn  ergibt  sich  darauf 
aus  Gleichung  (59): 

I.        T)  T>  Pf  206-389  K^ß 

&  =  -P«5=-^^ iJU -519  cm. 

Da  die  Vorzeichen  von  b  und  f  verschieden  sind,  so  sind  die  beiden 

Folbahnen  entgegengesetzt  gekrümmt;   PqB  hat  also  den  Sinn  FP^ 

Die  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  der  beiden  Glieder  1 

und  2  brauchten  für  den  vorliegenden  Zweck  nicht  bestimmt  zu  werden. 
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18.  Xiteraturangaben,  Die  Gegenstände  der  vorstehenden  Mitteilung- 
^w^urden  in  anderer  Form  in  den  folgenden  Werken  und  Abhandlungen 
dar^^es  teilt : 

Scliell^   Theorie   der  Bewegung   und   der  Kräfte,   Leipzig    1870, 
zweite    Auflage  1879. 

Surmester,  Lehrbuch  der  Kinematik,  Leipzig  1888. 

Aronhold,    Grundzüge    der  kmematischen   Geometrie;   Verband- 

IxLUgexi  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleißes  in  Preußen,  1872. 

Rittershaus:   1.  Über  die  kinematische  Kette.     2.  Über  die  Be- 

Bcblennigungen  der  ebenen  Bewegung.     Civiüngenieur  1876  und  1877. 

Mehmke:     1.   Über    die   Geschwindigkeiten    beliebiger    Ordnung 

eines   in   seiner  Ebene  bewegten  ähnlich -veranderlichen  Systems,  Givil- 

ingenieur  1883.     2.  Über  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems 

in  seiner  Ebene,  Zeitschrifi;  fOr  Mathematik  und  Physik  1890. 

Grübler:  1.  Über  die  Krümmung  der  Polbahnen.  2.  Über  die 
Kreisnngspunkte  einer  komplan  bewegten  Ebene.  Zeitschrift  für  Mathe- 
matik und  Physik  1884,  1889  und  1892, 

Rodenberg:  1.  Die  Bestimmung  der  quadratischen  Yerwandschaft 
der  Xrümmungsmittelpunkte  zweier  Glieder  einer  ebenen  kinematischen 
Kette,  Zeitschrift  des  Architekten-  und  Ingenieurvereins  zu  Hannover 
1890.  2.  Über  die  Kreispunktkurve  eines  ebenen  Gelenkrierseits,  Zeit- 
schrift für  Mathematik  und  Physik  1891.  3.  Der  Beschleunigungs- 
zustand kinematischer  Ketten  und  seine  konstruktiYe  Ermittelung, 
Giyilingenieur  1896. 

R.  Müller,  Über   die  Sjrümmung   der  Bahnevoluten   im   starren 
e\>«iien  System,  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  1891. 

Wittenbauer:  1.  Über  die  Wendepole  der  kinematischen  Kette. 

2.  Über    den  Beschleunigungspol    der    zusammengesetzten   Bewegung. 

3.  Über  die  Beschleunigungspole  der  kinematischen  Kette.  Zeitschrift  für 
Mathematik  und  Physik  1895.  4.  Der  Beschleunigungszustand  kinemati- 
scher Ketten  und  seine  konstruktive  Ermittelung,  Civilingenieur  1896. 

Hartmann,  Über  die  Krümmung  der  Polbahnen  einer  Vierzylinder- 
kette,  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure  1902. 
^  Mohr:    1.   Über    die    Beschleunigungen    der    ebenen    Bewegung. 

2.  Über  Geschwindigkeitspläne  und  Beschleunigungspläne.    Civilingenieur 
1879  und  1887. 

Weitere  Angaben  über  die  einschlägige  Literatur  finden   sich  in 
.^  den  Werken    von   Schell   und   Burmester,    in    der   Encyklopädie    der 

^  mathematischen  Wissenschaften,    Abschnitt    Kinematik    und    in    allen 

Bänden  des  Jahrbuches  über  die  Fortschritte  der  Mathematik. 
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Der  EinflnB  der  Stirnwände  eines  Kessels 
anf  die  Festigkeit  der  Hantelbleche. 

Von  H.  Sellentin  in  KieL 

Den  Einfluß  der  Eesselstimwände  auf  die  Festigkeit  der  Mantel- 
bleche hat  man  bisher  nicht  für  wichtig  genug  gehalten,  um  sich  ein- 
gehender mit  ihm  zu  beschäftigen;  man  hat  sich  im  allgemeinen  damit 
begnügt,  ihn  als  in  geringem  Maße  entlastend  anzusehen.  Wenngleich 
die  folgende  Untersuchung  zeigen  wird,  daß  diese  Ansicht  selbst  für 
die  mittleren  Teile  des  Mantels  nicht  unbedingt  richtig  ist^  so  wird  sie 
doch  auch  ergeben,  daß  schon  in  geringer  Entfernung  von  den  Enden 
der  Einfluß  auf  die  Qaerfestigkeit  verschwindend  klein  wird,  und  daß 
insofern  die  Vernachlässigung  berechtigt  erscheini  Ghmz  anders  ver- 
hält es  sich  aber  mit  den  in  der  Nahe  der  Stirnwände  mit  Not- 
wendigkeit auftretenden  Biegungsspannwngen^  welche  naturgemäß  um 
so   größer   werden,   in  je   kürzerer   Entfernung  das  Mantelblech  dea 

seiner  mittleren   Quer- 
^^0-  ^-  Spannung   entsprechen- 

den größeren  Badius 
annimmt  Da  sich  zu 
ihnen  noch  die  von 
dem  Druck  gegen  die 
Stirnwände  herrühren- 
den Längsspannungen 
gesellen,  so  ist  klar, 
daß  ihre  algebraische 
Summe  unter  ümstan- 
~^  den  das  zulässige  Maß 
überschreiten  kann,  und 
daß  es  nicht  angängig 
ist,  sie  kurzer  Hand  zu 
vernachlässigen. 

Figur  1  stelle  den 

Querschnitt    eines   mit 

dem  inneren  Überdrnck 

von  p  kg/qcm  belasteten  Kessels  dar;  die  Maße  sollen  in  cm  gegeben 

sein.     Der  Mantel  wird   sich   in  der  angegebenen  Weise  durchbi^en 

und    somit    an    den   Einspannstellen,   welche    ihre  Lage    unverändert 
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1>eil)elialte]i  sollen,  auf  der  Innenseite  eine  Zügbeanspruchung  von 
tf^  Ig/qcm  aufzunehmen  haben.  Bezeichnet  ö  die  Blechdicke  und  r 
den  Eesselradius,  so  ist  die  der  gebrauchlichen  Berechnung  zugrunde 
gelegte  ideelle  Querspannung 

dei*  gegenüber  die  wirklich  eintretende  Querspannung  6^  genannt  werden 
soll.  Die  Längsspannung  ist^  soweit  sie  für  die  ganze  Kessellänge  als 
Iconstant  angesehen  wird, 

^woraus  sich  die  größte  Zugspannung  am  Mantelende  zu 

(3)  *.»**  +  !' 
ergibt. 

Die  Längsspannung  6^  ist  zunächst  bestrebt,  eine  Querkontraktion 
des  Bleches  von  der  Größe 

(4)  ''-i-2-2«r 

herbeizuführen,  welche  ohne  das  Vorhandensein  der  Querspannungen 
eine  Verkleinerung  des  Radius  um 

(5)  y'=M- 

nach  sich  ziehen  würde;  beträgt  nun  im  Abstände  x  von  der  Mitte 
der  Kessellänge  die  Ausbiegung  y  cm,  so  ist  bei  der  Berechnung  der 
Querspannung  6^  mit  einer  wirklichen  VeigröBerung  des  Radius  von 
y  +  y'  cm  zu  rechnen,  woraus 

(6)  -=£.y+_v:  =  ^  +  fi 

V  y  q  r  r      '   ifi 

folgt. 

Die  umgekehrt  durch  6^  hervorgerufene  Verkürzung  in  der  Längs- 
richtung kann  außer  Betracht  bleiben,  da  angenommen  werden  soll, 
daß  der  Kessel  keine  einer  Längenänderung  hinderlichen  Längsver- 
steifongen  besitze. 

Es  werde  nun  durch  zwei  radiale  Schnitte  ein  Längsstreifen  von 
der  mittleren  Breite  db  aus  dem  Mantel  herausgeschnitten,  aus  welchem 
durch  zwei  in  der  Entfernung  x  und  x  +  dx  von  der  Mitte  aus  gelegte 
Querschnitte  ein  kurzes  Stück  abgetrennt  werde,  welches  in  Fig.  2  dar- 
gestellt ist  Dasselbe  wird  in  der  Querrichtung  beiderseits  durch  die 
als  gleichmäßig  verteilt  zu  denkende  Spannung  6^  mit  einer  Kraft  von 
der  GfroBe 
(7)  dk^ö^d'dx 
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angegriffen.     Die  sich  hieraus  ergebende  nach  innen  gerichtete  Besol- 

tante  ist 

(8)  dk'dip^ö^'^'db'dx, 

welche  dem  nach  anßen  gerichteten  Druck 

p-  db '  dx 
entgegenwirkt. 

In  der  Längsrichtung  wirkt  die  Längskraft  d  -  6^*  db  nach  links 
und  8{(fi  +  dö^db  nach  rechts;  außerdem  sind  die  Scheerkräfte  S  und 
S  +  dS  sowie  die  Momente  M  und  M  +  dM  tätig. 

Fig.  2. 


Unter  der  gewöhnlichen  Voraussetzung,  daß  wegen   der  Kleinheit; 
der  Durchbiegungen  die  Bogenlänge  ds  des  Elementes  gleich  dXj  der 

Tangentenneigungswinkel  a  -- 
Krümmungsradius 


tang  cc  =  ^  und  der  reziproke  Wert  des 


gesetzt  werden  könne,  ist  offenbar  Gleichgewicht  vorhanden,  wenn 

(9)  lp^6^'^db'dx  +  dS+8'6^'db'da^0, 

(10)  S'dfi^db''8'da^0, 

(11)  dM  +  Sdx^O 
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ist;  hinzu  tritt  noch  die  Biegungsgleichung 
(12)  M-E.J.'£l,.?^.2.^i. 

Aus  (11)  folgt  zunächst 

und  sodann  aus  (10): 

dx  ~         12    '  dx^  '  dx* 
und  durch  Integration 

(14)  '.-c-'^&r 

Solange   der  Krümmungsradius  q   der   elastischen  Linie  im  Vergleich 

zur  Blechdicke  d  sehr  groß  ist^  kann  ^j-^  gegen  C  yernachlässigt  und 

somit  <r,  als  konstant  angesehen  werden. 
Aus  Gleichung  (9)  ergibt  sich  nun,  da 

ist,  die  Differentialgleichung  der  elastischen  Linie  zu 

(15)  (,_.,.i)_£.g.J»+,.,,.g_0, 

welche  nach  Einsetzen  des  Wertes  von  6^  aus  (6)  die  Gestalt  annimmt: 

/-iK   \  Oi-d       E         ,    ^     d^y        t:,    d'    d*y       /. 

(15a)  p-  -!_--. y  +  d,,,^-_^._.^«0. 

Abgekürzt  läßt  sie  sich 
(15b)  A-B.y+C^-D.'^^O 

schreiben,  worin  sämtliche  Eonstanten  positiv  sind. 
Die  Lösung  dieser  Differentialgleichung  ist 

y  =  Co  +  %  Cof  I cos|  +  a^ ©in  f  sin  f 

+  «8  M  f  ^^'^  f  +  «4®in  I  cos|, 

worin  a^,  |  und  X  aus  der  Differentialgleichung  zu  bestimmen  sind 
und  a^  o,,  a^  und  a^  die  willkürlichen  Koeffizienten  bedeuten.  Da  in- 
dessen die  elastische  Linie  im  vorliegenden  Falle  offenbar  symmetrisch 
zur  y-Achse  liegen  muß,  so  kann  darauf  sofort  Bücksicht  genonmien  und 

(16)  y  =  «0  +  ai  Sof  I  cosy  +  (h  ®in  f  »in  j 
gesetzt  werden. 
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Die  Differentialquotieiiten  sind 

(W)     3l-{f  +  ?)®'»f««f-(a-f)«.ffA.fi 

+  (?-?!•   i^'  +  IF  +  S)®"!""!! 

sie  sind  in  Gleichung  (15  b)  einzusetzen,  welche  sodann  identisch  er- 
füllt sein  muß.    Daraus  folgen  die  drei  Bedingungsgleichungen  f&r  Oq^ 
X  und  I,  nämlich: 
(17a)  ^-J?.ao  =  0 

(i"')-B«.+  c{f:+V?-5)-»(F+15-|^.-|3+?)-o 

C17c)-B«.+  C(J-iJ-5)-I.(a-|Ä-^.  +  |ä  +  S)-0. 

Aus  (17  a)  ergibt  sich 

(18)  a„-^; 

wird  (17  c)  mit  a^  multipliziert  und  von  der  mit  a^  multiplizierten 
Gleichung  (17  b)  abgezogen,  so  erhält  man  nach  Division  mit  2^Ä^: 

(19a)  C--p-  +  -ir='0; 

multipliziert  man  hingegen  (17b)  mit  a^  und  (17  c)  mit  o,,  so  laBt 
sich  die  Summe  der  Gleichungen  durch  (a\  +  a|)  teilen  und  nimmt 
folgendes  Aussehen  an; 

(19b)  _B+«_g-»+-»-^%0. 

c        c 

Die  Glieder  ^^  und  r^  lassen  sich  mit  Hilfe  von  Gleichung  (19a)  eli- 
minieren, worauf  sich 

oder 

i  +  i^V? 

ergibt.     Da  nach  (19a)  aber 

£»      X*""2D 
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ist^   so   -wird  schließlich 


1       2Yb^  +  C 
£•"  4D         5 

1«~"  4D 

Es  ist  jetzt  zweckmäßige  die  Koeffizienten  der  Gleichung  (15b)  wieder 
darch   diejenigen  von  (15a)  zu  ersetzen  und 

^      m     r ' 


1 
V' 

_y8 

~  ir 

+ 

1 

ir 

— 

80| 

12 
ZU  schreiben;  man  bekommt 

(20b) 

(20c) 

und   fahrt  scweckmsBiger  Weise  ans  Gleichung  (1)  und  (2)  noch  die 
ideelle    Qnerspannung  k,    ein,    wobei    —  =  0,3   gesetzt  werden  kann. 
Dann  wird 
(21a)  ao-0,85r.|; 

(21b)  »,  =  y??.  1(1+0,866^); 

(21c)  11, »1^.  1(1  _  0,866^). 

Letzterer  Wert  muß  positiv  sein,  wenn  die  Lösung  brauchbar  sein  soll; 
da  -B  ==  2  •  10*  kg/qcm  und  t,  <  1200  kg/qcm,  jp  >  4  kg/qcm  anzu- 
nehmen ist;  so  ist  diese  Bedingung  erfüllt 

Die  Gleichungen  (20  b)  und  (20  c)  lassen  übrigens  erkennen ,  daß 
£  und  X  gleich  werden,  sobald  die  Längsspannung  6^  yemachlässigt  wird. 

Nunmehr  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Konstanten  a^ 
und  o,,  welche  auf  Grund  der  Bedingungen  der  Aufgabe  vorgenommen 
werden  muß;  diese  sind 

(a)  y  =  0  für  a;«±i, 

(b)  Jl-0  für  x^±l, 
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oder  mit  Benutzung  Ton  (16)  und  (16a): 

(22a)  <»o  +  ^ (£of  r  coB  j  +  o,  ©in  | sin  ^  =»  0; 

(22b)  (|  +  ?)@m-;coB|-(^-f)Misin|-0. 

Letztere  Gleichung  ergibt 

^  ^  1       l      l      1       l      l  ^ 

,Sii«jCos----M|Sin- 

welcher  Wert  in  (22  a)  eingesetzt 

Iß'       '       1  ir  . '  •    ' 
_em-jCos--^MjSm- 


flf,  =-  2ao  • 
liefert;  a^  ist  demnach 

Oj«  — 2ao 


^@m^cos^  +  >^M|Bm- 
isin^  +  Jetn«! 


Nunmehr  lautet  die  Gleichung  der  elastischen  Linie 

(23)       y-0,85r.Ml-2^     i.J.t\,.J    ^'^l<^l 


aas  welcher  die  Größe   der  Querspannmig  a^  nach  Gleichung  (6)  zu 


und  die  der  Biegongsspannnng  nach  der  Gleichung 

unter  Benutzung  von  (16  b)  zu 

(25a)  ff»-*-^-fl,(ji  +  i)- 

LSm|Coa--|(Eotxsm-lCof|C08^  +  (x©in|COs-  +  ^(5of^8^ 
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folgt.     TVird  in  (25  a)  der  Wert  von  a^  aus  (21a)  und  der  von  (fei  +  nj 
aus   (21b)  und  (c)  eingesetzt,  so  findet  man 

-,®i,-coB--^got^«n^)Cpt^co8^+(^Sm-gC08^  +  -^M|Bmj@„^8m^ 

Bft~  O», j j j j 

Die  Gestalt  der  für  6^  und  d^  gefiüidenen  Werte  läßt  erkennen,  daß 
bei  langen  Kesseln  Mazima  und  Minima  der  Beanspruchungen  ab- 
wecbseln;  f&r  ö^  ergeben  sich  die  Orte  der  größten  bezw.  kleiusten 
Werte  durch  die  Bedingungsgleichung 

dx 
oder,  unter  Benutzung  von  Gleichung  (16  a): 

(a-f)M|««|-(f  +  ?)®n|c»f-0, 

welche  nach  Einsetzung  von  a^  und  a,  übergeht  in 

(26)  ©in|Cosj-  (£of|sin|  =  (£of  Tsin^-  @in?cos|- 

Diese  Gleichung  ist  stets  erfüllt  für 

x  =  l    und    a;  «  0 ; 

dazwischen  können  bei  langen  Kesseln  indessen  noch  mehrere  andere 
Werte  von  x  existieren,  für  die  sie  ebenfaUs  erfüllt  ist^  und  für  welche 
die  Bedingungsgleichung  lautet: 

2  T  T  2 

lang  j  tang  j  =  lang  |  tang  ^  • 

Im  allgemeinen  interessiert  nur  der  größte  Wert  von  6^,  welcher  bei  sehr 
kurzen  Kesseln  in  der  Mitte  liegt  und  dann,  da  ^  =»  0  zu  setzen  ist, 
den  Wert 


besitzt.  Dieser  Ausdruck  hat  auch  für  die  in  Wirklichkeit  ausschließ- 
lich vorkommenden  längeren  Kessel  Interesse  und  läßt  sich  dann  für 
die  Zwecke  der  Rechnung  sehr  vereinfachen.    Man  kann  nämlich 

I 

und 

Z«ltwliTiftf.lb«k«nsttka.Ph7«ik.  «S.Bud.  190».  i.H.ft,  SO 
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setzen,    da   nach   Gleichung  (21b)   und  (c)    f&r   p^20  kg/qcm  und 
JS,  ^  600  kg/qcm 

und  somit 

6>  '    r 

ist.     Wird  2  —  r  als  der  äußerste  Torkommende  Fall  angesehen,  so  ist 
immer  noch 

wofür  obige  Beziehungen  als  gültig  angesehen  werden  können.    Mm 
findet  dann,  wenn  noch  sin  2  j  gegen  @in  2  j  yemachlassigt  wird, 

(X  .   l         r 
l-l,7i ^ 

dessen  Wert   ebensowohl   größer  wie   kleiner  als  Jc^   sein   kann,  sieb 

i 
aber  Ton  ihm  wegen  des  großen  Nenners  ^  nicht  sehr  unterscheidei 

unter  den  oben  über  die  Werte  von  j  gemachten  Voraussetzongen 

kann  die  Bedingungsgleichung  (26a)  ebenfalls  yereinfacht  werden,  da 

l  X 

Xang^  und  auch  noch  Xang^   für  die  von  der  Mitte  weiter  entfernt 

liegenden   Maxima   oder   Minima   gleich  1    gesetzt   werden   kann.    Es 

wird  dann 

X  l 

tang^==tangj^; 

(28)  f  =  |-n.«. 

Für  n  «  1  erhält  man  das  den  Stirnwänden  am  nächsten  hegende 
Maximum,  welches  nach  Gleichung  (24)  unter  Berücksichtigung  der 
Beziehungen 

sin  -r  =  —  sin  T ; 

X  l 

cos  ^  =«  —  cos  -^ ; 

X 
J 


M-!  =  ©in|  =  ^ 
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und   nach  Yemaclüassigung  von  sin  2  t  den  Wert  erhält 

/f-  (coB-  -h  T  sin  -)  cos  T  +  K  COB-  -  ain  -  )  •  ein  -1^ 

^Jc,[  1-0,85     L    V     X     S V i_  U      X         i;        ij 

/ 

^g^^^K\  1+0,85^ 
Da«  nun 


oder  angenähert 
ist,  so  erhält  man 


X       l 


-*.(l  +  ^)-l,04Ä,. 


Bei  langen  Kesseln  ruft  also  die  Einspannung  des  Mantels  eine  maxi- 
male  Vergrößerung  der  Querspannnng  von  —  4%  hervor. 

Die  Biegungsspannong  hat  ebenMls  mehrere  Mazima  und  Minima; 
hier  genüge  es  indessen,  ihre  Größe  an  den  Stirnwänden  zu  berechnen, 
welche  zwar  kein  theoretisches  Maximum  ist,  aber  den  höchsten  vor- 
kommenden Zahlenwert  hat.    Nach  Gleichung  (25b)  wird  für  x  =  l: 

0t  ^h        »  ^  ^       ^  S  fe 

--x8in«-  +  7®in2-z 

und  mit  Benutzung  der  früheren  Vernachlässigungen 

Nach  Gleichung  (3)  ist  die  gesamte  Zugbeanspruchung 

also 

Die  Zugbeanspruchung  auf  der  InnenseUe  des  Kessdmanieis  ist  an  den 
Stirnwänden  mithin  doppelt  so  groß  toie  die  ideelle  Querspannung^ 

80* 
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Tatsachlich  wird  dieser  hohe  Wert  allerdings  nicht  erreicht  werden, 
da  die  gebortelten  Bänder  der  Stimplatten  nicht  als  starr  anzosekea 
sind;  ein  Nachgeben  derselben  f&hrt  aber  eine  Venninderong  d^ 
Biegongsbeansprachong  herbei.  Immerhin  ist  aber  zu  schließen,  daß 
der  unmittelbar  an  die  Stirnwände  stoßende  Teü  des  Mantelbleches  in 
der  Längsrichtung  wesentlich  starker  beanspracht  wird,  als  iigend  ein 
anderer  Teil  desselben  in  der  Qnerrichtnng. 

Kiel,  den  5.  Oktober  1903. 


Der  dreifach  statisch  nnbestimmte  Bogentrfiger  unter  der 
Einwirkimg  beliebig  gerichteter  Kräfte. 

Von  Adolf  Ludin  in  Karlsruhe. 

Mit  Hilfe  der  von  Gulmann  und  Ritter-Zürich  geschaffenen  sjn- 
thetischen  Theorie  der  elastischen  Formänderungen  soll  hier  ein  Satz 
über  den  Einfluß  beliebig  gerichteter  Kräfte  auf  die  Reaktionen  des 
dreifach  statisch  unbestimmten  Bogentragers  abgeleitet  werden,  der  einen 
interessanten  Einblick  in  das  Spiel  der  Krafte  an  dieser  Konstruktion 
gestatten  wird. 

Zuvor  aber  wird  es  nützlich  sein,  die  grundlegenden  Unter- 
suchungen der  genannten  Schriftsteller,  wenigstens  in  ihren  Ergebnissen, 
kurz  nochmals  hier  wiederzugeben. 

Schreibt  man  jedem  Achselement  (ds)  eines  elastischen  Balkens 
Tom   (festen   oder  veränderlichen)  Trägheitsmoment  J  das  „elastische 

ds 
Qewicht''  dG  ^  -^    und    eine   Zentralellipse    mit    den    Halbachsen: 

i^  »  l/-  normal  zur  Balkenachse  und:  «,  «-  h1/"^  parallel  zu  der- 
selben zu,  so  fällt  der  augenblickliche  Drehpunkt  fOr  die  Bewegung, 
welche,  unter  der  Einwirkung  einer  äußern  Kraft,  der  eine  Endqner- 
schnitt  des  Balkenelements  gegenüber  dem  andern  ausführt^  zusammen 
mit  dem  Antipol  dieser  Kraft  bezüglich  der  eben  bestimmten  Ellipse: 
der  „Elastizitätsellipse^  des  Balkenelements.  [Dabei  bezeichnen  E  und 
G  bez.  den  Elastizitätsmodul  für  Zug  und  Schub,  x  eine  von  der  Qner 
schnittsform  abhängige  Konstante,  F  die  Querschnittsgroße.]  Ist  der 
Krümmungshalbmesser  der  Balkenachse  verhältnismäßig  groß  gegenüber 
den  Querschnittsabmessungen,  so  kann  man,  statt  für  unendlich  U^e 
Elemente   ds^  eine   solche  Elastizitätsellipse  auch  fOr  Elemente  von 
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endlicher  Lange  /Is  konstraieren.    Ihre  Halbachsen  sind  bez.:  %i  '^y^, 

»i  =.  |/—  +  ?^^ .  ij,    und    die    eben    mitgeteilten    Lagebeziehnngen 

z^wischen  angreifender  Kraft  und  Drehpunkt  gelten  auch  für  sie.  End- 
lich kann  man  auch  die  ElastiziiStsellipsen  mehrerer  solcher  Elemente 
^s,  die  in  ihrer  Gesamtheit  einen  Balken  bilden^  sei  es  durch  Seil- 
polygone (Culmann,  Graph.' Statik  2.  Aufl.  S.  475;  Bitter,  der  elast. 
Bogen  berechnet  mit  Hilfe  der  graphischen  Statik)  oder  durch  ein 
direktes  geometrisches  YerfiEdiren  (Schweiz.  Bzt  Tom  13.  Juni  1903)  zu 
einer  einzigen  ^^Elastizitatsellipse  des  ganzen  Balkens^  yereinigen,  für 
^welche  wieder  die  gleichen  Beziehungen  bestehen  bleiben. 


.,^-- 


Damit  hat  man  nun  die  Mittel  zur  Hand,  um  in  anschaulicher 
Weise  einen  Zusammenhang  zwischen  den  angreifenden  Kräften  und 
den  Eampferdrücken  eines  beiderseits  eingespannten  Bogens  herzustellen. 
Gh^ift  z.  B.  den,  in  der  Figur  durch  seine  Achslinie  dargestellten  Bogen 
im  Punkte  9  eine  Kraft  „P^  an,  und  denkt  man  sich  das  Widerlager 
bei  K'  entfernt,  so  wird  der,  nunmehr  statisch  bestimmt  gewordene 
Balken  eine  Formänderung  erfahren,  die  sich  ohne  weiteres  feststellen 
laßt.    Insbesondere  wird  der  Kampferpunkt  K'  eine  Verschiebung  er- 
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leiden,  die,  nach  den  eben  wiedergegebenen  Sätzen,  sich  au&ssen  laftt 
als  eine  Drehung  um  den  Antipol  (P")  der  Kraftlinie  p  bezüglich  der 

Elastizitatselliqse  S"  des  Bogenstücks  flK'\  das  allein  der  Wirkung 
der  Kraft  ,fP"  unterliegt.^)  Sind  nun  die  Widerlager  tatsächlich  ah 
starr  anzusehen,  so  muß  zur  Herstellung  des  wirklich  eintretenden 
Zustandes  eine  Kraft  JR'  als  Ersatz  der  Wirkung  des  weggenommen 
gedachten  Widerlagers  K'  hinzugefügt  werden,  deren  Einfluß  sich  auf 
den  ganzen  Bogen  erstreckt  und  die  imstande  sein  muß,  die  durch 
„P^  hervox^erufene  Verschiebung  des  Punktes  K'  wieder  rückgängig  za 
machen.  Dazu  ist  aber  erforderlich,  daß  ihre  Richtungslinie  (p')  die 
Antipolare  des  Drehpunktes  P",  nun  aber  bezüglich  der  Elastizitäts- 
ellipse S  des  ganzen  Bogens  sei.  Analoge  Beziehungen  bestehen 
zwischen  der  Richtungslinie  p  und  derjenigen  der  rechtsseitigen  Kämpfer- 
kraft {p")i  Auch  diese  ist  die  Antipolare  bez.  der  Ellipse  S  zu  einem 
Punkte  P',   der  bestimmt  ist   als  Antipol  der  Linie  p  bezüglich  der 

Ellipse  S'  des  Bogenstückes  j^^.  — 

Wenn  wir  nun  auf  Grund  der  soeben  wiedergegebenen  Beziehungen 
uns  einen  weiteren  Einblick  in  den  Zusammenhang  zwischen  der  Lage 
einer  angreifenden  Straft  und  der  ihr  entsprechenden  Kämpferdrücke 
yerschaffen  wollen,  so  wird  es  w^en  der  eben  erwähnten  Analogie  im 
Verhalten  der  beiden  Seiten  des  Bogens  genügen,  zunächst  nur  den 
linken  Kämpferdruck  K  näher  ins  Auge  zu  fass^i:  alle  sich  für  ihn 
ergebenden  Beziehungen  lassen  sich  ohne  weiteres  auch  auf  die  andere 
Seite  mit  bloßer  Änderung  der  Indices  (P'  —  P")  übertragen. 

Lassen  wir  nun  die  Kraftlinie  p  sich  um  ihren  Angriffspunkt  % 
drehen:  Dann  beschreibt,  nach  einem  bekannten  Satze  der  Polarentheorie, 
P",  ihr  Antipol  bezüglich  der  Ellipse  S'\  auf  a'\  der  Antipolaren  zu 
%y  eine  dem  Strahlenbüschel  der  p  projektive  (und  inyolutorische) 
Punktreihe.  Die  Richtungslinie  des  entsprechenben  Kämpferdmcks 
{p')  muß  dann  aber,  und  zwar  nach  dem  reziproken  Satze  zu  dem 
eben  angeführten,  einen  der  Punktreihe  P"  und  damit  auch  dem  Strahlen- 
büschel  der  p  projektiven  (und  involutorischen)  zweiten  Strahlenbaschel 
beschreiben,  dessen  Träger  %'  der  Antipol  der  Geraden  a'\  nun  aber 
bezüglich  der  Ellipse  S  ist.  Der  Schnittpunkt  Q  von  p  und  p'  be- 
schreibt, als  Schnitt  zweier  projektiven  Strahlenbüschel,  einen  Kegel- 
schnitt. 

Daß  die  jeweils  entsprechende  rechtsseitige  Kämpferkraft  (p'O 
stets  durch  denselben  b^.  Punkt  Q  gehen  muß,  läßt  sich  rein  geo- 

1)  In  der  Figur  sind  die  Ellipaen  durch  ihre  Halbachsen  nebst  ein-  und  nm- 
beschriebenem  Kreis  angegeben. 
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metriscli  aus  den  Eigenschaften  der  Trägheitsellipse  beweisen^  es  folgt 
aber  einfacher  daraus^  daß  R'  nnd  R"  ja  mit  „P^'  im  Gleichgewicht 
stehen  müssen.  Die  Verbindungslinie  q  von  P'  und  P"  umhüllt  einen 
z^w^eiten  Kegelschnitt^  sie  ist  die  Antipolare  des  Punktes  Q  bezüglich 
der  Ellipse  S. 

Von  dem  Kegelschnitt;  auf  dem  sich  Q  bewegt^  lassen  sich  leicht 
die  fünf  zu  seiner  Bestimmung  erforderlichen  Punkte  angeben:  es  sind 
dies  zunächst  ^,  W  und  W,  zwei  weitere  ergeben  sich  daraus,  daß, 
^wenn  p  durch  S'  oder  S"  geht,  das  entsprechende  p"  bezw.  p'  durch 
jS  gehen  muß,  weil  nämlich  der  betreffende  Punkt  P'  bezw.  P"  ins 
Unendliche  rückt. 

Aus  der  Ableitung  ergibt  sich  femer,  daß  auch  dann,  wenn  die 
den  Bogen  angreifende  Kraft  „P^'  sich  um  einen  ganz  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  dreht,  immer  noch  dieselben  Beziehungen  bestehen  bleiben, 
sofern  nur  ihre  Wirkung  stets  an  einem  und  demselben  Querschnitt  S( 
auf  den  Balken  übertragen  wird.  Oanz  allgemein  gilt  also  der  Satz: 
Dreht  sich  eine,  den  dreifach  statisch  unbestimmten  Bogen  stets  an  dem- 
selben Querschnitt  angreifende  Kraft  um  einen  festen  Punkt,  so  drehen 
sieh  OMch  die  beiden  ihr  entsprechenden  KämpferdräcJce  um  je  einen  festen 
Punkt,  und  die  zugehörige  KämpferdruckschnitHinie  ist  ein  Kegelschnitt, 
der  durch  die  drei  Drehpunkte  geht. 

In  welcher  Weise  sich  dieses  Ergebnis  ffir  die  praktische  Be- 
rechnung eines,  verschieden  gerichteten  Kräften  unterworfenen  Bogens 
nutzbar  machen  ließe,  ist  leicht  einzusehen;  meist  wird  man  es  aber 
vorteilhafter  finden,  alle  Kräfte  nach  zwei  bestimmten  Richtungen  zu 
zerlegen  und  ffir  diese  Richtungen  die  Einflußlinien  zu  zeichnen  (ygl. 
die  genannten  Quellen). 

Karlsruhe  im  Juli  1903. 
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Konstroktion  der  KrflmmimgsacliBe  und  des  Hittelpnnkts  der  Sehmiegmigft- 
kügel  einer  dnroli  Ornndriß  und  Anfrifi  gegebenen  Knrve. 

Beschreibt  ein  Punkt  p  eine  beliebige  Baomkurre  nnd  trägt  man  Yon 
jp  aus  in  der  Tangente  der  Kurve  eine  beliebige,  aber  konstante  lAnge 
immer  in  demselben  Sinne  ab,  so  beschreibt  der  Endpunkt  q  eine  neue 
Kurve ^),  welche,  wie  nachher  bewiesen  werden  soll,  die  Eigenschaft  hat, 
daß  ihre  Normalebene  in  q  die  Krfimmungsachse  der  ersten  Kurve  zur  Stelle 
jp  enthält,  sowie  daß  ihre  zur  Stelle  q  gehörige  Krfimmungsachse  den  Mittel- 
punkt der  zur  Stelle  p  gehörigen  Schmiegungskugel  der  ersten  Kurve  eDthllt 
Hieraus  ergibt  sich  folgende  Lösung  der  in  der  Überschrift  genaonteti  beiden 
Aufgaben.  Ist  nur  die  Krfimmungsachse  der  Bahn  von  p  verlangt,  so  konstruiere 
man  in  der  angegebenen  Weise  die  Bahn  des  Punktes  q  und  bestimme  den 
Schnitt  der  zu  den  Punkten  p  und  q  gehörigen  Normalebenen  beider  Kuanron. 
Um  auch  den  Mittelpxmkt  der  zur  Stelle  p  gehörigen  Schmiegungsktigel 
der  gegebenen  Kurve  zu  finden,  trage  man  von  dem  Punkte  q  aus  in  der 
Tangente  seiner  Bahn  wiedenmi  eine  beliebige,  aber  konstante  Lange  ab 
und  zeichne  die  Bahn  des  Endpunktes  g^.^  Die  Normalebenen  der  gegebenen 
Kurve  und  der  beiden  Hilfskurven  in  den  Punkten  p^  g,  q^  schneiden  sich 
dann  offenbar  in  dem  gesuchten  Punkt.  Die  darstellend-geometrische  Durch- 
führung dieser  Konstruktionen  bietet  keine  Schwierigkeiten.  Die  Spuren 
der  drei  Normalebenen  braucht  man  selbstverständlich  nicht  zu  konstruieren, 
sondern  man  verwendet  die  durch  j>,  bezw.  q  und  q^  gehenden  Hauptlinien 
(„Spurparallelen^*)  der  fraglichen  drei  Ebenen. 

Durch  Fortsetzung  des  Verfahrens  kann  man  auch  die  Aufgabe  lösen, 
bei  einer  durch  drei  Projektionen  gegebenen  Kurve  in  einem  Raum  von 
vier  Dimensionen  den  Mittelpunkt  des  zu  irgend  einer  Stelle  der  Kurve 
gehörigen  kugelartigen  dreidimensionalen  Schmiegungsraumes  zu  konstruieren 
(d.  h.  den  Punkt,  der  von  fünf  unendlich  benachbarten  Punkten  der  Kurve 
gleichen  Abstand  hat),  und  die  entsprechende  Aufgabe  ffir  eine  beliebige 
Kurve  in  einem  n-dimensionalen  Raum.') 

1)  Sie  wird  nach  Brocard  eine  Äquitangentialkurve  der  gegebenen  Kurre 
genannt,  s.  Loria -Schütte,  Spezielle  ebene  Kurven,  Leipzig  1902,  S.  667. 

2)  Man  könnte  diese  Kurve  eine  Äquitangentialkurve  zweiter  Ordnung  der 
ursprünglichen  Kurve  nennen. 

8)  Die  entsprechende  Konstruktion  für  die  Ebene,  darin  bestehend,  daß  mu 
die  Normale  der  gegebenen  Kurve  in  p  mit  der  Normale  der  Bahn  von  q  schneidet, 
wodurch  man  den  zur  Stelle  p  gehörigen  Krümmungsmittelpunkt  der  gegebenen 
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Die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptungen  Iftßt  sich  einsehen  wie  folgt. 
Sie  sind  ohne  Zweifel  richtig  für  jede  sphärische  Kurve,  denn  trftgt  man 
in  den  Tangenten  einer  solchen  eine  beliebige  konstante  Länge  ab,  so 
liegen  die  Endpunkte  auf  einer  Kugel,  welche  zu  der  Kugel,  auf  der  die 
gegebene  Kurve  liegt,  konzentrisch  ist.  Wir  können  uns  aber  bei  einer 
nicht -sphärischen  Kurve  durch  vier  unendlich  benachbarte  Punkte  irgend 
eiiae  sphärische  Kurve  hindurchgelegt  denken,  und  diese  wird  mit  der  gegebenen 
Kurve  an  der  betreffenden  Stelle  die  Tangente,  Normalebene,  KrtUnmungsachse 
und  den  Mittelpunkt  der  Schmiegungskugel  gemeinschaftlich  haben.  Femer 
^wird  die  mit  Hilfe  des  Punktes  q  aus  ihr  abgeleitete  Kurve  noch  drei 
unendlich  benachbarte  Punkte  mit  der  auf  dieselbe  Art  aus  der  gegebenen 
Kurve  abgeleiteten  Hilfskurve  gemein  haben,  sodaß  hier  noch  die  Tangente, 
l^ormalebene  und  Krünmiungsachse  übereinstimmen. 

Stuttgart.  B.  Mehmke. 

Tafel  der  Antilogaritlimen  für  die  Basis  2. 
Von  J.  ScHNÖCKEL  in  Düsseldorf. 

Veranlassung  zur  Berechnung  einer  Antilogarithmentafei  für  die  Basis  2 
gab  dem  Verfasser  die  Herstellung  eines  antilogarithmischen  Flächenmaß- 
stabes, den  er  in  der  Zeitschrift  für  Vermessungswesen,  Jahrgang  1900, 
Seite  413  u.  flg.  beschrieben  hat.^)  Die  Einrichtung  der  vorliegenden,  vier- 
stelligen Tafel,  welche  außer  zur  Flächenberechnung  auch  anderen  rechne- 
rischen Zwecken  dienen  kann,  ist  folgende. 

In  der  Spalte  L  stehen  die  Logarithmen  von  0,00  bis  10,00,  rechts 
deren  Numeri  und  in  Spalte  d  deren  Differenzen  in  Einheiten  der  vierten 
Stelle.  Die  römischen  Ziffern  I,  IE  ...  in  der  ersten  Spalte  bedeuten,  daß 
bei  den  Numeris  hinter  die  erste,  zweite,  etc.  Stelle  ein  Komma  zu  setzen 
ist  Bei  Logarithmen  zwischen  10,00  und  20,00  läßt  man  die  10  fort, 
fOgt  0,034  hinzu  imd  erhält  rechts  den  Numerus.  Letzterem  entsprechen 
die  Ziffern  IV,  V 

Zur  Erklärung  seien  folgende  vier  Beispiele  gegeben: 

1)  Num  3,462  -=  11,02, 

2)  log      1,083  «    0,115, 

3)  Num     13,6  =  1000  •  Num  3,634  =  12420, 

4)  log       1100  -  log  1,100  +  10  -  0,034  =  10,104. 

Kurve  erhält,  ist,  wie  ich  nachträglich  bemerkt  habe,  schon  von  einigen  angegeben 
worden,  z.  B.  von  Nicolaides,  Nouv.  Ann.  de  Math^matiques  1866,  p.  S8d,  Bar- 
me ster,  Lehrbuch  der  Kinematik,  1888,  S.  63  unten  und  Loria  a.  a.  0.  Ich 
erwähne  noch,  daß  alle  hier  besprochenen  Konstraktionen  richtig  bleiben,  wenn 
man  projektive  Maßbestimmung  oder  nicht- euklidische  (Geometrie  zugrunde  le^. 
Die  fragliche  Konstruktion  des  Krünmiungsmittelpunkts  einer  ebenen  Kurve  gilt 
deshalb  auch  fElr  sphärische  Kurven  und  allgemeiner  f&:  Kurven  auf  beliebigen 
Flächen  konstanten  Krümmungsmaßes,  wobei  natürlich  sphärische  bezw.  geodätische 
Tangenten  und  Normalen  zu  benützen  sind  und  der  Mittelpunkt  des  sphärischen 
bezw.  geodätischen  Krümmunffskreises  erhalten  wird.  Analytische  Beweise  dafor 
werde  ich  im  Archiv  der  Mawematik  und  Physik  mitteilen. 

1)  Vgl.  R.  Mbrmke,  Encyklopädie  der  maÜiematischen  Wissenschaften,  Band  I, 
Seite  1028,  Anmerkung  428. 


466 


Kleinere  Mitteilnngen. 


L 

o 

I 

a 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9   rf 

I 

00 

lOOO 

1007 

1014 

102 1 

1028 

1035 

1042 

1050 

IOS7 

1064  ;•  8 

0,1 

1072 

1079 

1087 

1094 

II02 

IIIO 

III7 

1125 

"33 

1141 

:   8 

0,2 

1149 

"57 

1165 

"73 

II8I 

1189 

"97 

1206 

1214 

1223 

1  ^ 

0,3 

I23I 

1240 

1248 

«57 

1266 

1275 

1283 

1292 

1301 

1310 

1  '^ 

0.4 

1320 

1329 

1338 

1347 

1357 

1366 

1376 

1385 

1395 

1404 

1  ^^ 

[V 

0,5 

I4I4 

1424 

X434 

1444 

1454 

1464 

1474 

1485 

1495 

150^ 

XI 

0,6 

I5I6 

1526 

1537 

1548 

1558 

1569 

1580 

1591 

1602 

1613  |i  12 

0,7 

1625 

1636 

1647 

1659 

1670 

1682 

1693 

1705 

1717 

1729  ;  12 

0,8 

I74I 

1753 

1765 

1778 

1790 

1803 

1815 

1828 

1840 

i«53 

fi'^ 

0,9 

1866 

1879 

1892 

1905 

I919 

1932 

1945 

1959 

1972 

1986 

r 

1,0 

2000 

2014 

2028 

2042 

2056 

2071 

2085 

2099 

2114 

2129 

15 

1,1 

2144 

2158 

2173 

2189 

2204 

2219 

2235 

2250 

2266 

2282 

15 

1.2 

2297 

2313 

2329 

2346 

2362 

2378 

2395 

2412 

2428 

2445 

17 

1,3 

2462 

2479 

2497 

2514 

2532 

2549 

2567 

2585 

2603 

2621 

18 

1,4 

2639 

2657 

2676 

2694 

2713 

2732 

2751 

2770 

2789 

2809 

!  19 

1.5 

2828 

2848 

2868 

2888 

2908 

2928 

2949 

2969 

2990 

3010 

i'' 

1.6 

3031 

3053 

3074 

3095 

3"7 

3138 

3160 

3182 

3204 

3227 

I  =2 

1.7 

3249 

3272 

3294 

3317 

3340 

3364 

3387 

34" 

3434 

3458 

''  24 

1.8 

3482 

3506 

3531 

3555 

3580 

3605 

3630 

3655 

3681 

3706 

1  26 

1,9 

3732 

3758 

3784 

3811 

3837 

3864 

3891 

3918 

394S 

3972 

28 

2,0 

4000 

4028 

4056 

4084 

4112 

4141 

4170 

4199 

4228 

4257 

30 

2,1 

4287 

4317 

4347 

4377 

4408 

4438 

4469 

4500 

4532 

4563 

y- 

2.2 

4595 

4627 

4659 

4691 

4724 

4757 

4790 

4823 

4«57 

4891 

34 

2,3 

4925 

4959 

4993 

5028 

5063 

5098 

5134 

5169 

5205 

5242 

36 

2,4 

5278 

5315 

5352 

5389 

5426 

5464 

5502 

5540 

5579 

5618 

39 

2,5 

5657 

5696 

5736 

5776 

5816 

5856 

5897 

5938 

'5979 

6021 

4.^ 

2,6 

6063 

6105 

6148 

6190 

6233 

6277 

6320 

6364 

6409 

6453 

45 

2,7 

6498 

6543 

6589 

6635 

6681 

6727 

6774 

6821 

6869 

6916 

48 

2,8 

6964 

7013 

7062 

7111 

7160 

7210 

7260 

73" 

7362 

7413 

51 

2,9 

7464 

7516 

7568 

7621 

7674 

7727 

7781 

7835 

7890 

7945 

55 

3,0 

8000 

8056 

8112 

8k68 

8225 

8282 

8340 

8398 

8456 

8515 

59 

3,1 

8574 

8634 

8694 

8754 

8815 

8877 

8938 

9000 

9063 

9126 

64 

3,2 

9190 

9254 

9318 

9383 

9448 

95M 

9580 

9646 

9714 

9781 

68 

n 

3,3 

9849 

9918 

9987 

1006 

1013 

1020 

1027 

1034 

104 1 

1048 

8 

3.4 

1056 

1063 

1070 

1078 

1085 

1093 

IIOO 

1K08 

KI16 

1124   7| 

3,5 

1131 

"39 

.147 

"55 

1163 

1171 

"79 

1188 

1196 

1204 

9 

3.6 

1213 

1221 

1230 

1238 

1247 

1255 

1264 

1273 

1282 

1291 

9 

V 

3.7 

1300 

1309 

1318 

1327 

1336 

1345 

1355 

1364 

1374 

1383 

10 

3.8 

1393 

1403 

1412 

1422 

1432 

1442 

1452 

1462 

1472 

1483 

10 

3.9 

1493 

1503 

1514 

1524 

1535 

1545 

1556 

1567 

1578 

1589 

II 

4,0 

1600 

1611 

1622 

1634 

1645 

1656 

1668 

1680 

1691 

1703 

12 

4,1 

1715 

1727 

1739 

1751 

1763 

1775 

1788 

1800 

1813 

1825 

13 

4,2 

1838 

1851 

1864 

1877 

1890 

1903 

1916 

1929 

1943 

1956 

14 

4,3 

1970 

1984 

1997 

201 1 

2025 

2039 

2053 

2068 

2082 

2097 

14 

4,4 

2111 

2126 

2141 

2156 

2171 

2186 

2001 

2216 

2232 

2247 

16 

4,5 

2263 

2278 

2294 

2310 

2326 

2343 

2359 

2375 

2392 

2408  17 

4,6 

2425 

2442 

2459 

2476 

2493 

2511 

2528 

2546 

2563 

2581  18 

4,7 

2599 

2617 

2635 

2654 

2672 

2691 

2710 

2728 

2747 

2767  19 

4,8 

2786 

2805 

2825 

2844 

2864 

2884 

2904 

2924 

2945 

2965  21 

4.9 

2986 

3006 

3027 

3048 

3070 

3091 

3"2 

3134 

3156 

3178  1  « 

L 

1  «> 

z 

a 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

jA 

^ 

Kleinere  Kitteilangen. 


467 


L 

0 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

<f 

5,0 

3200 

3222 

3245 

3267 

3290 

3313 

3336 

3359 

3382 

3406 

24 

5.1 

3430 

3454 

3478 

3502 

3526 

3551 

3575 

3600 

3625 

3650 

26 

5.2 

3676 

3701 

3727 

3753 

3779 

3805 

3832 

3859 

3885 

3912 

28 

5>3 

3940 

3967 

3995 

4022 

4050 

4079 

4107 

4136 

4164 

4193 

29 

5.4 

4222 

4252 

4281 

43" 

4341 

4371 

4402 

4432 

4463 

4494 

31 

5,5 

4525 

4557 

4589 

4621 

4653 

468S 

4718 

4750 

4784 

4817 

33 

5.6 

4850 

4884 

4918 

4952 

4987 

5021 

5056 

5091 

5127 

5163 

35 

5.7 

5x98 

5235 

5271 

5308 

5345 

5382 

5419 

5457 

5495 

5533 

39 

5.8 

5572 

5610 

5649 

5689 

5728 

5768 

5808 

5849 

5889 

5930 

41 

5.9 

5971 

6013 

6055 

6097 

6139 

6182 

6225 

6268 

6312 

6356 

44 

6.0 

6400 

6445 

6489 

6534 

6580 

6626 

6672 

6718 

6765 

6812 

47 

6.1 

6859 

6907 

6955 

7003 

7052 

7101 

7151 

7200 

7250 

7301 

51 

6,2 

7352 

7403 

7454 

7506 

7558 

7611 

7664 

7717 

7771 

7825 

54 

6.3 

7879 

7934 

7989 

8045 

8101 

8157 

8214 

8271 

8329 

8387 

58 

6,4 

8445 

8504 

8S63 

8622 

8682 

8743 

8803 

8865 

8926 

8988 

63 

6.5 

9051 

9114 

9177 

9241 

9305 

9370 

9435 

9501 

9567 

9634 

67 

m 

6,6 

9701 

9768 

9836 

9904 

8973 

1004 

lOII 

1018 

1025 

1033 

7 

6.7 

1040 

1047 

1054 

1062 

1069 

1076 

1084 

1091 

1099 

1107 

7 

6,8 

IU4 

1122 

1130 

1138 

1146 

1154 

1162 

1170 

1178 

1186 

8 

6,9 

1194 

1203 

1211 

1219 

1228 

1236 

1245 

1254 

1262 

1271 

9 

VI 

7.0 

1280 

1289 

1298 

1307 

1316 

1325 

1334 

1344 

1353 

1362 

10 

7.1 

1372 

1381 

1391 

1401 

1410 

1420 

1430 

1440 

1450 

1460 

10 

7.2 

1470 

1481 

1491 

1501 

1512 

1522 

1533 

1543 

1554 

1565 

11 

7.3 

1576 

1587 

1598 

1609 

1620 

1631 

1643 

1654 

1666 

1677 

12 

7.4 

1689 

1701 

1713 

1724 

1736 

1749 

1761 

1773 

1785 

1798 

12 

7.5 

1810 

1823 

1835 

1848 

1861 

1874 

1887 

1900 

1913 

1927 

13 

7.6 

1940 

1954 

1967 

1981 

1995 

2009 

2023 

2037 

2051 

2065 

14 

7,7 

2079 

2094 

2108 

2123 

2138 

2153 

2168 

2183 

2198 

2213 

16 

7.8 

2229 

2244 

2260 

2275 

2291 

2307 

2323 

2339 

2356 

2372 

17 

7,9 

2389 

2405 

2422 

2439 

2456 

2473 

2490 

2507 

2525 

2542 

18 

8,0 

2560 

2578 

2596 

2614 

2632 

2650 

2669 

2687 

2706 

2725 

19 

|8,i 

2744 

2763 

2782 

2801 

2821 

2840 

2860 

2880 

2900 

2920 

21 

'8,2 

2941 

2961 

2982 

3002 

3023 

3044 

3066 

3087 

3108 

3130 

22 

8.3 

"8,4 

3152 

3174 

3196 

3218 

3240 

3263 

3286 

3308 

3331 

3355 

23 

3378 

3401 

3425 

3449 

3473 

3497 

3521 

3546 

3571 

3595 

25 

8,5 

3620 

3646 

3671 

3696 

3722 

3748 

3774 

3800 

3827 

3853 

27 

8,6 

3880 

3907 

3934 

3962 

3989 

4017 

4045 

4073 

4101 

4130 

29 

8,7 

4159 

4188 

4217 

4246 

4276 

4305 

4335 

4365 

4396 

4426 

31 

8,8 

4457 

4488 

4519 

4551 

4583 

4614 

4646 

4679 

47" 

4744 

33 

8,9 

4777 

4810 

4844 

4878 

491 1 

4946 

4980 

5015 

5050 

5085 

35 

9,0 

5120 

5156 

5191 

5228 

5264 

5301 

5337 

5375 

5412 

5450 

37 

9.1 

5487 

5526 

5564 

5603 

5642 

5681 

5721 

5760 

5800 

5841 

40 

9.2 

5881 

5922 

5963 

6005 

6047 

6089 

6131 

6174 

6217 

6260 

43 

9,3 

6303 

6347 

6391 

6436 

6481 

9526 

6571 

6617 

6663 

6709 

47 

9,4 

6756 

6803 

6850 

6898 

6946 

6994 

7043 

7092 

7141 

7191 

50 

9.5 

7241 

7291 

7342 

7393 

7444 

7496 

7548 

7601 

7654 

7707 

53 

9,6 

7760 

7814 

7869 

7924 

7979 

8034 

8090 

8146 

8203 

8260 

57 

9.7 

8317 

8375 

8434 

8492 

8551 

8611 

8671 

8731 

8792 

8853 

61 

9,8 

8914 

8976 

9039 

9102 

9165 

9229 

9293 

9358 

9423 

9488 

66 

9.9 

9554 

9621 

9688 

9755 

9823 

9891 

9960 

1003 

lOXO 

1017 

7 

L  1  0 

z 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

6 

468  Bücheraohau. 


BIlcliersclLaii. 


K.  J.  Kugler.  Multiplikator.  BieseneinmaleiiiB.  Preßburg  1900. 
Rudolf  Drodtleff.  Preis  50  Heller. 
Die  Tafel  hat  Plakatform  und  geht  von  11  mal  11  bis  99  mal  99,  d.  h. 
sie  enthält  die  Produkte  aller  zweizifirigen,  nicht  durch  10  teilbaren  Zahlen, 
jedes  Produkt  nur  einmal.  Die  Anordnung  ist  nicht  sehr  übersichüiehf 
weshalb  das  Au&uchen  der  Produkte  durchschnittlich  mehr  Zeit  erfordeft, 
als  bei  manchen  anderen  Produktentafeln  größeren  ümfaugs.  Btichproben 
ergaben  keine  Druckfehler. 

Stuttgart  R.  Mwnnrn. 

J.  A.  Boimermflll.    Vraagstukken  over  theoretisohe  Mechanlca,  op- 
gegeben  bij  het  Examen  C  aan  de  Polytechnische  Sohool  t€  Delft  sedert 
1883,  met  antwoorden.  Delft  1900.     J.  Waltman  jr.      Preis  Fl.  —.50, 
Es  ist  inuner  dankenswert,  wenn  Angaben  aus  Prüfungen  Teröff'entlicht 
werden.     Hier  sind  gegen  50,  in  den  Jahren  1883 — 1900  gestellte  Auf- 
gaben dargeboten.    Sie  gehören  den  verschiedensten  Gebieten  der  tbeoreti^cl]eii 
Mechanik  an  und  lassen  sich  fftr  ünterrichtszwecke  gut  ¥€r wenden.     Tan 
Aufgaben,    in    denen    Beweise    verlangt    sind,    werden   keine    Auflösungen 
gegeben. 

Stuttgart.  R.  Mehmke. 

Allan  Gannlngham.  A  binary  Canon,  showing  residues  of  poweis 
of  2  für  diviBors  under  1000,  and  indioes  to  residues.  London  1900. 
Taylor  and  Francis. 

Diese,  mit  Unterstützung  der  British  Assocation  und  der  Royal  Society 
herausgegebenen  Tafeln  sind  in  bezug  auf  Anlage,  Zweck  und  ümfeuig 
Jacobis  bekanntem  Canon  arithmeticus  von  1839  sehr  ähnlich,  nur  daß 
durchweg  die  Basis  2  zugrunde  gelegt  ist,  während  bei  Jacobi  die  Basis 
einer  jeden  einzelnen  Tafel  eine  primitive  Wurzel  des  betreffenden  Moduls 
ist  Für  praktische  Zwecke,  wie  die  Prüfung  der  Teilbarkeit  oder  das  Auf- 
suchen der  Primfaktoren  großer  Zahlen,  sind  diese  neuen  Tafeln  geeigneter, 
während  Jacobis  Tafeln  den  Vorrang  behaupten,  sobald  die  Anwendung 
einer  primitiven  Wurzel  nötig  und  2  keine  solche  ist,  wie  es  bei  rein 
theoretischen  Untersuchungen  vorkommen  kann.  Auf  die  Herstellung  möglichst 
fehlerfreier  Tafeln  ist  große  Mühe  verwendet  worden,  z.  B.  hat  man  zwei 
Handschriften  unabhängig  von  einander  berechnet.  Es  werden  15  in  Jacobis 
Tafeln  aufgefundene,  bisher  nicht  veröffentlichte  Druckfehler  mitgeteilt 

Stuttgart.  R.  Mehmks. 
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Compte  Bendu  du  2.  oongrds  international  des  mathömaticienB  tenu  ä 

FariB  du  6  au  12  aoüt  1900.     Proc^s-verbauz  et  communi  cations 

publies  pai-  E.  Duporeq.     Paris  1902  Gauthier-YiUars  15  fr. 

Der    angewandten    Mathematik    gehören    folgende    Mitteilungen    an: 

J.  Boccardi,    Remarques    sur    le    calcul    des    perturbations   speciales  des 

petites   planetes.     Die  Arbeit   gibt    einige  Batschläge  für  Berechnung  der 

speziellen  Störungen  der  Planetoiden,  wobei  der  Methode  der  Variation  der 

Elemente    der  Vorzug   gegeben    wird.     J.  Hadamard,    Sur   les  ^quations 

auz  d&iyies  partielles  a  caract^ristiques  reelles.     Der  Verf.  betrachtet  die 

akustische  Gleichung  ^-r^  ~  a  z/  F  und  zeigt,  daß  der  Gegensatz  zwischen 

Gleichungen  mit  reellen  und  imaginären  Charakteristiken  kein  fundamentaler 
ist,  wie  man  gewöhnlich  glaubt.  V.  Volte rra,  Sur  les  equations  aux 
derivees  partielles.  Der  Verf.  dehnt  den  Satz  von  Poisson  über  die  Poten- 
tialfunktion auf  partielle  Differentialgleichungen  von  hyperbolischem  Typus 
aus.  A.  Gallardo,  Les  math^matiques  et  la  biologie.  Die  Arbeit  be- 
schäftigt sich  mit  den  Leistungen  der  Variationsstatistik  in  den  einzelnen 
Ländern  und  zählt  unter  anderem  die  5  von  Pearson  aufgestellten  Typen 
der  Frequenzkuryen  auf.  M.  d'Ocagne,  Sur  les  divers  modes  d'application 
de  la  methode  graphique  a  Fart  du  calcul.  Calcul  graphique  et  calcul 
nomographique.  Der  Verf.  setzt  den  prinzipiellen  unterschied  zwischen 
graphischem  und  nomographischem  Kalkül  auseinander.  Ersterer  liefert  eine 
Größe  durch  geometrische  Konstruktion,  letzterer  sucht  ein  Bild  von  den 
mathematischen  Gesetzen  zu  geben. 

Stuttgart  WöLFFiNO. 

J.  O.  FoggendorlTs  BiographiBOh-IiiteTariBohes  Handwörterbuch  sur 

Oeaohiohte  der  exakten  Wiaaenaoliaften.     Vierter  Band  (1883  bis 

zur  Gegenwart).  Herausgegeben  von  Prof.  Dr.  J«  YOn  Oottingen^  1 — 13. 

Lieferung  (A— L)  Leipzig  1902—1903,  Barth,  (fi  Lieferung  3  JC.) 

Der  dem  dritten  sehr  rasch  folgende  vierte  Band  füllt  ein  dringendes 

Bedtbrfhis  aus,  umsomehr  als  er  sich  nicht  dem  ursprünglichen  Plane  gem&ß 

auf  das    19.    Jahrhundert   beschränkt,    sondern   bis   zur  Gegenwart  weiter 

geführt    worden    ist.      Von    Mathematikern,    welche    in   den   vorliegenden 

Idefemngen   fehlen,    nenne   ich   folgende   Namen:    C.    Alasia,  ü.   Amaldi, 

A.  C.  Archibald,  G.  Amouz,  A.  Aubry,  M.  A.  Baraniecky,  E.  N.  Barisien, 
6.  Bellacchi,  V.  V.  Bobynin,  T.  J.  Bromwich,  J.  M.  Brückner,  W.  E.  Byerly 

B.  Carrara,  G.  Ciamberlini,  L.  Couturat,  B.  H.  van  Dorsten,  A.  Droz-Famy, 
F.  Dumont,  E.  Fauquembergue,  F.  Ferrari,  N.  Fialkowski,  K.  Fink,  G.  Frattini, 
M.  Frolov,  G.  Z.  de  (Galdeano,  D.  Gambioli,  B.  Geigenmüller,  E.  Gelin, 
E.  Goedseels,  W.  Gosiewski,  E.  Gubler,  B.  Guimaraes,  D.  Kikuchi,  V.  Kom- 
mereil, B.  Lachlan,  Ed.  Lucas,  A.  Lugli.  Von  Vertretern  der  angewandten 
Mathematik  fehlen  E.  Brauer,  Ad.  Franke,  K.  Hausmann,  A.  F.  Jorini, 
L.  Kleriö,  vor  allem  aber  der  Name  C.  Bach.  Es  muß  freilich  zugegeben 
werden,  daß  es  bei  der  Gleichgültigkeit  vieler  hierher  gehörigen  Personen 
gegenüber  einem  solchen  Wörterbuch  und  bei  der  totalen  Verkennung  der 
Wichtigkeit,  welche  das  Zusammenwirken  aller  Faohgenossen  besitzt,  oft 
schwer  ist,   biographisches  Material  zu  bekommen.     Umso  weniger  ist  es 
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aber  gerechtfertigt,  daß  die  Redaktion  es  unterlassen  hat,  die  eingelaofenen 
Originalmitteilungen  auf  Grund  anderer  Quellen  zn  verbessom  und  ni 
ergänzen.  Denn  auch  diese  Originalmitteilungen  lassen  die  erforderliche 
Exaktheit  in  den  Literaturangaben  vielfach  vermissen,  und  daher  rühren  die 
zahlreichen  Auslassungen  wichtiger  Arbeiten,  die  fehlenden  Dmclgahre  und 
Dmckorte,  z.  T.  auch  die  unzweckmäßigen  Abkürzungen  der  Zeitschriften  usw. 
Zu  rügen  ist  auch,  daß  Schulprogramme  bisweilen  mitten  unter  den  Zeit- 
sohriftenartikeln  verzeichnet  sind.  Auch  die  Zahl  der  Druckfehler  scheint 
eher  größer  zu  sein  als  in  den  früheren  Bänden.  Trotz  dieser  Ausstellungen 
muß  anerkannt  werden,  daß  durch  den  neuen  Band  des  Wörterbuchs  ein 
wertvolles  weitzerstreutes  Material  für  geschichtliche,  biographische  und  litera- 
rische Forschung  in  praktischer  Anordnung  allgemein  zugänglich  gemacht  wird. 
Stuttgart  WöLFFma. 

C.  de   Freyclnet^   8ur  les  prinoipes   de  la  Möoanique   rationelle. 

Paris,  Oauthier-Villars,  1902. 

Der  Verfasser  ist  ein  entschiedener  Gegner  der  neueren  Bestrebungen, 
die  Mechanik  auf  Grund  von  Axiomen  deduktiv  au&ubauen;  er  befürchtet 
daß  daraus  nur  Unfruchtbarkeit  und  Verödung  folgen  werde.  Ohne  Zweifel 
liegt  hierin  etwas  Wahres.  Die  Geschichte  zeigt,  daß  in  den  schöpferischen 
Perioden  der  einzelnen  Disziplinen  die  Grundbegriffe  noch  unfertig  sind  und 
daß  die  kritische  Betrachtung  erst  dann  eintritt,  wenn  die  Konzeptionskraft 
nachläßt  Femer  läßt  sichj  nicht  leugnen,  daß  die  Beschäftigung  mit 
solchen  logischen  Untersuchungen  die  Sache  reiferen  Alters  ist  und  auf  junge 
Gemüter  lähmend  wirken  kann.  Wer  Mechanik  lehrt,  tut  daher  gut,  wie 
Froycinet  es  empfiehlt,  seine  Zuhörer  ,4™  Eontakte  mit  der  Natui^  zu  er- 
halten. Allein  damit  ist  über  den  Wert  der  logisch-kritischen  Untersuchungen 
noch  nicht  das  letzte  Wort  gesprochen.  Sie  verbieten  zu  wollen,  würde 
jedenfalls  dem  Geiste  der  Freiheit  widersprechen,  der  die  Lebensluft  allen 
Fortschrittes  in  der  Wissenschaft  ist. 

Indem  der  experimentelle  Charakter  der  Mechanik  in  den  Vordergrund 
gestellt  wird,  bespricht  der  Verfasser  der  Reihe  nach  die  Grundbegriffe: 
Bewegung,  Geschwindigkeit,  Beschleunigung,  Kraft,  Masse  und  die  Grund- 
gesetze der  Mechanik,  wobei  er  es  vorzüglich  versteht,  die  wahren  Schwierig- 
keiten aufzudecken.  Besonders  gilt  das  für  den  Begriff  der  Masse;  was  der 
Verfasser  hier  bringt,  verdiente  in  die  Lehrbücher  aufgenommen  zu  werden, 
die  gerade  in  dieser  Beziehung  zu  wünschen  übrig  lassen. 

Kiel.  . Paul  Staeckel. 

P.   Appell    et   J.  Chappnis.     Le9oii8   de   möoanique   ölömentaire  k 
l^usage  des  ölöves  des  classes  de  premiöre,  eonformöment  auz 
programmes  du  31  mai  1902.     Paris  Gauthier- Villars,  1903. 
Die   Programme   vom   31.  Mai  1902   bedeuten   eine  tiefgreifende  Um- 
gestaltung   des    französischen    Mittelschulunterrichtes,    die    im    besonderen 
auch    den    mathematischen    Unterricht   betrifft.      Diesem    war    vorgeworfen 
worden,  daß  er  zu  abstrakt  sei  und  daß  die  Anwendungen  auf  die  Erfahrungs- 
wissenschaften  vernachlässigt  würden,   „die   in   den  Schülern  den  Geist  der 
Initiative  erwecken  und  sie  auf  den  Tätigkeitskreis  vorbereiten,  in  dem  der 
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größte  Teil  yon  ihnen  sich  zu  entwickehi  berufen  ist^S  Jetzt  ist  eine 
ausgiebige  Beschäftigung  mit  Kinematik,  Statik  und  Dynamik  für  die 
classe  premi^re  und  die  classe  de  Math^matiques  vorgeschrieben,  die  der 
Unter-  und  Oberprima  der  deutschen  Gynmasien  entsprechen.  Das  vorliegende 
Werk  enthält  die  Bearbeitung  des  Pensums,  das  für  die  Unterprima  be- 
stimmt ist.  Da  in  Frankreich  bei  den  Prüfongen  —  unsere  Abiturienten- 
prüfung ist  dort  in  zwei  Abteilungen  zerlegt,  die  bei  dem  Übergang  von 
Unter-  zu  Oberprima  und  von  Oberprima  zur  Hochschule  stattfinden,,  — 
genau  nach  dem  Programm  gefragt  wird,  haben  sich  die  Verfasser,  wie 
das  auch  sonst  üblich  ist,  streng  an  das  Programm  gehalten;  in  diesem 
Bahmen  geben  sie  eine  sehr  klare  Darstellung  des  Gegenstandes.  Bei  dem 
großen  Interesse,  das  diese  neue  Entwicklung  des  mathematischen  Unter- 
richtes für  uns  in  Deutschland  hat  —  handelt  es  sich  doch  um  einen 
Versuch,  der,  wenn  er  gelingt,  auf  die  deutschen  Verhältnisse  bedeutsam 
einwirken  muß  — ,  sei  es  gestattet,  das  amtliche  Progranun  für  den  Unter- 
richt in  Mechanik  auf  der  classe  premiere  hier  mitzuteilen. 

Den  Anfang  bildet  eine  Einführong  in  die  Theorie  der  Vektoren. 
Dabei  ist  es  ausdrücklich  vorgeschrieben,  daß  die  Behandlung  rein  geometrisch 
sein  solle,  denn,  wie  Appel  und  Chappuis  in  der  Vorrede  ihres  Werkes 
sagen,  „der  Mißbrauch  der  Methoden  der  analytischen  Geometrie  tötet  die 
Anschauung  und  den  Erfindungsgeist'^  Die  Reihenfolge  der  zu  unter- 
richtenden Dinge  ist: 

Projektion  eines  Vektors  auf  eine  gerichtete  Achse,  geometrische  Siunme 
mehrerer  zusammentrefFender  Vektoren.  Theorie  der  Projektionen.  ,  Geo- 
metrische Differenz  zweier  Vektoren.  Lineares  Moment  eines  Vektors  in 
Bezug  auf  einen  Punkt:  das  lineare  Moment  der  Summe  mehrerer  zusammen- 
treffender Vektoren  in  Bezug  auf  einen  Punkt  ist  gleich  der  geometrischen 
Summe  der  Momente  dieser  Vektoren.  Systeme  beliebiger  Vektoren;  geo- 
metrische Summe;  resultierendes  Moment  in  Bezug  auf  einen  Punkt. 
Besonderer  Fall:  Paare  von  Vektoren.  Momente  in  Bezug  auf  eine  Axe. 
Moment  der  geometrischen  Summe  zusammentreffender  Vektoren.  Summe 
der  Momente  der  beiden  Vektoren  eines  Paares.  Tetraeder  und  Parallel- 
epipedon,  die  über  zwei  Strecken  konstruiert  werden.  Verallgemeinerung 
des  Begiiffes  des  Momentes. 

Es  folgen  die  Grundbegriffe  und  -Tatsachen  der  Kinematik:  Messung 
der  Zeit.  Angenommene  Einheiten.  Pendel.  Von  der  Bewegung.  Ihre 
Belativität.  Bahn  eines  Punktes.  Beispiele  von  Bewegungen.  Geradlinige 
und  gleichförmige  Bewegung.  Geschwindigkeit  bei  einer  Bewegung.  Ihre 
Darstellung  durch  einen  Vektor.  Beliebige  ungleichf25miige  Bewegung. 
Mittlere  Geschwindigkeit.  Geschwindigkeit  in  einem  gegebenen  Augenblick. 
Ihre  Darstellung  durch  einen  Vektor.  Die  Geschwindigkeit  ist  die  Ableitung 
des  Bogens  der  Bahn  nach  der  Zeit  (die  Entwickelung  des  Begriffes  der 
Ableitung  gehört  zu  dem  mathematischen  Pensum  der  classe  premiere  1). 
Hodograph.  Beschleunigung.  Beispiele  ungleichförmiger  Bewegung.  Gleich- 
formige  beschleunigte  Bewegung.  GleichfÖnnige  Bewegung  auf  einem 
Kreise.  Winkelgeschwindigkeit.  Einfache  Schwingungen  auf  einer  Geraden. 
Wechsel  des  Bezugsystems.  Zusammensetzung  von  Geschwindigkeiten.  Bei- 
spiele und  Anwendungen  (wobei  nicht  etwa  boß  geometrische  Anwendungen 
gegeben    werden    sollen).      Drehbewegung    eines   Körpers   um    eine  Achse. 
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Darstellung  der  Drehung  durch  einen  auf  der  Achse  aufgetragenen  Vektor. 
Die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  des  Körpers  ist  das  lineare  Moment  des 
darstellenden  Vektors  in  Bezug  auf  diesen  Punkt.  Transl&tionsbewegung 
eines  starren  Körpers.  Schrauhenbewegung  eines  Körpers.  Praktische 
Bealisierung  dieser  Bewegungen.  Wellen  und  Zapfenlager.  Zapfen  und 
Pfannen.  Angeln  und  Gelenke.  Geradlinige  Gleitschienen.  Schrauben  und 
Schraubenmuttern. 

Kiel.  Paul  Staeckel. 

E.  Ficard.     Quelques  röflezionB  sur  la  möoanique  snivieB   d'uie 
premldre  le^on  de  dynamique.     Paris,  Gauthier-Villars,  1902. 

,^m  Ende  des  18.  Jahrhunderts",  so  beginnt  der  Ver£Eisser  sdne 
Auseinandersetzungen,  „schienen  die  Ghrundlagen  der  Mechanik  über  jede 
Kritik  erhaben  zu  sein,  und  das  Werk  der  Begründer  der  Wissenschaft 
der  Bewegung  bildete  eine  Gebäude,  das,  wie  man  glaubte,  auf  immer  der 
Zeit  trotzen  würde.  Seitdem  hat  eine  eindringende  Analyse  die  Fundamente 
des  Gebäudes  mit  der  Lupe  untersucht,  imd  da,  wo  ein  Lagrange  und  ein 
Laplace  selbstverständliche  Dinge  sahen,  begegnen  wir  jetzt  den  emstlichsten 
Schwierigkeiten.  Ein  jeder,  der  die  Anfänge  der  Mechanik  zu  lehren  gehabt 
hat,  wird,  wenn  er  darüber  nur  selbständig  nachgedacht  hat,  gefühlt  habeii| 
wie  wenig  zusammenhängend  die  mehr  oder  weniger  traditionellen  Dar- 
stellimgen  der  Grundlagen  sind".  Deshalb  habe  man  versucht,  den  Gesichts- 
punkt der  historischen  Entwicklung  zu  verlassen,  und,  wie  die  Geometer 
es  bei  ihrer  Wissenschaft  getan  haben,  die  Mechanik  auf  Grund  einer 
Anzahl  von  Axiomen  deduktiv  zu  entwickeln.  Man  erhält  so  ein  System 
der  Mechanik,  das  erst,  nachdem  es  vollständig  aufgebaut  ist,  mit  der 
Erfahrung  verglichen  wird.  Der  Mangel  dieser  Methode  besteht  darin,  daß 
der  AnfUnger  nicht  begreift,  warum  man  gerade  auf  diese  Axiome  kommt; 
in  der  Geometrie  macht  sich  das  weniger  geltend,  weil  ihre  Forderungen 
einen  anschaulicheren  Charakter  haben  und  sich  auf  alltägliche  Erfahrungen 
beziehen. 

Wie  soll  man  unter  diesen  Umständen  verfahren?  Der  Verfasser 
berichtet,  welchen  Weg  er  seit  1894  in  seinen  Vorlesungen  eingeschlagen 
habe;  allerdings  entstehe  dabei  eine  Mischung  von  Axiomen  und  mehr  oder 
weniger  genauen  Erfahrungen,  „avec  quelque  peu  d'anthropomorphisme". 
Wie  er  im  einzelnen  verfährt,  läßt  sich  in  Kürze  nicht  darstellen,  dazu 
muß  man  die  meisterhafte  Le9on  selbst  durchlesen. 

Kiel.  Paul  Staeckel. 
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ÄoiLichrift,  Leipzig,  FüsUlr.  3,  erJwätaa. 
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erf (Irenen  unb  buT(!^  alle  Snc^l^nblungen  §tt  be§ie^en: 

Sttft,  AMrak,  unb  Setrg  $mf«A,  ^9^tt4  ber  ?99flft  für  Den 

S^ul'  unb  Selbfhuiterri^t. 

JiKgemehu  Jt«sg«9e«  Sünfte,  berbeffette  unb  Detme^tte  Kutiapr 
9Ht  btelen  Übungsaufgaben,  einer  (B)>e!ttaltafel  in  g<ubenbrucf  unb  422  in  ben  Icit 
gebrudten  ^Ibbilbungen.  gt.  8^  (XX u.  542)    Jlf  6.— ;  geb.  in  ^Ibleber  Jr5  T» 

^eftirite  Jin^dABe»  nad^  ben  ba^rifd^en  )Be^tbIdnen  t>om  30.  3uH  isi^' 
bearbeitet.  @e(bjte,  oerbefferte  Auflage.  SD^t  bielen  Übimpdaufgaben, 
einer  @|>elttaltafe(  in  garbenbrud  unb  328  in  ben  Xtgt  gebru^en  U&biU)ungen 
gr.  s^    (XVI  tt.  376)    M  4,—;  geb.  in  ^Ibleber  M  4.66. 


wT  TerUg  von  B.  6*  Ceubntr  tn  IMpzia. 


'Cechntfcbe  Statik 

Ooriefungen  über  bte  Cljeone.ber  CragfonfinifttonM. 
Pon  15.  Oftenfetd, 

Deutfdte  2{usgabe,  bcforgt  t>on  D*  Silougt* 
mit  336  f  tguten  anf  33  Cafeln.  [Vin  n.  ^5  S.]  gr.  8.  \903.  geb,  n.  X  \2.- 
Nacb  einer  kurzen  Einleitung,  welclie  Allgemeines  aber  die  l^ensduften  und 
Anwendungen  der  Einflußlinien  enthält,  werden  die  Leser  durch  den  zweiten  und  dritten 
Abschnitt  mit  der  Behandlung  ruhender  und  beweglicher  Belastong  auf  dnfiich  anter* 
stützte  voUwandige  Träger  und  Fachwerkbalken  vertraut  gemacht.  Anstatt  mm  weiter 
mit  der  Behandlung  komplizierterer  Fälle  von  statisch  bestimmten  Konstruktionen  fort- 
zufahren, wird  im  vierten  Abschnitt  gleich  zur  allgemeinen  Theorie  d«  Tragkonstnik- 
tionen  übergegangen.  Diese  Theorie  wird  hier  einheitlich  —  für  statisch  bestimmte 
und  unbestimmte  Systeme  —  mit  Hilfe  der  virtuellen  Verschiebungen  au^ebaat;  die 
Behandlung  ist  indessen  nur  noch  rein  prinzipiell,  indem  die  Besprechung  der  Einiei- 
heiten  der  Berechnung  von  allen  speziellen  Trägerformen  dem  folgenden  Bande  vor- 
behalten bleibt.  Endlich  wird  im  fünften  Abschnitt  (dem  letzten  dieses  Bandes)  das 
Wesentlichste  über  die  verschiedenen  Fachwerkformen  gesagt,  wobei  auch  die  in  den 
letzten  Jahren  entstandenen  Formen,  K-Fachwerk,  halbe  Diagonalen,  behandelt  werden. 

pbyfikaltrches  pi^ktikum  für  Hnfänger. 

2>arge{leUt .  in   25  2(r6etten   oon 

Dr.  emanuet  pf eiff er, 

profeifor  an  bei  Kdnigl.  3nba^cfdfislt  ja  fllAnditn* 

mit  ^7  in  ben  Ceyt  gebrurftcn  abbil&ttng«n.    [Vm  u.  ^50  5J 
gr.  8.    1903.    geb.  JL  3.^.0/ 

Die  bisher  existierenden  Werke,  welche  sich  mit  der  Anstellung  praktischer 
Arbeiten  im  physikalischen  Laboratorium  befassen,  streben  wohl  alle,  wenn  anch 
von  verschiedenem  Standpunkte  aus,  eine  gewisse  Vollständigkeit  hinsichtlich  des 
vorhandenen  Lehrstoffes  an.  Infolge  seines  großen  Üm&nges  bleibt  es  dann,  weil 
Zeit  und  Raum  mangeln,  bei  den  allgemeineren  Darbietungen;  das  Eingehen  anf 
Einzelheiten  wird  der  Tätigkeit  des  Lehrers  überlassen.  Da  aber  gerade  diese 
Details  für  den  Anfanger  am  wichtigsten  und  schwierigsten  sind  nnd  eingebende 
Überwachung  und  Belehrung  des  einzelnen  Praktikanten  erfordern,  so  ist  bei  zn 
großer  Schülerzahl  die  Gefahr  vorhanden,  daß  das  Arbeiten  ein  unrationelles,  ober- 
flächliches, ungenaues  und  deshalb  wenig  befriedigendes  und  nutzbringendes  wird. 
Hier  sucht  das  vorliegende  Buch  eine  Lücke  in  unserer  physikalischen  Literatnr 
auszufüllen,  indem  es  die  fundamentalsten  Teüe  der  Physik  in  25  Arbeiten  anf 
150  Seiten  behandelt.  

Hierzu  Beilagen  von  B«  G.  Tenbner  in  Leipii;,  welohe  wir  der  BeaohtuDg  unserer 

Leser  bestens  empfehlen.  ~  [4 
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